3. Kapitulua

Dualtasuna

Programazio linealaren teoriaren garapenean, dualtdamaepturik garrantzi-
tsuenetarikoa da, bai teorikoki eta bai ikuspuntu prakifkere. Eredu lineal bat
izanik, dagokion eredu duala idatzi ahal izango da betisikaudugun bezala, bi
ereduetako bat ebatziz bietarako soluzioa lortuko dazehkd ereduaren taula
optimoan dagokion eredu dualaren soluzio optimoa ere @gehaita. Dualtasu-
na kontuan hartzea komenigarria da; hona hemen arrazaikbhatz

1. Simplex algoritmoaren iterazio kopurua eredu lineala&rdaldagai kopu-
ruaren mende baino murrizketen mende dagoela kontuarkjzztai eredu
lineal bat ebazterakoan dagokion eredu dualaren soluzimoa ere lor-
tuko denez, ereduen artean ebatzia izango dena auker&edbitgarako
soluzioa lortzeko.

2. Dualtasunak problema linealaren interpretazio ekokoawhalbidetzen du.
Ikusiko dugun bezala, eredu dualaren soluzioak eredu famsrasoluzioari
buruzko informazioa ematen du.

3. Dualtasunaren propietateak kontuan hartuz, algoritera bat sortu da,
simplex dual algoritmoa, zenbait eredu lineal ebaztekgkralgoritmoa
baino eraginkorragoa dena. Gainera, algoritmo berri hahigko da aurre-
rago aztertuko ditugun sentikortasunaren analisian egramazio osoan.

3.1 Problema duala

3.1.1 Definizioa. (Maximizatze-forma simetrikoa) Eredu linealamaximizatze-
forma simetrikoardagoela esaten da baldin
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88 3. Dualtasuna

e Helburua maximizatzea bada
e Murrizketa guztiak< modukoak badira

e Aldagai guztiak ez-negatiboak badira

Adibidea. Ondoko eredua maximizatze-forma simetrikoan idatzikaudug

max z = x] — 3Tg + T3
hauen mende

T1+x9 + 23 > 2

—x1 4+ 219 — 23 <3

T — T9 + 213 = —1

1, T2, 73 >0
Maximizatze-forma simetrikoa honakoa da:

max z = x] — 3Tg + T3
hauen mende

—x1 — X9 —x3 < —2

—x1 + 2wy — 23 <3

T — Xy + 203 < —1

—x1+ 129 — 223 <1

T1,x9,23 > 0
O

3.1.2 Definizioa. (Minimizatze-forma simetrikoa) Eredu linealaminimizatze-
forma simetrikoardagoela esaten da baldin

e Helburua minimizatzea bada
e Murrizketa guztiak> modukoak badira

e Aldagai guztiak ez-negatiboak badira
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3.1. Problema duala 89

Adibidea. Har dezagun honako eredu lineala:

max z = I} — Io
hauen mende

3r1 + 2z9 <1

T, — 229 > 3

1,72 >0
Minimizatze-forma simetrikoa honakoa da:

min (—z) = —x; + oo
hauen mende

—3r1 — 219 > —1

T — 219 > 3

x1,22 >0

3.1.1 Primal-dual erlazioa
Har dezagun maximizatze-forma simetrikoan dagoen eredalk.

max 2 = CTX

hauen mende
Ax<b
x>0

Eredu horriprimal deituko diogu. Bereduala minimizatze-forma simetrikoan
dagoen ondoko eredu lineala da:

min G = b’y
hauen mende

ATy >cC

y=>0

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



90 3. Dualtasuna

Adibidea. Har dezagun honako eredu lineala.
max z = 2T] — Tg + 373
hauen mende
T1— X9 + T3 < 2
3I1—$2+2I‘3§ 1
Ty, T2, 3 20
Dagokion eredu duala honakoa da:
min G = 2y; + y
hauen mende

Y1+ 3y2 = 2

—y1— Y2 = —1

Y1+ 2y >3

y1,Y2 > 0

3.1.2 Eredu primalaren eta dualaren osagaiak

Eredu lineal bat, primala, eta dagokion eredu duala izanikredu horien osa-
gaien artean ondoko erlazioa dago.

e Eredu primalaremA matrizeam x n tamainakoa bada, eredu primalek
murrizketa etan aldagai ditu. Eredu dualaren koefiziente teknologikoen
matrizeaA” da, eta ondorioz, eredu dualakmurrizketa etan aldagai
izango ditu.

¢ b bektorea problema primalaren baliabide-bektorea da etalgma duala-
ren kostuen bektorea.

e c bektorea problema primalaren kostu-bektorea da eta pr@btiualaren
baliabide-bektorea.

e Problema primalak duen murrizketa kopurua eta problemakuwhien al-
dagai kopurua berdinak dira.

e Problema primalak duen aldagai kopurua eta problema ddalkek murriz-
keta kopurua berdinak dira.
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3.1. Problema duala 91

3.1.3 Dualtasuna. Kasu orokorra

Oro har, ereduaren murrizketak = edo> modukoak izan daitezke. Dagokion
eredu duala kalkulatzeko, eredua forma simetrikoan idgtiprimal-dual erla-
zioa erabil daiteke. Dena den, forma simetrikoan idatzegalh. Taula erabiliz,
kalkula daiteke maximizatze-forma simetrikoan ez dagaoedwebaten duala.

Helburu funtzioa: max <= Helburu funtzioa: min

i. murrizketa< b; modukoa <= . aldagaia> 0

i. murrizketa= b; modukoa <= . aldagaia ez-murriztua

i. murrizketa> b; modukoa < . aldagaia< 0

i. aldagaia> 0 <= 4. murrizketa> b; modukoa
i. aldagaia ez-murriztua <= . murrizketa= b; modukoa

i. aldagaia< 0 <= ¢. murrizketa< b; modukoa

3.1. Taula: Primal-dual erlazioa

Atal honetan taulako erlazio batzuk frogatuko ditugu; geakoak modu be-
rean froga daitezke.

1. kasua.Helburu funtzioa maximizatze-forman duen eredu linead@aimu-
rrizketak> modukoak badira, eredu dualaren aldagaiak zero bainatxiki
goak edo berdinak dira{ 0, taulako hirugarren errenkadan adierazten den
bezala). Hau da, eredu lineala:

max 2 = CTX
hauen mende
Ax>Db
x>0
izanik, dagokion duala ondokoa da:
min G = b’y
hauen mende
ATy > ¢
y<0

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



92 3. Dualtasuna

Froga. Hasteko, eredu primala maximizatze-forma simetrikoarzika
dugu.

max 2 — CTX

hauen mende
—Ax < -Db
x>0

Aurreko 3.1.1. atalean emandako primal-dual erlazioailerabuala kal-
kula dezakegu.
min G = —b’y
hauen mende
y=>0
y = —y aldagai-aldaketa eginez, honela geratuko da eredua:
min G = by
hauen mende
y<0
O

2. kasua. Eredu primalaren murrizketak modukoak badira, dualaren alda-
gaiak ez daude zeinuz murriztuak (ez-murriztuak, taulaggarben errenka-
dan adierazten den bezala). Hau da, eredu lineala

max 2 = CTX

hauen mende
Ax=D
x>0

izanik, dagokion duala ondokoa da:

min G = by

hauen mende
ATy >c

y : ez-murriztua
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3.1. Problema duala 93

Froga. Idatz dezagun eredua maximizatze-forma simetrikoan.

max z = CTX
hauen mende

Ax<b

—Ax < -Db

x>0

Dagokion eredu duala honakoa da:

u
min G = (b’, —b")
\'%
hauen mende
u
(AT, —AT) >c
, v>0

u etav bektoreekm osagai dituztelarik. Eredu duala beste modu honetan
idatzia izan daiteke:

min G = b’ (u—v)
hauen mende

AT(u—-v)>c

u,v>0

y = u — v aldagai-aldaketa eginez, honakoa lortuko da:

min G = bly
hauen mende
ATy > ¢

y : ez-murriztua

y bektorearen osagaiak ez daude zeinuz murriztuta, osakeittabi al-
dagai positiboren kenketa delako.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



94 3. Dualtasuna

Adibidea. Izan bedi honako eredu primala.

max z = x1 — 4wy — 3
hauen mende
Ty +x0 —x3 >4
201+ 319 — by < 2
201 — x5+ 223 =106
1 <0, v9 >0, x3: €z-murriztua

3.1. Taulako erlazioak erabiliz, dagokion duala kalkutatdugu.

min G = 4y; + 2y, + 6y3
hauen mende
y1+2y2 +2y3 < 1
Y1 +3y2 —ys = —4
—y1 — Oy2 + 2y3 = —1
y1 <0, yo >0, y3 : €2z-murriztua

3.2 Dualtasunerako teoremak

Atal honetan aztertuko ditugun teoremek problema prinealadualaren eta beren
soluzioen arteko erlazioak ezarriko dituzte. Teorememtmatuak ereduen forma
primal-dual simetrikoetarako ematen dira.

Primala Duala
max z = c!'x min G = b’y
hauen mende hauen mende
Ax<b ATy > ¢
x>0 y=>0

3.2.1 Teorema.Problema dualaren duala problema primala da.
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3.2. Dualtasunerako teoremak 95

Froga. Har dezagun problema primala.

min G = b’y
hauen mende

ATy >c

y=>0

Problemaren duala kalkulatzeko, eredua maximizatzedmimetrikoan ida-
tzi eta primal-dual erlazioa erabiliko dugu.

—max (—-G) = b’y
hauen mende

ATy < —¢

y=>0

Dagokion duala honakoa da:

—min (—2) = —c'x

hauen mende
—Ax > —-Db
x>0

Beste forma baliokide honetan jarriz gero, daukagun proalerimala dela
ikusten dugu.

max z = CTX
hauen mende

Ax <D

x>0

O

Aurreko teorematik hau ondoriozta daiteke: eredu prinealdrelburua mini-
mizatzea bada forma dual simetrikoan gertatzen den bez@dy dualaren hel-
burua maximizatzea izango dela. Hori hala izanik, helbumisimizatzea duen
eredu baten duala kalkulatzeko, 3.1. Taula erabil daitdkeieak eskuinetik ez-
kerrera irakurriz.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



96 3. Dualtasuna

Adibidea. Izan bedi honako eredu primala:

min z = x1 — 4x9 — T3
hauen mende
T1+xo—x3 >4
2x1 4+ 3x9 — by < 2
201 — X9+ 223 =06
1 <0, 19 >0, x3: €z-murriztua

3.1. Taula erabiliz, dagokion duala kalkulatuko dugu.

max G = 4y; + 2y, + 6ys
hauen mende
Y1+ 2y +2y; > 1
yi+3y2 —ys < —4
—y1 — dy2 +2y3 = -1
y1 >0, yo <0, y3 : €z-murriztua

|

3.2.2 Teorema. (Dualtasun ahula)lzan bitezx etay problema primalaren eta
dualaren soluzio bideragarriak, hurrenez hurren. Honakedetzen da:

2 =c'x < bTy:G.
Froga.

x primalaren soluzio bideragarria deneAx < b eta x > 0 betetzen dira.
y dualaren soluzio bideragarria deneA’y > ¢ eta'y > 0 betetzen dira.

Ax < b desberdintzaren bi atalak ezkerregik bektoreaz biderkatuz, eta
ATy > c desberdintzarenak” bektoreaz, hau daukagu:

yI'Ax < y'b = bly.
xI'ATy > xTe = c'x.

x'ATy = yTAxdenez, hau beteko da:

2z = ¢'x < y'Ax < by = G.
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a
Aurreko teorematik hau ondoriozta daiteke: helburu praren balio maxi-
moa helburu dualaren balio minimorako behe-bornea da.altayantziz, helbu-
ru dualaren balio minimoa helburu primalaren balio maxiakorgoi-bornea da.
Datozen emaitzak aurreko teoremen ondorioak dira.

3.2.1 Korolarioa. x* etay* soluzio bideragarriek” x* = b”y* betetzen badute,
x* etay* primalaren eta dualaren soluzio optimoak dira, hurrenerrén.

Froga. Dualtasun ahularen teoremak ziurtatzenxdetay soluzioetarako hona-
koa beteko dela:
c’'x <bly.
y* dualaren soluzioa hartzen baduglix < b”y* betetzen dac’x* = b’y*
betetzen denez, problema primalaren edozespnluziotarako hau beteko da:

c'x < cf'x*.

Hortik ondoriozta daiteka™ problema primalaren soluzio optimoa dela.
Modu berean, eth’y* = c¢’x* < b’y betetzen denez, problema dualaren
edozeiny soluziotarako hau beteko da:

b"y* <b'y.
Hortik ondoriozta daitekg* problema dualaren soluzio optimoa dela. a

3.2.2 Korolarioa. Problema primala bideragarria eta bornegabea bada, duala
bideraezina da.

Froga. Edozeinx etay soluziokc?’x < b’y betetzen dutela kontuan izanik,
helburu primala bornegabea bada, ez da existitzen prolpgemalaren goi-borne
izango den dualaren soluziorik.

Modu berean ondorioztatuko da ondoko emaitza.

3.2.3 Korolarioa. Problema duala bideragarria eta bornegabea bada, primala
bideraezina da.

Problema primala bideraezina bada, duala bideraezina edhedabea izan
daiteke. Eta, problema duala bideraezina bada, primatdedina edo bornega-
bea izan daiteke.

Adibidea. Honako problema primalerako eta dualerako 3.2.2. Koradari
betetzen dela ikus daiteke. Kasu honetan primala bornegddeta duala bide-
raezina.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



98 3. Dualtasuna

max z = 3x; + 229 min G = 2y, + 4y
hauen mende hauen mende

—2x1 + @39 <2 —2y1 + 2y > 3

201 +x9 > 4 Y1+ Y2 =2

x1, 2 >0 y1 =0, 2 <0

Problema primalaren ebazpen grafikoan bornegabea deldaltese.

T2

£ o
21’1 —+ 19 = 4

Dualaren bideragarritasun eskualdean ez dago puntudkrdezina da.

Y2

X

U1

-2y + 2y, =3 Y1+ y2 =2
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3.3. Osagarrizko nasaitasunaren baldintzak 99

O

3.2.3 Teorema. (Dualtasunaren funtsezko printzipioa)Problema primalarenx*
soluzio optimoa existitzen bada, problema dualayérsoluzio optimoa existitzen
da. Modu berean, problema dualargri soluzio optimoa existitzen bada, pro-
blema primalarenx* soluzio optimoa existitzen da. Bi kasuetan= c’x* =
bly* = G* betetzen da.

Adibidea. Har ditzagun ondoko problema primala eta duala:

max z = 2x1 + 329 min G = 2y; + 3ys + 5y3
hauen mende hauen mende
T+ <2 Y1+ 2y2 +ys > 2
201 — 19 < 3 Y1 — Y2 +3y3s >3
1+ 322 <5 Y1,Y2,y3 = 0
T1,29 >0

Primalaren eta dualaren edozein bi soluzio hartuta G betetzen da. Adi-
bidez,x? = (1, 1) primalaren soluzio bideragarria da murrizketak betetden d
tuelako, etay” = (1, 1, 1) dualaren soluzio bideragarria da;= 5 < 10 = G
betetzen da.

Problema primalaren eta dualaren soluzio optimoak hauek di

1 3 T 3 1
—. — * = (— 0
27 2)7 y ( ) Y

*T _
X = 2" 2

).

Bi problemetarako helburu funtzioek balio bera hartukoedsluzio opti-
moan,z* = L = G*. O

3.3 Osagarrizko nasaitasunaren baldintzak

Osagarrizko nasaitasunaren baldintzei esker, primaokrzio optimotik abia-
tuz dualaren soluzio optimoa kalkula daiteke, eta alderantBaldintza horiek
teorema honen ondorioak dira.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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3.3.1 Teorema. (Osagarrizko nasaitasunarenax™* etay* problema primalaren
eta dualaren soluzio bideragarriak izanik, hurrenez harreptimoak izango dira
baldin ondoko baldintza betetzen badute:

<T(ATy* —c)+y7(b - Ax*) = 0.

Emaitza horren interpretaziotik lortuko dira osagarriziasaitasunaren bal-
dintzak. Gogora dezagun ereduak primal-dual forma sikuen daudela.

3.3.1 Osagarrizko nasaitasunaren baldintzen interpretabna

x* etay* primalaren eta dualaren soluzio optimoak izanik, hurrem@&zen, bi
problemen murrizketak honela idatz daitezke:

b - Ax* > 0.
ATy*—CZO.

Bestalde x* etay* primalaren eta dualaren soluzio optimoak osagai negati-
borik gabeko bektoreak dira. Ondorioz, aurreko desberdien bi atalak*” eta
x*T bektoreez ezkerretik biderkatzen baditugu, hurrenezehymesberdintzak
honela geratuko dira:

xT(ATy* —¢) > 0.

y*'(b — Ax*) > 0.
Osagarrizko nasaitasunaren teoremak ziurtatzen du aubiekesberdintzen
ezkerreko atalen batura zero dela. Bi batugaiak zero bandihgoak edo ber-

dinak direla kontuan izanik, ondoriozta daiteke biek zexamibehar dutela, hau
da,

Aurreko bi ekuazioen arabera, bi biderkagai ez-negatibbrgéerkadura zero
da; biderkagaietako bat ez bada zero, besteak izan beharkdatrela, proble-
ma baten soluzioa ezagututa beste problemaren soluzikaldiaiea ahalbidetuko
duten ondoko ondorioak lortuko dira.
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1. Aldagai primal bat hertsiki positiboa bada, dagokion mzketa duala ber-
dintzaz betetzen da; ez du nasaitze-aldagai positibohkhéau da,

x*>0 = Aly*—c=0.

2. Primalaren murrizketa bat ez bada berdintzaz betetzggkibn aldagai
dualak zero balioa hartuko du, hau da,

Ax*<b = y"=0.

3. Aldagai dual bat hertsiki positiboa bada, dagokion nzkgia primala ber-
dintzaz betetzen da, hau da,

y*>0 = Ax*—b=0.

4. Dualaren murrizketa bat ez bada berdintzaz betetzeokaagaldagai pri-
malak zero balioa hartuko du, hau da,

ATy*>c = x* =0.

Adibidea. Har dezagun ondoko problema lineala:

max z = 311 + T9 — 273
hauen mende

T1+ 209+ 23 <5

201 — 19 + 33 < 4

T1, %9, 13 >0

Problemaren soluzio optimoa’ = (1—53, g, 0) dela jakinda, osagarrizko na-
saitasunaren teorema erabiliko dugu dualaren soluzionoptkalkulatzeko. Pro-

blema duala honakoa da:
min G = Hy; + 4y»
hauen mende
y1+2y2 >3
20 —y2 2 1
Y1+ 3y = —2
Y1, y2 =0

Nasaitze-aldagaiak kenduz, honela geratuko da:

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



102

3. Dualtasuna

min G = 5y + 4y + 0ys + Oy + Oys

hauen mende

Y1+ 2y2 —ys =3
2y1 — Yo —Y4 =1
Y1 + 3Y2 —ys = —2

Y1, Y2, Y3, Ya, Ys = 0

Osagarrizko nasaitasunaren teoremaren ondorioak ergibblema dualaren
soluzio optimoa kalkulatuko dugu.

Primalaren aldagaiak Dualaren murrizketak
=2 >0 = yi+25=3 = y;=0
x§:g>0 = 2y —y;=1 = y; =0
z3 =0 = Y1 +3y; —ys = —2

Primalaren murrizketak Dualaren aldagaiak

13
?+2><

= =y aldagaiaren balioa kalkulatu

2x 2 -8=4 = y; aldagaiaren balioa kalkulatu

Dualaren murrizketen sistemai) etay; nasaitze-aldagaien zero balioak or-
dezkatuz, sistema honela geratuko da:

Yy +2y; =3
2y7 —y; =1
yr +3ys —ys = —2

Ekuazio-sistema ebatziz, eredu dualaren soluzio optiordaldo da.

* * * *

yi=11y=1y3=0,y, =0, y; =6.
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3.4 Soluzio dual optimoa

3.4.1 Teorema.lzan bitez bi eredu lineal primal-dual simetrikoalB problema
primalaren oinarri optimoa baday*” = cLB~! problema dualaren soluzio opti-
moa da.

Froga. Forma simetriko primalari nasaitze-aldagaien bektorea gehituz,
murrizketak honela geratuko dira:

Ax+1Ix, =b
x,x, >0

B primalaren oinarri optimoa bada, eta oinarriko soluzio bideragarri opti-
moa, A matrizekoa,; bektore guztietarake; — c; > 0 betetzen da.

_ Ty, — JTR-1..
zj = cgy; = cgB a;.

B oinarri optimoa denez;; > c¢; betetzen da\ matrizekoa; bektore guztie-
tarako, hau da,
cEkBT'A > T

Aurreko desberdintzaren atalak irauliz dualaren murtazkesistema lortuko
da:
AT(cEB™H > c.

Hortaz,y* = (c5B~1)” dualaren soluzioa da.
Bideragarria den edo ez egiaztatzekonatrizeko bektoreei dagozkien balio
adierazleak kalkulatuko ditugu.

cEB'I > cf.
x5, bektoreko aldagaiak nasaitze-aldagaiak direagz 0 da eta hau beteko da:
ctB'I=cL,B™ > 0.

Ondorioz,y* = (ckB~1)T bektorearen osagaiak ez-negatiboak dira.
y* optimoa dela egiaztatuko dugu orain, primalaren helbuntzfaaren balioa
eta dualarena soluzio horretan berdinak direla egiaztatuz

o — ngB — chflb — bT(Cngl)T — bT *— G

Bi problemen helburu funtzioaren balioa bera degéz= (c5B~!)? dualaren
soluzio optimoa dela frogatuta geratuko da. O
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3.4.1 Soluzio dual optimoa taulan

Ikus dezagun problema primal bat ebazterakoan, taula optimroblema duala-
ren optimoa ere lortzen dela.

3.4.1 Teoreman frogatu dugu problema primalaren oinatinoga B bada,
eredu dualaren soluzio optimga” = cLB~! dela. lkusiko dugu bektore hori
taula optimoan agertzen detg—c; balioen errenkadan, eta hasierdkoatrizeko
a,; bektoreei dagozkien zutabeetan.

_TR-1, _ .
zj —c¢j =cgB a; —¢j.

I matrizeko bektore guztiei dagozkien— c; balio adierazleak batera kalku-
latzen baditugu, honako bektorea lortuko dugu:

Tp-1 T _ Tp-1 T

Hortaz, dualaren soluzio optimoa dgf’ = cLB~! bektorea kalkulatzeko,
hasierako taulako identitate matrizeari dagozkion zwgtyetaula optimoan dau-
den balio adierazleei! gehitu besterik ez da egin behar. Bi kasu gerta daitezke.

e I matrizea nasaitze-aldagaiez osaturik badage; 0 da.

e Hasierakal oinarrian aldagai artifizialak badaude, helburu funtziggz
tzeko erabili diren aldagai artifizialel balioak daude; bektorean.

Adibidea. 101. orrialdeko problema har dezagun.

max z = 3x1 + Ty — 213
hauen mende

T1+2x9 + 13 <5

201 — 9+ 313 < 4

Ty, T2, 23 > 0
Nasaitze-aldagaiak gehitu ondoren, hasierako taulaikoaila.

il Ty X3 T4 Xy

-3 -1 2] 0 0/0

ay,| 1 2 11 0|5

as| 2 -1 3|0 1|4

OpenCourseWare, UPV/EHU



3.4. Soluzio dual optimoa 105

Simplex algoritmoa aplikatuz, honako taula optimoa lootdla:

1 X9 X3 T4 Iy

O 0 61 19
a0 1 -t 2 4]
a1 0 z[1 oz

Primalaren soluzio optimoa honakoa da:

*_1 *
x, y Lo =

5

(S N

* *
, 23 =0, 2" =9.

Kalkula dezagun dualaren soluzio optimoa primalaren tapdenotik abiatuz.
Hasierako oinarriaB = I = (a4, a5), nasaitze-aldagaiez osaturik dago. Taula
optimoan;z, etax; aldagaiei dagozkien zutabeetan d&jd eta dualaren soluzio
optimoa aldagai horiei dagozkien balio adierazleetartblb&har da.

(24 — 4,25 —c5) =cxB ' —c] =(1, 1) —c).
cl' = (cy, ¢5) = (0, 0) denez, problema dualaren soluzio optimoa honakoa da:
vy =cEtB ' = (1, 1).
Problema dualaren helburu funtzioaren balia= 9 da. O
Adibidea. Har dezagun honako eredu lineala.

min z = x7 + 29
hauen mende

41+ 329 < 12

1 +3x2 > 6

201 + 29 > 4

1,22 >0

Simplex algoritmoa aplikatzen hasteko, nasaitze-al@dkgaehitzeaz gain, bi
aldagai artifizial gehitu behar diray;, etaws,.
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106 3. Dualtasuna

max (—z) = —x1 — 2z + 0x3 + Oxy + Ox5 — Mwy — Mwy

hauen mende

41‘1 + 31‘2 +ZL‘3 =12
T+ 3562 —XTy +wq =6
221 + X9 —Ts +wo =4

X1,T2,T3,T4,Ts5, W1, W2 0

Hasierako oinarri@ = I = (a3, a,1, a,.) da.

T1 To X3 T4 Xy w1 W9
—3M+1-4M+2| 0 M M 0 0| —10M
0| as 4 3 1 0 0 0 0 121
—M | ay, 1 0 -1 0 1 0 6
—M| ay 2 1| 0 0 -1 0 1 41
—3M+3 0| 0-4M+2 Mi3zM-32 0 [-2M —4
0| as 3 0 1 1 0 -1 0 6 %
—2| a : 1] 0 L 3 0 2|
—M | Ay 2 0| 0 : -1 - 1 2
0 0| [0] 2 m-2|lm-t 2
om0 o[ 2op2 )
S Y U R T 1
SN E ) B T S S 1
Problema primalaren soluzio optimoa honakoa da:
., © . 8 . 22 . 22
xlzg,:@:g,—z:—g = ZIE'

Kalkula dezagun dualaren soluzio optimoa primalaren tapkamotik abia-
tuz. Hasierako taulam;s, w; etaw, aldagaiei dagozkien zutabeetan dago identi-
tate matrizea. Taula optimoan, zutabe horietan berbedstigoB ! eta dualaren
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3.5. Dualtasunaren interpretazio ekonomikoa 107

soluzio optimoa zutabe horietako balio adierazleetarilbbahar da.

3 1

(23 — €3, Zw; — Cwys Zwy — Cuy) = CHBT —cF = (0, M — v M — 5)
cl =(e3, cuy, Cuy) = (0, =M, —M) dela kontuan izanik,
T Tp—-1 T T 3 1
y©" =cgBT —c¢; +¢; = (0, M—g, M‘g)*(& —M, —M).
Hasiera batean, problema dualaren soluzio optimoa hatedatagenezake:
3 1
*T
=(0,—=,—2).
y 0= —%)

Hala ere, aldagaien zeinua zuzena den edo ez egiaztatudesehadibideko
problemari dagokion duala kalkulatzen baduguetay; aldagaiek ez-negatibo
izan behar dutela ikusten da. Kasu honetan, aldagai haketdaulatik lortu di-
tugun balioak negatiboak dira. Horren arrazoia hau da: Isxmgdgoritmoa apli-
katu ahal izateko ereduaren helburu funtzioari egindattaladtak eragina sortzen
duela taulako balio adierazleen errenkadan. Adibide laonmdtasierako helbu-
rua minimizatzea da eta maximizatzera egokitu dugu; hatilegz dira zuzenak
aldagaietarako zeinuak. Hortaz, problema dualaren soaptimoa honakoa da:

1 22
0

Simplex algoritmoa aplikatzen hasi baino lehen, ereduaremnizketaren ba-
ten noranzkoa aldatzeak aldagai dualei egokituko zaielakawbalioren baten
zeinua okerra izatea eragingo du. 91. orrialdeko 3.1. Kauyteimal-dual erla-
zioak aztertuz azaldu daiteke zeinuak aldatzearen aaaBaiezta daiteke; B!
bektorearen osagaien balio absolutuak bat datozela aldaghoptimoen balio
absolutuekin.

3.5 Dualtasunaren interpretazio ekonomikoa

Eredu lineal baten soluzio optimoak mugatuta dauden hidken esleipen opti-
moa zehazten du. Ikusiko dugun bezala, aldagai dualen bptimoek baliabi-
deen kopurua aldatzea komeni den ala ez adierazten dutemigdio hori ondoko
atalean aztertuko ditugun itzal-prezioek ematen dute.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



108 3. Dualtasuna

3.5.1 Itzal-prezioak

Izan bedi eredu lineal bat, eB oinarri optimoa. Oinarri optimo horri problema
primalarenx* soluzio optimoa eta* balio optimoa dagozkio, baita dualargh
soluzio optimoa et&:* balio optimoa ere.

Demagunb baliabide-bektored + Ab izatera aldatzen dela. Ikus dezagun
aldaketa horrek zein eragin sortzen digpinarriari dagokion taulako kalkuluen
gain, bideragarritasun primala galtzen ez bada.

e Oinarri optimoari eta baliabide-bektore berriari dagokssluzio primala
honakoa da:

Xp=B"!(b+ Ab) = x5 + B"'Ab.

e Baliabide-bektorearen aldaketak ez du eraginik sortulio lzalierazieen
errenkadan.

_TR-1, _ .
zj —c¢j =cgB a; —¢j.

¢ Helburu funtzio primalaren eta dualaren balioak aldatteegiira, baliabide-
bektorearen gehikuntzaren arabera.

*

G=y7T(b+Ab)=yTb+yTAb=G"+yTAb = 2"+ y*Ab.

Ondorioz, bideragarritasun primalaren galera eragiteduenb baliabide-
bektorearen aldaketak problemaren soluzioan ondoko etidalragiten ditu:

e Dualaren soluzio optimoaren osagaiak mantendu egiten dira
e Primalaren soluzioaren osagaiak aldatu egiten®irdAb kantitatea.

e Helburu funtzio primalaren eta dualaren baligd Ab kantitatea aldatuko
dira.

Laburbilduz, baliabide-bektorea aldatu étg\: B~1(b + Ab) > 0 betetzen

bada,)ACB problema primalaren soluzio optimoa da eta dualgresoluzioak opti-
mo izaten jarraituko du. Bi helburuen balio optimpd Ab kantitatea handituko
da.
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Aldagai dual bakoitzaren esanahia interpretatu ahalkpattemagumn\b; = 1
dela eta gainerakoak zero direla. Orduan, helburuarerkgetzia honakoa da:

0

y*TAb:(yi‘,...,y;k,...,y;) 1 =yl

0

Hau da;. baliabidea unitate bat handitzen bada eta gainerakdodgiak bere
horretan mantentzen badirg, aldagai dualaren balio optimoak helburu funtzioa-
ren balioaren gehikuntza adierazten du.

3.5.1 Definizioa. (Itzal-prezioa) y;, i = 1,..., m, aldagai dual optimoa. ba-
liabidearen itzal-prezioa dela esaten da, baldin baliabidean unitate bateko
aldaketa egitean eta gainerako baliabideak bere horretamtentzean ez bada
bideragarritasun primala galtzen.

Adibidea. Har dezagun 104. orrialdeko adibidea, eta ikus dezagunaa-du
ren soluzio optimo dire; = 1 etay; = 1 balioakb, etab, baliabideen itzal-
prezioak diren.

e b = 5 balioab; + Ab; = 6 balioaz ordezkatuz gero, hau ds), = 1,

%5=B (b + Ab) =
4 14

ST
[SHIN IS

Ez da bideragarritasun primala gal&l,g,z 0 betetzen delako. Esan dezake-
gu b, baliabidearen itzal-preziag dela. Helburu funtzioaren balio optimo
berria honakoada: |

z=2"4+y; =9+1=10.

e by baliabiderako interpretazio bera egingo dugu. Kasu honetamagun
b, = 4 balioab, + Ab, = 3 balioaz ordezkatzen dugula.

5
3

[SHINIGI
(SR

%= B (b + Ab) =

(SN
—
0
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110 3. Dualtasuna

Ez da bideragarritasun primala gal&lgz 0 betetzen delako. Esan dezake-
gu b, baliabidearen itzal-preziag dela. Helburu funtzioaren balio optimo
berria honakoa da:

L=y =9-1=8.

Kasu honetan, helburu funtzioaren balio optimgatzal-prezioak adierazi
adina txikituko da, bigarren baliabidearen gehikuntzaatibga delako.

O
Adibidea. Har dezagun 105. orrialdeko adibidea. Problema dualardezieo
optimoa honakoa da:
3 1

yi‘ZO,yé‘Zg,y;’»f:g-

Demagun lehenengo baliabidearen kopurua unitate battzendielab, =
12 izatetikb; + Ab, = 13 izatera pasatzen dela.

2 9 17
L =5 =3 13 B
Xp=Bl(b+Ab)=| 0 2 1 6 =] & |=0
1 3 6
0 -5 3 4 5

Bideragarritasun primala mantendu egiten depgaldagaia lehenengo balia-
bidearen itzal-prezioa dela esan dezakegu. Dena den rbdlintzioaren balioa
ez dela aldatuko ikusten dugu, itzal-preziga= 0 delako.

Vel 222
= Z = — = —.
Y1 5 5
Lehenengo baliabidearen itzal-prezioa zero dela ikusk&abatera, hau egiaz-
ta daiteke: eredu primalaren lehenengo murrizketa desttead betetzen dela.
Ordezka ditzagun; = £, 23 = £ balio optimoakiz; + 3z, < 12 murrizketan:

6 8
4x -+3x=-<12.
5 * 5
Horrek esan nahi du lehenengo baliabidea kantitate haiadietagoela, eta
ondorioz, lehenengo baliabidearen kantitatea handiteeatiu inolako eraginik
sortuko helburu funtzioaren balio optimoan. Kasu hondtahabide horren kan-
titatea txikitzearen aukera aztertu beharko genuke. O
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3.5.2 Aldagai primalen kostu ekonomikoa eta simplex meto-
doaren interpretazioa

Primalaren aldagaien kostu ekonomikoa ulertzeko modu éras adibide baten
bidez aztertzea da.

Enpresa batean lau produktu mota ekoizten dira2, 3 eta4. Produktuen
ekoizpenean hiru baliabide erabiliko ditd; B etaC'. Produktu unitate bakoitza-
ren ekoizpenerako behar diren baliabideen kantitatediai@een erabilgarrita-
suna eta produktu unitate bakoitzetik lortuko den irabani@oko taulan adieraz-
ten dira:

Produktuak| Baliabide
Baliabidea| 1 2 3 4 | erabilgarria
A 2 3 2 4 300
B 2 4 3 1 500
C 5 1 2 2 250

Irabazia |4 3 6 2

Izan bediz;: ekoitziko dery produktu unitate kopurugj, = 1, 2, 3, 4. Ekoizpen-
problema adierazteko ondoko eredu lineala plantea deaakeg

max z = 4xq + 3x9 + 623 + 224
hauen mende

2x1 4+ 319 + g:vg + 4z, < 300

2x1 + 4wy + 3x3 + x4 < 500

5r1 + T + 223 + 224 < 250

X1, T2,T3, T4 Z 0

Demagun orain enpresa lehiakide babek= 300, b, = 500 etabs = 250 ba-
liabideak erosi nahi dizkiola. Bigarren enpresa horrebuireia baliabideak ahalik
eta kosturik txikienean lortzea dat, B etaC baliabideen unitate bakoitzagatik
11, Yo €tays aldagaiek adierazitako prezioa ordaintzen badu, hurreaeen, hel-
burua honakoa izango da:

min G = 300y; + 500y2 + 250y3

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



112 3. Dualtasuna

Pentsa dezakegu lehenengo enpresak baliabideen eraikdertutakoa (ira-
bazia) baino txikiagoa izango den prezioan (kostu ekonoamkez dizkiola sal-
duko bigarrenari.

1 produktuaren unitate bat ekoizteko, lehenengo enprzsaltate A baliabi-
de,2 unitateB baliabide eta& unitateC baliabide erabiliko ditu, eta ekoizpenetik
lortuko duen irabazia unitatekoa da. Baliabideen unitate horiek bigarren en-
presari saltzen badizkiQy; + 2y» + byz unitateko irabazia lortuko du; hori da
1 jardueraren kostu ekonomikoa. Hortaz, enpresa baliabidiggrren enpresari
saltzeko prest egongo litzateke jarduera aurrera erakstetutako kostu ekono-
mikoa irabazia baino handiagoa balitz, hau da, ondoko zketa beteko balitz
(eredu dualaren lehenengo murrizketa).

2u1 + 2y + dy3 > 4

Beste hiru produktuetarako interpretazio bera egineazpka-problemari da-
gokion eredu duala lortuko dugu.
min G' = 300y; + 500y, + 250y;
hauen mende
2y + 2y2 + Sy3 > 4
3y1+4y2 +ys > 3

3
U + 3y2 + 2y3 > 6
dy + yo + 2y3 > 2
Y1, Y2,y3 > 0

Simplex algoritmoan, oinarrikoa ez den aldagai bat oinarriko izatera pasa
daiteke algoritmoaren hurrengo iterazio batean, bgerec; balio adierazlea nega-
tiboa bada. Baldintza horren arrazoiazgaaldagaiaren balio adierazlea problema
dualaren;. murrizketa dela; balio adierazlea negatiboa denganardueraren
kostu ekonomikoa lortutako irabazia baino txikiagoa daigkena errentagarria
gertatzen delarik. Arrazonamendu hori ondoko formulekars daiteke:

m
_ Tyn-1. _ . _ . T_. _ o
zj—cj=cgB a; —¢c; =y a; CJ—E a;iY; — C;.
i=1

Ondorioz, baldir; — ¢; < 0 betetzen bada,

m
E aijyz' < Cj.
i=1
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Hau da,j. jardueraren kostu ekonomikoa jardueraren ekoizpengakdanc;
irabazia baino txikiagoa da.

3.6 Simplex dual metodoa

2. Kapituluan ikusi dugunez, simplex algoritmoa aplikatzeoluzio primal bide-
ragarri bat kalkulatzeko, hasierako oinarri moduan idatgimatrizea aukeratuko
da, behar izanez gero aldagai artifizialak erabiliko ditkldAlgoritmoaren ondoz
ondoko iterazioetan oinarriko soluzio bideragarri bategste oinarriko soluzio
bideragarri batera pasako da optimoa lortuko den arte, datadlanz; — c; > 0
beteko den artd matrizekoa, bektore guztietarako. Baldintza hori eredu duala-
ren bideragarritasunarekin erlazionatuta dago. Hau aigplek algoritmoa soluzio
primal bideragarri batean hasten da eta dualarentzakodgdeitasuna lortzen
denean amaituko da. Metodo haiimplex primaldeituko diogu aurrerantzean.

Atal honetansimplex dualalgoritmoa aurkeztuko dugu. Algoritmo hau ere
hasierako oinarri moduahmatrizea aukeratuz hasten da, eta nasaitze-aldagaiez
osaturik egongo da beti. Lehen urratsa eredu lineala maaize-forma sime-
trikoan idaztea eta murrizketa bakoitzean nasaitze-aldaaf gehitzea da. Ha-
sierako taulan bideragarritasun duala badago, beharmdizéo iterazio guztiak
egingo dira bideragarritasun primala ere lortuko den gteklemak soluziorik
badu). Hasierako taulan hasierako oinarria horrela atlkkeez badago bideraga-
rritasun dualik, ereduari murrizketa artifizial bat gebdzeharrezkoa izango da,
3.7 atalean ikusiko dugun bezala.

3.6.1 Simplex dual algoritmoa

Helburua maximizatzea da. HasierdRo= I oinarria nasaitze-aldagaiez osatuta-
ko matrizea izango da.

1. urratsa. Hasierako taula eraiki, nogy — c; > 0 beteko demA matrizeko
a, bektore guztietarako.

2. urratsa. Bideragarritasun primalarekiko bi kasu gerta daitezke.

e 25, >0, i=1,...,m, badasoluzioa optimoada. Amaitu.
e Existitzen badaz; < 0, soluzioa hobe daiteke. 3. urratsera joan.

3. urratsa. Oinarri aldaketa.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



114 3. Dualtasuna

e Ondoko baldintza betetzen duenbektorea irtengo da oinarritik.
xp, = min{ zp; /g <0}

r. errenkada pibot-errenkada da.

e Ondoko baldintza betetzen duapbektorea sartuko da oinarrian.

2k — Ck — max { Z]—C]/ym<0}
Yrj

k. zutabea pibot-zutabea dg, elementua pibota da.

v, 7 = 1,...,n, negatiborik ez bada existitzeproblema bideraezina
da. Amaitu.

4. urratsa. Taula berria kalkulatu simplex algoritmoan definitu diremaoriz-
ko eragiketa berberen bidez. 2. urratsera joan.

Adibidea. I1zan bedi honako eredu lineala:

min z = 3z1 + 229
hauen mende

T+ 219 > 3

—211 + 29 > 2

T +4x9 > 7

1,72 >0

Eredua maximizatze-forma simetrikoan idatziko dugu sermual algorit-
moa aplikatu aurretik.

max (—z) = —3x; — 219
hauen mende

-] — 219 < =3
201 — Ty < =2
—x1 —4dxy < =7
T1,29 >0
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Murrizketak berdintzaz idazteko, bakoitzean nasaitdegai bat gehituko dugu.

max (—z) = —3x; — 225 + O0xg + 0x4 + Oz
hauen mende

—r1 — 219 + 23 = -3

2x1 — X + x4 = -2

—x1 — 4y + x5 =—7

X1, T2, T3, T4, T5 Z 0

1. urratsa. Hasierako taula eraikk; — c; guztiak ez-negatiboak dira, hau da,
bideragarritasun duala dago.

I To T3 T4 Iy
3 210 0 0] Of—
as —1 —2

= N N

1 0
a| 2 -1/ 0 1 0[-2
as | —1 |—4]] 0 1

2. urratsa. Taula horretan ez dago bideragarritasun primalik. Ondpsolu-
zioa hobe daiteke.

-3
xp=| -2 | 20

3. urratsa. Oinarri aldaketa.
xpy = min{—-3, -2, -7} = -7

a; bektorea irtengo da oinarritiB. errenkada pibot-errenkada da.

2k — Cp {3 2} 1 z9—co
— max —’ _ = —— =

Yik -1 -4 2 Y22
a, bektorea sartuko da oinarria®. zutabea pibot-zutabea da.
Pibota—4 balioa da.
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4. urratsa. Taula berria kalkulatu. Lehenengo errenkadarako bidealidaaé
da, bigarren errenkadarako biderkatzaiiedza eta balio adierazleen erren-
kadarako biderkatzaileal da.

Errenkaden artean oinarrizko eragiketak eginez, ondaka tartuko da:

X1 Lo X3z T4 Ty

2 000 0 -1 -2
Olag|—3 O] 1 0 —3| 2| 2
Olas| 2 0] 0 1 |-3%||-1
—2la| & 10 0 —1| I 1

2. urratsera bueltatzean, taulan bideragarritasun pkrealdagoela ikusten
dugu. Hortaz, algoritmoaren beste iterazio bat egin behddgu. a, bektorea
irtengo da oinarritik eta; bektorea sartu. Taula berria honakoa da:

Ty T2 T3 Ty4 Ts

7 000 2 0]|—4
0Olag| -4 0|1 —2 0] 1
Olas| -9 0| 0 —4 1| 1
—2lay[-2 1] 0 -1 0 2

Berriro ere, 2. urratsera bueltatzean, taula horretarrdg@eritasun primala
badagoela egiaztatuko dugu eta, ondorioz, taula optimoBrdédlemaren soluzio
optimoaz; = 0 eta z5 = 2 da, eta helburu funtzioaren balio optimga= 4. O

3.7 Murrizketa artifizialaren metodoa

Simplex dual algoritmoa aplikatu ahal izateko, beharrezéta hasierako taulan
bideragarritasun duala izatea, eta hori ez da horrela direzhl guztietarako. Ho-
rregatik, algoritmoaren aplikazioa murriztua geratzen 8alozein eredu lineal
simplex dual algoritmoaren bidez ebaztea posible egitem dlgoritmoaren he-
dapen bat murrizketa artifizialaren metodoa da.
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Hasierako taulan bideragarritasun dualik ez dagoeneaizikb den eredu
linealari murrizketa artifizial bat gehitzean datza meedMurrizketa artifizial
horrek ez luke problemaren bideragarritasun eskualdedialieharko. Taulan
bideragarritasun duala lortzeko helburuarekin gehitukardirrizketa artifiziala,
eta hortik aurrera simplex dual algoritmoaren aplikaz&ar segi ahal izango da.
Ereduari gehituko zaion murrizketa artifiziala honakoa da:

ZSC]' S M.
JEN

non N izango den hasierako taulap— c; negatiboa duten aldagaiek osatzen
duten multzoa. Ereduari gehitutako murrizketa artifiZiadaluzioen eskualdea
alda ez dezan)/ balio positibo oso handia izango da.

Adibidea. Har dezagun honako eredu lineala:
max z = 1 + 629
hauen mende
xr, + 21‘2 S 20

1 1
1+ o %2 > 3
x1,22 20
Eredua maximizatze-forma simetrikoan idatziko dugu, etarizketa bakoi-
tzean nasaitze-aldagai bat gehituko dugu.

max z = x1 + 6562 + 0563 + 0564
hauen mende

.T1+2.T2+$U3 =20
1

-] — 53:2 + x4 = 3

L1, T2, X3, Ty Z 0

B =1= (a3, a4) oinarria aukeratu eta hasierako taula eraikiko dugu.

T To T3 T4

-1 -6 0 0| O

as| 1 2] 1 0] 20
0 1]-—

N[
N

ay -1 -
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Hasierako taula horretan ez dago simplex dual algoritmbieedip ahal izateko
behar dugun bideragarritasun duala. Horretarako ondokwizketa artifiziala

gehituko diogu ereduari:
1+ T2 < M.

Murrizketa artifizialari nasaitze-aldagai bat gehituzirbta geratuko da eredua:

max z = x1 + 6x9 + 0x3 4+ 0x4 + Oxs
hauen mende

1+ 229 + 23 =20
1 1
T 5T + x4 i

L1, T2, T3, T4, Ts Z 0

B =1 = (a3, a4, as) oinarria aukeratu eta murrizketa artifiziala duen ere-
duari dagokion hasierako taula eraikiko dugu.

I ) r3 T4 Xy

-1 -6/ 0 0 O 0| -6

Olag| 1 2|1 0 0] 2] 2
Olas| -1 =3 0 1 0|—-3]|—3
0|as| 1 0 0 1| M

Geroago ikusiko dugun murrizketa artifizialaren kasurakgex dual algo-
ritmoan zehaztuko dugu zein den hasierako taula horretarbepar den oinarri-
aldaketa, bideragarritasun duala duen taula bat lortzeko. O

3.7.1 Murrizketa artifizialaren eragina

Modu laburrean esanda, murrizketa artifizialaren metodsadplex dual algo-
ritmoa osatu egiten du, hala behar den kasuetan. Bainaleprali murrizketa
artifizial bat gehitzeak ez du soluzioen eskualdearen galako eraginik sortu
behar, eta horretarakld balioak behar bezain handia izan behar du.

Ondoko grafikoan ikus daiteke murrizketa artifizialafgrbalioa nahiko han-
dia bada, honek ez duela problemaren soluzioen eskualdagini& sortuko, gri-
sez margotutako poligonoan alegia.
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Baina, M balioa ez bada nahiko handia, hurrengo grafikoan ikus dsetek
bezala, soluzioen eskualdeko puntu batzuk galdu egiten doligono grisean
dauden baina marratuan ez dauden puntuak ezaglira xo < M murrizketa
artifiziala gehitu ondoreneko problemaren soluzioen dslekaak.

X2

Amaitzeko, problemaren bideragarritasun eskualdea pabrea den kasuan
murrizketa artifiziala gehitzen duguneakd,balioa oso handia izanda ere, bidera-
garritasun eskualdeak puntuak galdu egingo ditu. Ondokfikgian ikus daiteke
kasu hau.
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.’E1+$2:M

X1

Aurreko bi kasuen ondorio gisa esan dezakegu murrizkefaiataren nasaitze-
aldagaia oinarri optimoan ez dagoenean, bi arrazoirdngatn daitekeela:M
balioa behar bezain handia ez delako edo soluzioa bornagistbeo.

3.7.2 Simplex dual algoritmoa murrizketa artifizialarekin

Helburua maximizatzea da. Nasaitze-aldagaiez osatutadierakoB = I oina-
rria aukeratu.

1. urratsa. Hasierako taula eraiki.
2. urratsa. Murrizketa artifizialari dagokionez,

e A matrizekoa; bektore guztietarake; — c¢; > 0 betetzen bada, 3.
urratsera joan.

e A matrizearnz; — c¢; < 0 duena; bektoreren bat existitzen bada, ere-
duarimurrizketa artifiziala gehitu , eredu berriarentzat hasierako tau-
la eraiki eta ondoko oinarri aldaketa egin:

Oinarrian sartuko da ondoko baldintza betetzen dydmektorea:
2k —cp = min{z; —¢; /2 —c¢; <0}
J

Murrizketa artifizialaren nasaitze-bektorea irtengo dwuoitik.

Oinarrizko eragiketak egin errenkaden artean eta taukder&garrita-
sun duala lortuko da. 3. urratsera joan.
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3. urratsa. Bideragarritasun primala.

e Murrizketa artifizialik ez badago,

—xp; > 0,i=1,...,m, badasoluzioa optimoada. Amaitu.
—wxp; <0,7i=1,...,m, existitzen bada, soluzioa hobe daiteke. 4.
urratsera joan.

e Murrizketa artifiziala baldin badago,.

—xp; > 0,1=1,...,m, bada, eta murrizketa artifizialaren nasaitze-
aldagaia oinarrian badago balio positiben|uzioa optimoada.
Amaitu.

—xp; > 0,1=1,...,m, bada, eta murrizketa artifizialaren nasaitze-

aldagaia oinarrian ez badago edo oinarrian egonik zerodhér-
tzen baduproblema bornegabeada. Amaitu.

—xp; < 0,7=1,...,m, existitzen bada, soluzioa hobe daiteke. 4.
urratsera joan.

4. urratsa. Oinarri-aldaketa.
e Oinarritik irtengo da ondoko baldintza betetzen dagbektorea:
rpr = min{zp; /xp <0}

r. errenkadgibot-errenkada da.

e Oinarrian sartuko da ondoko baldintza betetzen dugpektorea:

Zk — Ck Zj — €4

= max {

[y <0}
Yrk J Yrj ’

k. zutabegibot-zutabeada. y,, elementugibota da. 5. urratsera
joan.

r. errenkadary,; negatiborik ez bada existitzeproblema biderae-
zina da. Amaitu.

5. urratsa. Taula berria kalkulatu errenkaden artean oinarrizko &edgk egi-
nez. 3. urratsera joan.
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3.8 Eredu linealen ebazpena

Atal honetan, simplex dual aplikatu ahal izateko, murriakartifizialaren erabil-
pena beharrezkoa duten hiru adibide ebatziko ditugu.

Adibidea. (Problema bideragarria.) 117. orrialdeko adibidea har dezagun.
Ikusi dugu nasaitze-aldagaiez osatutako oinarri kansakahasierako taulan ez
dagoela ez bideragarritasun primalik, ezta dualik eretdtpbeharrezkoa gerta-
tuko da, simplex dual aplikatu ahal izatekq,+ z» < M murrizketa artifiziala
gehitzea.

Lehenengo iterazioa.

Hasierako taula eraikiko dugu (ikus 117. orrialdean).

T1 Tog X3 T4 Ts

[\]

Olag| 1 2] 1 0
Olag| -1 —3] 0 1

0Olas| 1 [1]] 0 0

N[

— )} (] e}
= o B
= O o

Bideragarritasun duala lortzeko, ondoko oinarri aldalegago dugu. Oi-
narrian sartuko da; — c; negatiboen artean minimoari dagokion bektorea,
eta oinarritik irtengo da murrizketa artifizialari dagokioasaitze-bektorea;.
Errenkaden artean oinarrizko eragiketak eginez, ondaka tartuko dugu:

Ty T2 T3 Ty s

5 01 0 O 6 6.M
Olag| -1 O 1 0 —2|-2M+420
0lay[ -2 0|0 1 1| im-1
6 | as 1 11 0 0 1 M

Egiazta daiteke taulan bideragarritasun duala lortu diglaaain, simplex
dual algoritmoaren urratsekin jarrai daiteke. Oinarritikoektorea irtengo da eta
a5 bektorea sartuko da, eta oinarrizko eragiketak eginemkmthula lortuko da:
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Ty T2 T3 Tg s

2 0| 3 0 0 60
Olas| 3§ O0[—-3 0 1|M-10
Olas| =2 0 2+ 1 0 2
6las| 2 1| 2 0 0 10

Taula honetan bideragarritasun primala izatea lortuxga,> 0, eta murrizke-
ta artifizialaren nasaitze-bektorea oinarrian dago~= M — 10 balioa hartzen
duelarik. Hortaz, taulan ageri den soluzio optimoa jattwiereduari dagokio.
Problemaren soluzio optimag = 0, z5 = 10 da, etaz* = 60. O

Adibidea. (Soluzio bornegabeko problem3. Izan bedi eredu lineal hau:

max z = —4x; + dxy
hauen mende

2x1 + 219 > 4

Ty — T9 > 3

1,22 >0

Eredua maximizatze-forma simetrikoan idatzi ondorenaizs-aldagaiak eta
x9 < M murrizketa artifiziala gehituko dizkiogu, eta honela gekatda:

max z = —4x1 + dxy + 0x3 + O0xy + Oxs
hauen mende

—2x1 — 229 + 73 =4

—T1 + T + x4 =-3

T +ax5=M

L1, T2, X3, T4, Ts 2 0

Simplex dual algoritmoa aplikatuz, ondoko taulak kalkukat ditugu:
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T1 Ty T3 T4 Ty
4 =510 0 0 0
Olag| -2 —2| 1 0 0 —4
Olay| =1 1,0 1 0 -3
0las| O 0 0 1 M
4 0,0 0 5 5M
Olag| -2 0|1 0 2|2M—4
0| ay 0] 0 1 —-1|-M-3
5las| 0 10 0 1 M
0 0|0 4 1| M-12
Olag| 0 0| 1 —2 4| 4M+2
—4la;| 1 0] 0 -1 1| M+3
5la| 0 1] 0 0 1 M

Azkenengo taulan bideragarritasun primala eta duala seszdéaula optimoa
da. Dena den, murrizketa artifizialaren nasaitze-bekiergaz dago oinarri op-

timoan. Horrek esan nahi du problema bornegabea dela.

|

Adibidea. (Problema bideraezina) Izan bedi ondoko eredu lineala:

max z = 2x1 + o
hauen mende

Ty + g < 2

—3r1+ 22 >3

Ty, T2 > 0

Ereduaren maximizatze-forma simetrikoari nasaitzegddk eta murrizketa
artifiziala,z; + o < M, gehituz, honela geratuko da:
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max 2z = 21 + 22 + 0z3 4+ 0x4 + Oz;

hauen mende

Ty + T2 +T3 =2
35(?1 — X2 +x4 =-3
1+ T2 4+x5 =M

L1,T2,X3,Ty4,Ts Z 0

Ondoko taulan agertuko dira soluzio optimora iritsi artékeoazioetan egin-
dako kalkuluak:

Ty T2 T3 T4 s

-2 —1/0 0 0 0
Olas| 1 1|1 0 0 2| 1
Ola,| 3 —-1] 0 1 0 3] 3
0| as 1o o 1 M

0 1o 0 2 2M
Olag| 0 0|1 0 —1| —=M+2| 0
0las| O 0 1 -3|-3M-3
2|a;| 1 10 0 1 M| -1

0 0j0 3 3] M-}
0|az| O 0| 1 0 —M+2
a0 1) 0 b 4] gMg)
2la] 100 4 4] M-
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XT1 Xy T3 T4 Ty

0 o 5 oo i
Olas| 0 0|-1 0 1|M-2
llag| 0 1| 2 -1 0 2
2lay| 1 0| 2 1 o] -1

Simplex dual algoritmoaren arabetg, bektoreak oinarritik irten beharko lu-
ke, baina ez dago pibotik. Hortaz, ez da laxtyl > 0 bideragarritasun primalik.

Problema bideraezina da.

O
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