2. Kapitulua

Simplex metodoa

Bi edo hiru aldagai dituzten eredu linealak grafikoki ebaaarke. 1. Kapi-
tuluan bi aldagaiko eredu linealen ebazpen grafikoa azteru. Hiru aldagai
baino gehiago dituzten eredu linealak ebazteko ezin daduejmfikoa erabili,
prozedura aljebraiko bat erabiltzea beharrezkoa gexadelarik. Programazio
linealeko problemen zenbakizko soluzioa kalkulatzekopsém algoritmoa argi-
taratu zuen 1949. urtean George B. Dantzig-ek.

Programazio linealerako teoria eredu linealaren ondokmdn oinarrituko
da.

Forma estandarra. Eredu lineal bat forma estandarrean dagoela esaten da
baldin murrizketa guztiak=" modukoak badira eth bektorearen osagai guztiak
eta ereduaren aldagai guztiak ez-negatiboak badira, hau da

max(min)z = ¢’x
hauen mende

Ax=Db

x>0

Helburua maximizatzea bada, ereduaren maximizatze-festendarra dau-
kagula esaten da, eta minimizatzea bada minimizatze-festandarra.

2.1 Aldaketak ereduan

Problema linealak ebazteko prozesuan lehenengo urradaaforma estanda-
rrera pasatzea izango da. Eredu gehienak ez dira hasitoatik estandarrean
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20 2. Simplex metodoa

idatzita egoten; baina, helburu funtzioan, murrizketettanaldagaietan aldaketak
egin daitezke, forma estandarrera egokitzeko.

1. Helburu funtzioa.

z funtzioaren minimoa kalkulatzeaz funtzioaren maximoa kalkulatzearen
baliokidea da.

n n
min z = E cjr; <= max(—z)= E —c;;
J=1 Jj=1

Adibidez, min z = 3z; — 5z, eta max (—z) = —3x; + Sz balioki-
deak dira;z balioa minimo egingo duten, etaz, aldagaien balio berberek
egingo dute-z maximo,min z = —max (—z) beteko delarik.

2. Murrizketak.

(a) Eredu lineal baten murrizketa guztiak noranzko berdatriak izan
daitezke ondokoa betetzen delako:

n n
ZCLZ']'.TJ' > bl < Z —Qi; T < —bz
j=1

j=1
Adibidez, 2z, + 3z, < —2 ekuazioan desberdintzaren bi aldeak
balioaz biderkatuz gere;2x; — 3z, > 2 lortuko da.

(b) Murrizketak berdintzaz idatziak izan daitezke.

n n
Zaijxj < bi < Zaijxj +y= bz
j=1

j=1

n n
Zaijx]— Z bz e Zaijx]— -y = bi
Jj=1 Jj=1

Aurreko bi aldaketetan erabili dgraldagaiaknasaitze-aldagaiezena
du; bi kasuetany aldagaia zero baino handiagoa edo berdina da.

Adibidez,z, — 4z, < 4 etax; — 4x5 + y = 4 murrizketak baliokideak
dira,y aldagaia ez-negatiboa izanik.
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2.1. Aldaketak ereduan 21

(c) Berdintzaz betetzen den murrizketa oro bi murrizkeidebadierazia
izan daiteke modu honetan:

n n n
Y agmi=1b <= Y ayz; <b; eta Y ayuz; > b
j=1 J=1 j=1

Adibidez,—2z; + z, = 2 murrizketa idaztearen baliokidea da ondoko
beste biak idaztea-2x; + x5, < 2 eta—2x; + x5 > 2.

3. Aldagaiak.

Aldagaiek ez-negatibotasunaren murrizketa betetzekakata hauek era-
bili beharko dira.

e z; < 0Obadagz; = —x; aldagai-aldaketa egin daiteke, rrdjnz 0 den.

e z; aldagaia zeinuz murriztugabea bada, bi aldagai positibareko
diferentzia moduan idatz daiteke horrela.

r; = —aj, non xj i >0.
> r’ bada,r; > 0 da.
<z} bada,r; < 0da.
-z = x;»’ bada,z; = 0 da.

- X

— T

So NSO~

<

Adibidea. Aurreko baliokidetasunak erabiliz ondoko eredu linealaimizatze-
forma estandarrean idatziko dugu:

min z I$1+2$C2+.T3
hauen mende

T1+ Ty —x3 2> 2
T1 — 229 + 523 < —1
T1+T9+a3=4

x1 >0, o <0, z3 : murriztugabea

e Helburu funtzioa.

Maximizatze-forman honela jarriko dugu:

—max (—z) = —x1 — 229 — T3

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



22 2. Simplex metodoa

o Murrizketak.

Lehenengo murrizketan, nasaitze-aldagaia kenduko dugu,
T+ X — T3 — x4 = 2.
Bigarren murrizketan s nasaitze-aldagaia gehituko dugu,
Ty — 2x9 + bx3 + x5 = —1.

Desberdintzaren eskuineko atala positibo bihurtzekotddala—1 balioaz
biderkatuko ditugu,

—XI1 +2$‘2 - 51‘3 — I5 = 1.
Hirugarren murrizketa forma estandarrean emana dator:

$1+[E2+l‘3:4.

¢ Aldagaiak.

x; > 0 aldagaiak ez-negatibotasunaren murrizketa betetzencgdus 0
aldagairakar, = —x, aldaketa egingo dugu, eta murriztugabe dagogn
aldagairakar; = 2, — % aldaketa egingo dugu.

Aldaketa horiek guztiak egin eta gero, eredu lineala mazamze-forma estanda-
rrean ondokoa da:

—max (—z) = —x + 224, — x5 + 5 + Oxy + Oz
hauen mende

Ty — Ty — Ty + Ty — g = 2

—xy — 22h — bl 4 bay — x5 =1

T —Th+ Ty —wy =4

/ / "
T1,Tg, T3, T3, T4, T5 Z 0

|

Nasaitze-aldagaiak gehitzeak edo kentzeak ez du helbotzida aldatu behar.
Hori dela eta, nasaitze-aldagaiek helburu funtzioan zeedikientea izango dute.
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2.2. Eredu linealen soluzioak 23

2.2 Eredu linealen soluzioak

Ikusi dugun bezala, eredu lineal guztiak forma estandaicEdziak izan daitezke.
Kapitulu honetan azalduko dugun simplex algoritmoa mazatzeko diseinatua
izan da, eta horregatik, hemendik aurrera forma estandgvedzen dugunean,
maximizatze-forma estandarraz ari garela ulertu behagaigora dezagun forma
estandarreab bektorearen osagaiak ez-negatiboak direla.

Izan bedi ondoko eredu lineala forma estandarrean:

max =z = CTX

hauen mende
Ax=Db
x>0

nonx etac bektoreak: x 1 tamainakoak direrly bektoream x 1 tamainakoa
etaA matrizean x n tamainakoa.

Demagunm < n betetzen dela, etA matrizearen heina: dela. Horrelako
sistemek infinitu soluzio dituzte. Helburu funtzioari lmabptimoa emango dion
soluzioa kalkulatzean datza problema.

Ikus ditzagun simplex metodoaren garapenean erabililkemdiefinizio hauek.

1. definizioa Ax = b murrizketak betetzen dituex bektorea eredurako
soluzioadela esaten da.

2. definizioa Problemarako soluzio denbektorea, hau daAx = b betetzen
duenapideragarriadela esaten da bald#> 0 bada.

3. definizioa A matrizearenn zutabez osatutakB oinarri-matrize bat ema-
nik, x5 oinarriko soluzioadela esaten da baldiBxy = b betetzen badu.
Oinarrikoak ez diren aldagai guztigkdira, x; = 0 (ikus A. Eranskina).
Hortaz, oinarriko soluzioak zeroren desberdinak direasagai izango ditu
gehienez.

Gaineraxp bektorearen osagai guztiak ez-negatiboak badirerriko so-
luzio bideragarriaesaten zaio.

4. definizioa Oinarriko soluzio bideragarri bandekatualela esaten da bal-
din oinarrikoa den aldagairen batelbalioa hartzen badu, hau dabaino
handiagoak direm: osagai baino gutxiago badit0.baino handiagoak di-
renm osagai dituen oinarriko soluzio bideragaiaendekatudela esaten
da.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



24 2. Simplex metodoa

5. definizioa Problema linealaren soluzio bideragarri guztien multizba
deragarritasun-eskualdeadosoluzio bideragarrien multzo ganbiksaten
zaio etaF’ hizkiaren bidez adierazten da.

6. definizioa Problema linealaresoluzio optimoax* notazioaz adierazten
da, eta helburu funtzioardyalio optimoaz* = ¢’ x* notazioaz.

7. definizioa Problema lineal®ornegabealela esaten da helburu funtziora-
ko balio optimo finiturik ez duenean, hau dd, — +oco edoz* — —oo
denean.

8. definizioa Problema lineal batekoluzio optimo anizkoitzduela esaten da
soluzio optimo bat baino gehiago dituenean.

Hemendik aurrera oinarriari egiten zaizkion aipamenetaara-matrizeari
buruz ari garela ulertuko da.

Adibidea. Har dezagun ondoko eredu lineala forma estandarrean.

max z = 3xy + 6x9 + dxs + 4xs + 5
hauen mende

201+ 8x9 +3x3 + 14 + 25 =06

Ty + Ty + 2w3+ 14 =1

x1, T, T3, 24,5 > 0

non
CT = (37 67 57 47 1)7 XT = (xh T2, T3, T4, .1'5)

28311 6
b
11210 4

A matrizearen heina 2 da, ezezagun kopurua baino txikiagoda®] murriz-
keten sistemak infinitu soluzio ditu. Hala ere, oinarrikéugem kopurua finitua
da. Gogora dezagun oinarriko soluzioak kalkulatzBkoinarri guztiak aukeratu
behar direlaA matrizeko zutabeen artean (ikus A. Eranskina), eta honatensa
ebatzi behar dela:

Xp = B_lb,

nonxg oinarriko aldagaiez osatutako bektorea den. Hiru oinasberdine-
tarako soluzioak kalkulatuko ditugu.

OpenCourseWare, UPV/EHU



2.2. Eredu linealen soluzioak 25

1. A matrizeko lehenengo eta laugarren zutabeek osatutak@esmtukera-
tuz lortzen deB matrizea ez-singularra da, eta, ondorioz, oinarria.

2 1
B =
1 1
Horrela,
X2
T 8 3 1
XB = , N= eta xy=| a3
Ty 1 20
Ty
Orduan,
-1 -1 Xo
2 1 6 21 8 3 1
XpB = — T3 (21)
1 1 4 1 1 1 20

Ts

T9, x3 etaxs aldagai askeei balio posible guztiak emanez kalkulatzen di
sistemaren infinitu soluzioak. Kalkula ditzagun horietako

e (2.1) ekuazioam, = 0, z3 = 0 etax; = 0 balioak hartzen baditugu,
kalkuluak eginez ondoko oinarriko soluzioa lortuko da:

1 -1 6 2
XB = =
—1 2 4 2
Lortu dugunz; = 2, =4 = 2 oinarriko soluzioa bideragarria da, osagai
negatiborik ez duelako.

e (2.1) ekuazioar; = 0, z3 = 1 etax; = 0 balioak hartzen baditugu,
kalkuluak eginez ondoko soluzioa lortuko da:

0
1 2 71 1 1
fnd — 1 =
Ty 2 —-6 1 -1 1
0

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



26 2. Simplex metodoa

Hau da,x? = (1, 0, 1, 1, 0) bektorea soluzioa da. Bideragarria da osa-
gai negatiborik ez duelako. Dena den, ez da oinarriko soéuzj aldagai
askeak zeroren desberdina den balio bat hartzen duelakdnsbbrretan.

2. A matrizeko lehenengo bi zutabeek osatutBkmatrizea hartzen badugu,

28
11

oinarria da, eta aldagai aske guztiei zero balioa emaneigkonoinarriko
soluzioa lortuko da:

—1
28 6 —
XB: =
11 4

D= D=
Wl Wik

Kalkulatu dugun oinarriko soluzioa ez da bideragarria— —% aldagaiak
balio negatiboa hartzen duelako.

3. A matrizeko hirugarren eta bosgarren zutabeek osatutakiweehartuz,

31
20

oinarria da eta aldagai aske guztiei zero balioa emanezkondinarriko
soluzioa lortuko da:

-1

3 1 6 0
XBp = =
2 0 4 1

Soluzio hau bideragarria da. Horretaz gain, endekatua riardioa den
aldagai batek zero balioa hartzen duelakp+—= 0.
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2.3. Mutur-puntuak eta oinarriko soluzioak 27

2.3 Mutur-puntuak eta oinarriko soluzioak

Eredu linealen soluzio grafikoan ikusi dugun bezala, solbderagarrien multzo
ganbileko mutur-puntu batean dago soluzio optimoa. Prodkesoluzio optimo
anizkoitza badu, horietako bat gutxienez mutur-puntuageada. Hiru aldagai
baino gehiago dituzten eredu linealak ebazteko ezin depir@zio geometrikoa
erabili, eta problema aljebraikoki ebaztea beharrezkitarega. Ondoko bi teo-
remetan geometriatik aljebrara igarotzea ahalbidetzéendoinarrizko emaitzen
frogak azalduko dira. Frogetan multzo ganbilen ondoko &rakierabiltzen dira:

1. Forma estandarrean dagoen eredu lineal baten soluzgatrient” mul-
tzoamultzo ganbil eta itxiala.

2. F multzo ganbilekax puntuamutur-puntuada baldinx = Ax; + (1 — \)xs,
0 < \; < 1 betetzen dutei’-ko bi puntux; etax, existitzen ez badira.

3. Multzo ganbil itxi eta bornatu bateko edoze&impuntu mutur-puntuen kon-
binazio lineal ganbil orokortu moduan idatz daiteke, hau da

X:i)\ixi s OS/\ZS:[ s i)\zzl
i=1 i=1

Mutur-puntu bakoitzari oinarriko soluzio bideragarri la@tgokiola, eta alde-
rantziz, oinarriko soluzio bideragarri bakoitzari mupuratu bat dagokiola froga-
tuko da ondoko teoreman:

2.3.1 Teorema.lzan bedi forma estandarrean dagoen eredu lineala

max z — CTX

hauen mende
Ax=Db
x>0

x oinarriko soluzio bideragarria da baldin eta soilik baldix bektoreaF'-ko
mutur-puntua bada.

Froga.

x oinarriko soluzio bideragarridbada, froga dezagun mutur-puntua
dela.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



28 2. Simplex metodoa

Baldin x oinarriko soluzio bideragarria bada, zero baino handikgi@@n m
osagai ditu gehienez. Notazioa errazteko asmoz, demabgendagon osagaiak
direla. Orduan,

Jo dezagun existitzen direflamultzoan bi punt;, x5, non
X=Mx1+(1=-XN)x2, 0<A<1.

Izan bitez

yi y2
X1 = eta X9 =

Y Y’
nony;, (¢ = 1,2) bektoreen dimentsioa x 1 den etay’,, (i = 1, 2) bekto-
reena(n —m) x 1. Orduan, berdintza honetatik:

beste hau ondorioztatzen da:
0=y + (1 =Ny

y'1,y'5>0,\>0etal — \ > 0direnezy’, = y’, = 0 betetzen da. Hortaz,
X, X; etax, soluzioak oinarrikoak direla ondorioztatzen da, eta air@erberari
dagozkionezxp = x; = x, da.

Beraz,x konbinazio lineal ganbil murriztu moduan idaztea posiliengo
duten bideragarritasun eskualdekp etax, bi puntu desberdin horiek ez dira
existitzen, eta, ondoriox, mutur-puntua da.

x mutur-puntugbada, oinarriko soluzio bideragarria da.
Demagunx bektoreakk osagai positibo dituela eta gainerakoak zero direla.
Orduan, murrizketen sistema modu honetan idatz daiteke:

k
E r;; = b.
=1
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2.3. Mutur-puntuak eta oinarriko soluzioak 29

x oinarriko soluzio bideragarria dela ikustekg,: = 1, . . ., k, bektoreak linealki
independenteak direla frogatzea nahikoa da.

Kontrako kasuany, . . ., oy eskalarrak existituko lirateke, guztiak batera nulu
ez, non

k
E o a; = 0.
=1

Izan bedi

OJTI(Oél,...,Oék,O,...,O).

X1 = X + ea etax, = x — ea definituko ditugu. Posible daeskalarraren balioa
modu egokian aukeratzea, puntuak bideragarriak izanzggteGainerax; # x»
betetzen da eta

1 n 1
X ==X —Xo.
o7t T g™
Hortik ondorioztatuko litzatek& ez dela mutur-puntua. O

Eredu lineal baten soluzio optimoa bideragarritasun ddielka mutur-puntu
batean aurkitzen dela frogatuko da ondoko teoreman.

2.3.2 Teorema.lzan bedi forma estandarrean dagoen eredu lineala

max =z :CTX

hauen mende
Ax=Db
x>0

Helburu funtzioaren balio optimo& multzoaren mutur-puntu batean aurkitzen
da.

Froga. Demagun mutur-puntua ez dehsoluzio optimoa daukagula eta =
c’x* dela problemaren balio optimoa. Orduak;ko x guztietarako ondokoa
betetzen da:

z=clx <clx* =2

Izan bediF-ko mutur-puntuen multzo&x,,...,x;}. F eskualdeko puntu
oro, baita eskualdekoa dexi ere, mutur-puntuen konbinazio lineal ganbil mo-
duan idatzia izan daiteke.

k k
x*:ZAixi s )\ZZO, Z)\Zzl
i=1

i=1
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Orduan,
k k
F=clx*=c" Z ANiX; = Z \el'x;
=1 =1
max(c’x;) > c¢’x;, i = 1,..., k betetzen denez,

7

k k k
2* = Z Niclx; < Z Ai mzax(chZ-) = max (c'x;) Z \i = m?X(chi) < z".
i=1 i=1

i=1

Ondorioz,z* = max (c'x;) eta ondorioztatzen da optimoa mutur-puntu batean
lortzen dela. O

Ondoko adibidean 2.3.1. Teoreman frogatutakoa betetderedmztatuko du-
gu. Eredu linealek oinarriko soluzio kopuru finitua dutetantuan izanda, oina-
rriko soluzio bideragarri batetik hobea den beste batertekm prozesu iteratiboa
eraiki daiteke, optimoa lortu arte.

Adibidea. Har dezagun ondoko eredu lineala:

max 2z = I+ 2x9
hauen mende

—x1 +4xy < 4

T, — Ty < 3

1,72 > 0

Soluzioen eskualdea grafikoki adierazten badugu, mutotyalk kalkula ditzake-
gu.
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T

max

F eskualdeak lau mutur-puntu ditu. Helburu funtzioa opteminaren noranz-
koan desplazatuz? mutur-puntua lortuko da.
16 7
0=(0,0), A=(0,1), B= (?’ §) , C=(3,0)

Oinarriko soluzioak aljebraikoki kalkulatzeko, eta bidgarritasun eskualde-
ko mutur-puntu bakoitzari oinarriko soluzio bideragaat dagokiola, eta alderan-
tziz, oinarriko soluzio bideragarri bakoitzari mutur-putbat dagokiola ikusteko,
eredua forma estandarrean jarri behardatazr, nasaitze-aldagaiak gehituz.

max 2z =x1+ 2x9+ 0x3+ 024
hauen mende

—x +4xy +x3 =14

T1 — To +r, =3

1, To, T3, T4 >0

Ekuazio-sistemaren koefizienteen matrizeak lau zutabeeté ondorioz, au-
kera daitekeen oinarri kopuru maximéala; lau zutabe horiek konbinatuz, eta
beren artean linealki independente diren zutabeak binakt&zokatuz, lortuko
den multzo kopurua. Azter ditzagéraukera horiek.
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. B = (a; a) oinarria aukeratzea.

-1
-1 4 4
XB = —=

1 -1 3

16
4 3

7
3 3

W= Wl
Lol ol

Oinarriko soluzio hau bideragarria da, eta grafikdkenutur-puntuari da-
gokio.

. B = (a; a3) oinarria aukeratzea.

-1
-1 1 4 01 4 3
XB = — —
1 0 3 11 3 7

Oinarriko soluzio hau bideragarria da, eta grafikékenutur-puntuari da-
gokio.

. B = (a; ay) oinarria aukeratzea.

-1
-1 0 4 -1 0 4 —4
XBp = = —
11 3 11 3 7

Oinarriko soluzio hau ez da bideragarria, osagai negédtilitaelako. Hor-
taz, soluzio hau ez da grafikoko mutur-puntuekin egokitzen.

. B = (ay a3) oinarria aukeratzea.

-1
4 1 4 0 —1 4 -3
XB = = =

-1 0 3 1 4 3 16

Oinarriko soluzio hau ez da bideragarria, osagai negdtidiaelako. Hor-
taz, soluzio hau ez da grafikoko mutur-puntuekin egokitzen.

. B = (ay a,4) oinarria aukeratzea.

-1
4 0 4
XBp = =
-1 1 3

e N
[
w
=~

Oinarriko soluzio hau bideragarria da, eta grafikokonutur-puntuari da-
gokio.
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6. B = (a3 ay) oinarria aukeratzea.

-1

10 4 10 4 4
0 1 3 01 3 3

Oinarriko soluzio hau bideragarria da, eta grafikékenutur-puntuari da-
gokio.

O

Aurreko adibideamA matrizeko lau zutabeen artean aukeratu ahal izan ditu-
gun bi bektoreko multzo guztiak oinarriaak dira, eta hati&tsei oinarriko solu-
zio kalkulatu dira. Kasuren batean gerta daiteke aukedabubektoreak linealki
mendekoak izatea, eta ondorioz, oinarria ez izatea, batomultzo horretatik
ezingo delarik oinarriko soluzio bat kalkulatu. Aurreko smarriko soluzio ho-
rien artetik bi, hirugarrena eta laugarrena, ez dagozkimko mutur-punturi, ez
direlako bideragarriak.

2.4 Simplex metodoa

Eredu linealen soluzio grafikoan ikusi dugu, ereduak sohikzbaldin badu, solu-
zio optimoa mota desberdinetakoa izan daitekeela: sobiono bakarra, aniz-
koitza eta bornegabea. Atal honen helburua soluzio motaitzaki dagozkion

ezaugarriak identifikatzea da, eredu linealak ebaztekoepitora iteratibo bat erai-
ki ahal izateko: simplex algoritmoa.

2.4.1 Definizioak eta notazioa

Hasteko, programazio linealaren garapenean erabilikomugtazioa finkatuko
dugu. Izan bedi forma estandarrean dagoen eredu lineala.

max 2 = CTX

hauen mende
Ax=Db
x>0

DemagunA matrizeakm errenkada linealki independente etazutabe di-
tuela,n > m izanik. A matrizekom zutabe aukeratuz osatutaBoinarri bat

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



34 2. Simplex metodoa

hartzen da eta gainerako zutabéékmatrizea osatuko dute. Notazioa errazteko
pentsatuko dugu oinarria osatzeko aukeratu dkenatrizeko zutabeak lehenen-
go m zutabeak direlac bektorean et bektorean oinarriko diren osagaiak
etaxp notazioaz adieraziko ditugu, hurrenez hurren; oinarrikalieen osagaiak
adierazteke y etax notazioa erabiliko dugu. Orduan, eredu lineala honelaidat
daiteke:

XB
max z = (c5 | ch) | —
XN
hauen mende
XB

B|N)| — b

XN

xp, Xy =2 0
Kalkuluak eginez, eredua honela geratuko da:

max z = chB + C%XN
hauen mende
BXB + NXN =b

Xg, Xy = 0

e Oinarriko soluzioa xy = 0 eginez, sistem®8xz = b bihurtzen da, eta
oinarriko soluzioa kalkulatzen da,

XBp = Bilb,
non
TB1
T B2
Xp =
TBm
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e Helburu funtzioaren balioack, = (¢py, cpo, . . ., cnm) bada,
Tp1
m
T B2
T
Z2 =CpXp = (0317032,---703771) ] = ZcBixBi'
: i=1
L Bm
e Koordenatu-bektoreaA matrizearen zutabe-bektoreak a,, . . ., a,, badi-

ra, bektore bakoitzarentzat bere koordenatuak kalkukezle@B oinarria-
rekiko. Horretarako, ondoko notazioa erabiliko da:

m

aj = yljal —|— y2ja2 _|_ e _|_ ym]am = Zyz]al
i=1

a,; bektorearen koordenatu-bektorea ondokoa da:

Y1j
Y24
y; = .

Ymyj

Koordenatu-bektorea kalkulatzekg, = By, sistema ebatzi behar da, hau
da,

-1
yj =B aj.

e z,—c; balio adierazlearen kalkuluaKalkulu honen beharra aurrerago azter-
tuko diren teoremetan agertzen dg.bektore bakoitzarentzat eskalarra
kalkula daiteke modu honetan:

m
_ T _ _
Zj = CRY; = Cp1Y1j + CB2Y2; + -+ + CBmYmj = E CBiYij-
i=1
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Adibidea. Har dezagun forma estandarrean dagoen ondoko eredu lineala

max z = 3x1+ 4xe + dxg+ 614
hauen mende

201 + 20+ 23+ 8x4 =6

T1+ T+ 2203+ 24 =4

X1,T2,T3, T4 Z 0

Koefizienteen sistemako lehenengo bi zutabeek osatzen dimarria hartzen
badugu, eredu lineala matrize-forman idatz dezakeguyrioa den zatia oina-
rrikoa ez den zatitik bereiziz.

X
X2

max z = (3,4]5,6) | —

xs3

Xy

hauen mende

T

)
2 1|1 8 6

1 112 1 4
T3

Ty
X1,T2,T3, T4 Z 0

e Oinarriko soluzioa.
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e Helburu funtzioaren balioa} = (3,4) izanik,

- 2
z=cpxp = (3, 4) =14
2

e Oinarrikoa ez den bektore baten koordenatBa&inarriarekiko, adibidez,
ay bektorearenak.

8 2 1 2 1 Y14
= Yua + You =
1 1 1 11 You

Sistema ebatziz koordenatuak lortzen dira.

-1
You 11 1 -6

e z, — c4 balio adierazlearen kalkulua:

7
2y —cy=cChyy —cy = (3, 4) —~6=-3-6=-9.
—6

2.4.2 Oinarriko soluzio bideragarrien hobekuntza

Eredu linealen soluzio optimoa ereduaren murrizketek defako oinarriko so-
luzio bideragarrien artean aurkitzen da. Ondoko teorenrakioko soluzio bide-
ragarri batetik helburu funtzioaren balioa hobetuko duestd oinarriko soluzio
bideragarri batera pasatzeko bete behar diren baldintak&tiko ditu. Oinarri-
ko soluzio bideragarri batetik abiatuz, simplex metodake¢ma hau erabiliko
du oinarriko soluzio bideragarri batetik alboko beste tzigarotzeko, helburu
funtzioaren balioa hobetzea ezinezkoa izango den arte.
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2.4.1 Teorema. (Oinarriko soluzio bideragarri baten hobekintza) Izan bedi ere-
du lineala forma estandarrean

max 2z = CTX
hauen mende

Ax=D

x>0

Izan bediA matrizetik aukeratutak® oinarria, eta izan bitexz = B~'b dago-
kion oinarriko soluzio bideragarria eta = cLxp helburu funtziorako balioaA
matrizean oinarrikoa ez den eta — ¢; < 0 duena; bektore bat existitzen bada,

etaa; horrentzaty,;, i = 1,..., m, koordenaturen bat positiboa bada, be§1;9
oinarriko soluzio bideragarri bat existitzen da non

A AT A T
Z=CpXp > Z = CpXp.

Froga. Notazioa errazteko pentsatuko dugwinarriaA matrizeko lehenen-
go m bektoreek osatzen dutela, hau 8~ (a; ... a, ... a,). xp oinarriko
soluzio bideragarria bada, ereduaren murrizketak betetite:

x31a1+a:32a2+~-~+x3mam:b:Z:cBiai. (22)
i=1

Aurreko ekuazioan agertzen ez diren sistemako batugarakdiea, dagozkien
aldagaiak ez direlako oinarrikoak.

Ani1, Ao, - - ., a, bektoreak ez daude oinarrian, @aoinarriko bektoreen
konbinazio lineal moduan idatz daitezke.

aj:Zyijai,j:m—i—l,...,n (23)
=1
a; # 0da,j = m+1,...,n; hortaz,y,; osagairen bat zeroren desberdina
da. Demagum; bektorean zeroren desberdina den osaggig# 0 dela. (2.3)
ekuazioan. batugaia bereiziz

aj = Z Yija; + Yrjar (2.4)
i=1

i#ET
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r. batugaia aska daiteke eia bektoreaa,,...,a;,...,a, bektoreen konbina-
zio lineal moduan adierazi. 241. orrialdeko A.3.2 Teorenkasi dugun bezala,

A
B oinarriko a, bektoreaa,; bektoreaz ordezkatuz lortzen d8nbektore-multzo

berria oinarria da.
AN

B=(a; ... a; ... ay).

Ikus dezagun nola kalkula daitekeﬁg oinarriko soluzio berria. (2.4) ekua-
zioana, askatuz, hau lortuko da:

= ‘_Zy”

yT]
1751”

(2.2) ekuazioam. batugaia bereiziz, hau lortuko da:

m
E rp;a; + rpra, = b.
i=1
iFEr

a, bektorea ordezkatuz,

yzy
E TBid; + Tpy _aj E -
1LFET

i=1 y?"j
;& i#Er

Batugaiak berrantolatuz,

m

7 X T
Z(ZL’BZ — ZL‘Bryj )al -+ iaj = b.
i=1 ] Yrj
iFET
Eredu linealaren murrizketak betetzen dituzterosagaiko multzo bat lortu

/\ - - - - - - -
daB oinarrirako, eta ondorioz, oinarriko soluzio berria osatzu.

A [ T ] ’l r
X5=1$ 1, Yri (2.5)
1=
yrj

X g oinarriko soluzio berria zein baldintzatan den bideragaztertu behar da
orain. Bideragarria izan dadin, osagai guztiek zero baamulragoak edo berdinak
izan behar dute, hau da,
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. By,
oI osagalrako:?zgr: Bro> 0.
yrj
. T By .
yr; 7 0 etaxp, > 0 direnez, Br>0 izateko,y,; > 0 bete behar da.
Yrj
° Gainerakoetarak(ﬁgi: Tp; — xBT% >0, i=1,...,m, i #r
Yrj
xrp; > 0,zp, > 0 etay,; > 0 izanik, ondoko kasuak eman daitezke:
A Yij
- yi; < 0badarp;= xp; — x5~ > 0 betetzen da.
rj
_ AN Yij
— yij = 0 bada,rg;= xp; — v, —~ = xp; > 0 da.
rj
AN Yij .
- yi; > 0 badarp;= rp; — Lo > () izateko,
rj
ij TBi Ty TBi Ty
Bpi= g — gy 2L >0 = B TBrs g o TBiL B
j Yij Yrj Yij Yrj

Yr
baldintza bete be]har da.

Baldintza guztiak kontuan izanik, oinarrian ordezkatuengo dem, bekto-
reak ondoko baldintza bete behar du:
. (TBi
= min{—/y;; > 0} (2.6)
Yrj ’ ij
Oraingoz, frogatu da (2.6) irizpidea betetzen daghektorea ordezkatua izan
daitekeela oinarrian eta oinarriko soluzio bideragarrrideat lortuko dela. Ikus

dezagun zein baldintzatan izango cfemsoluzioaxB baino hobea, hau da, zein
baldintzatan beteko den ondokoa:

A AT A T
Z=CpXp> CpXp = 2.
A . ..
z kalkulatuko dugur. batugaia bereiziz,
m m
A N A ANEAN A AN
Z= Z CBiTRi= Z CBiTBi + CrTRy -
i=1

i=1

1ET

A A A A .
CBi» Cr, Tp; €tarp, balioak ordezkatuz,

N — 1] IBr
Z:ZCBi<xBi_xBry_{>+Cj BA = (%)

i=1 Yrj Yrj
iFET
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1 = r denean, ondokoa betetzen da:

Py o,
j

CBr (xBr — IBr

Ondorioz, batukarian # r baldintza ken daiteke, eta honela geratuko da:

m

i Ipr
(%) :ZCBi($Bi—!EBr£)+Cj =
i1 Yrj Yrj

Kalkuluak eginez,

m

m

N T Br Ipr T Br

zZ= E CBiXB; — E cBZ-yij + Cj Y =z — (Zj — Cj).
=1

T =1 rj Yrj

Hau ondoriozta daiteke:

(25— ¢)) (2.7)

Hortaz,

By By
B (Zj—Cj)ZO < B (Zj—Cj)SO.
Yrj Yrj

A
2>z = -

rp, > 0 etay,; >0 betetzen denez,; —c; <0 denean?g z betetzen da.

Oinarriana, bektorea ordezkatzera sartuko dgrbektoreari dagokion balio
adierazleak; — c¢; < 0 baldintza bete behar du. Ohikoa da balio adierazle negati-
boen artetik minimoa duen bektorea aukeratzea, oinaraidnlk dern; bektorea
ondoko irizpidea betetzen duena izango delarik:

2, — ¢ = min{z; — ¢;/2; —¢; < 0} (2.8)
J

O

2.4.3 Oinarri aldaketarako aukeraketa-erregelak

Aurreko teoreman frogatutako prozesuaren arabera, oiariaukeratu eta da-
gozkion oinarriko soluzio bideragarria eta helburu funtzko balioa kalkulatu
behar dira; ondoren, oinarriko bektore bat ordezkatzetalsaden bektorea au-
keratu behar da oinarri berri bat lortzeko, eta dagokionzoha bideragarria eta
hobea izango dela ziurtatuz. Bektoreen aukeraketarakgedak ondokoak dira.
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¢ Oinarrira sartuko den bektorea aukeratzeko erregébmdoko erregela be-
tetzen duena;, bektorea sartuko da oinarrian:

2, — ¢ = min{z; — ¢j/z; —¢; < 0}
J

Soluzio berri bat kalkulatzean, helburu funtziorako bzmlia]fria,Qz z, ho-
bea izango dela bermatzen du erregela honek.

¢ Oinarritik irtengo den bektorea aukeratzeko erregelanarrian sartuko den
a;, bektoreak ondoko erregela betetzen duen oinatrjKoektorea ordezka-

tuko du:
TBr _ min {xBi/yik > 0}
Yrk ? Yik

Soluzio berriapAch 0, bideragarria izango dela bermatzen du erregela ho-
nek.

2.4.4 >A<B eta > kalkulatzeko formulak

Oinarrira sartuko den bektorea eta oinarritik irtengo daukeratzeko ikusi di-
tugun erregelak kontuan hartuz, oinarriko soluzio bidaragerria eta helburu
funtziorako balio berria kalkulatzeko (2.5) eta (2.7) folak honela geratuko di-
ra:

e Soluzio berriaren kalkulua.

A Bi —XBr—— Ly
XB=19 1p Yrk (2.9)
=7
Yrk

e Helburu funtziorako balio berriaren kalkulua.

A T Br

Z=Z —
Yrk

(21 — cx) (2.10)
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Adibidea. Ondoko problema linealean aurreko teorema aplikatukaidug

max z = 4x1+ dxo + 13
hauen mende

T, + T+ 23 <8
—I1—2I2+ZC3 < —2

x1, 2,23 = 0

Hasteko, eredua forma estandarrean jarri behar da. Haketa, eta xs
nasaitze-aldagaiak gehitu ditugu &a> 0 bihurtuko dugu.

max z = 4xy1 + dxe + x3 + 0x4 + Ox5
hauen mende

T+ 22 +2x3 +I4 =38

1+ 229 — T3 —x5 =2

Ty, T2, T3, T4, Ts Z 0

Oinarri bat aukeratuko dugu, koefizienteen matrizeko lehgo eta laugarren
zutabeek osatutakoa, adibidez. Dagokion oinarriko sotukalkulatuko dugu.

-1

xp =B 'b = - -

Soluzio hau bideragarria da, eta beraz, soluzioen eskkmddga. Helburu
funtzioaren balioa honakoa da:

z =chkxp = (4,0)

I
*

Azter dezagun soluzio hori hobetzeko aukera ba ote dagoen.

Oinarrira sartuko den bektorearen aukeraketa. Aukera egiteko beharrez-
koa gertatzen da oinarrikoak ez dire) a; etaa; bektoreei dagozkien, — ¢,
z3 — cg etazs — c5 balioak kalkulatzea.
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e 2, — ¢y balioaren kalkulua.

_ . _p-1l, _ _
ag = ;y2 =B tay = =

2
2y — Cy = Chys — o = (4, 0) —-5=3 > 0.

—1
e 23 — c3 balioaren kalkulua.
1 0 1 1 —1
az = ; y3 = B7lag = =
—1 1 -1 —1 2
z3 —c3 = (4, 0) - — 1= -5 < 0 — soluzioa hobe daiteke.
2
e z; — ¢ balioaren kalkulua.
0 0 1 0 —1
as = ; ys =B la; = =
—1 1 -1 —1 1
-1 : :
z5 — 5 = (4,0) — 0= —4 < 0 — soluzioa hobe daiteke.
1

Soluzioa hobetzeko bi aukera daude:edoa; oinarriratzea. Oinarrian sartu-
ko den bektorearen aukeraketarako erregela erabili beharadbakia hartzeko.

2 — oy =min{z; —¢; [ z; —¢; <0} =
j

= Il’liIl{Z3 — C3 = -5 , &5 — C5 = —4} = —5H.
Hortaz,a; bektorea oinarriratuko da.
Oinarritik irtengo den bektorearen aukeraketa. Oinarritik irtengo den bek-

torea aukeratzekqy; koordenatu-bektorea etaz soluzio-bektorea hartu behar
dira kontuan.

Y13 -1 TB1 2
Y3 _— g s XB _— _—
Yo3 2 TR2 6
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Irteera-erregela betetzen dugnbektorea irtengo da oinarritik,

TBr

i . 6
:mjn{xB /yi3>0}:mm{@:—}:3
Yr3 g Yi3 Yoz 2

Oinarriko bigarren bektorea irtengo da, hauaa,Oinarria aldatuko da, baita
oinarriko soluzioa eta helburu funtziorako balioa ere.

e (2.9) formula erabiliz, soluzio berria kalkulatuko dugu.

—1
S C S (—) s,
Yo3 2

A B2 6
Tpo= — = — = 3
Y23 2

e (2.10) formula erabiliz, helburu funtziorako balio berk@kulatuko dugu.

A T B2 6
2=z— —(z3 —c3) =8 — =(—H) = 23.
2 (2 — ) = 8~ 5(-5)

X3 soluzio berria bideragarria da eta helburu funtzioarerohdlobetu egiten
du. Teorema berriro ere aplika daiteke— c; balio guztiak ez-negatiboak izango
diren arte. Baldintza hori betetzen denean, soluzioa @aimango da; baldintza
hori ondoko teoreman ematen da. 0

2.4.2 Teorema. (Optimaltasunerako baldintzak) Izan bedi problema lineala
forma estandarrean.

max z = CTX

hauen mende
Ax=Db
x>0

Izan bediA matrizean aukeratutakB oinarria eta izan bitexz = B~'b da-
gokion oinarriko soluzio bideragarria eta = c£xp helburu funtziorako balioa.
A matrizekoa; bektore guztietarake; — c; balioak zero baino handiagoak edo
berdinak badiraxg problemarako oinarriko soluzio bideragarri optimoa da.
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2.4.5 Soluzio optimo bornegabea

Eredu linealen ebazpen grafikoan ikusi genuen bezala, td@satan helburu
funtzioaren balio optimoa ez da finitua, etengabe haz d=efakik. Ondoko teo-
remak finkatuko ditu soluzioa bornegabea izateko bete lbrear baldintzak.

2.4.3 Teorema.lzan bedi ondoko problema lineala forma estandarrean.

max 2z = CTX
hauen mende

Ax=D

x>0

Izan bediA matrizean aukeratutakB oinarria, eta izan bitexy = B~'b
dagokion oinarriko soluzio bideragarria eta = cLxp helburu funtzioaren ba-
lioa. A matrizearnz;, — ¢, < 0 duena,, bektore bat existitzen bada eda bektore
horrentzaty,,, © = 1, ..., m, koordenatu guztiak zero baino txikiagoak edo berdi-
nak badira, ereduaren soluzioa bornegabea da.

Froga. Izan bedix z oinarriko soluzio bideragarri bat. Soluzioa denez, protae
ren murrizketak betetzen ditu:

rpi1a; + rpsds + - - - + rppa, = b.

2z — ¢ < 0 duena; bektore bat existitzen bada, helburu funtzioaren balioa
hobe daiteke. Bainay, < 0,7 =1, ..., m, betetzen denez, oinarriko bektore bat
bera ere ezin da ordezkatua izan beste oinarriko soluzerdoyerri bat kalkula-
tzeko. Hala ere, soluzio bat kalkula daiteke (ez oinarikegnarentzat helburu
funtzioaren balioak infiniturantz joko duen; helburu fuotzen balioa bornega-
bea izango da.

Aurreko ekuazioaren ezkerreko ataleéa, gehitu eta kendu daiteké,edo-
zein balio erreal positibo delarik. Hau lortuko da:

rpi1a] +Tpoas + -+ Tpman, —Qak +0ak = b.

> apia; — bay +0a, =b (2.11)
=1
B oinarrian ez dagoen bektore bat dig eta oinarrikoen konbinazio lineal
moduan idatz daiteke: .
a = Zyikai-
=1
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(2.11) ekuazioany, bektorearen ordez oinarrriko bektoreekiko bere adieraz-
pena idazten badugu, soluzioa honela adieraz daiteke:

i rB;id; — 0 i Yikd; + Gak = b.
i=1 i=1

Kalkuluak eginez,

m

> (xpi — Oyi)a; + by = b.

i=1

Modu honetan lortutako bektoreak zero baino handiago@&kdirosagai bai-
no gehiago izan ditzake, eta beraz, oinarrikoa ez den salwa.

rp1 — Oy

T2 — 0yar,

TBm — Gymk

r= 0 (2.12)

0

Egiazta daiteke aurreko soluzioa bideragarria déla. 0 izanik, eta jakinda
g >0, yx <0, 1=1,...,m,direla,zg; — Oy;, > 0,7=1,...,m.
Helburu funtzioaren balioa soluzio horretan

m m

A m
z= Z cpi(Tpi — Oyi) + 10 = Z cpiTpi — 0 Z cBiYir + el =

i=1 i=1 i=1
=z—0zp+0c, =2z —0(z1, — cx)

A . . . .
da;z;, — ¢ < 0 denezz balioa hazi egingo dé balioaren arabera, eta proble-
maren soluzioa bornegabea izango da. a
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Adibidea. Ondoko problemaren soluzioa kalkula dezagun.

max z = —3x1+ 22>
hauen mende

T — 22 <D

2z — 319 < 10

21,72 >0

Forma estandarra ondokoa da:

max z = —3x1 + 2z + 0x3 + 024
hauen mende

Ty —Ty —+x3 = 5

2r1 —3T9 +z4 =10

T1, To, X3, 4 >0

B = (a3 a,) oinarria aukeratu eta dagokion oinarriko soluzioa kaltuka
dugu.

>
10

XpB = B_lb =

Soluzio hori bideragarria da, eta helburu funtzioarendaafionakoa da:
T 5
z=cpxp = (0, 0) = 0.
10

Hobekuntzaren teorema aplikatuko dugu— ¢; etaz; — ¢, kalkulatuko ditugu.

e 2, — c; balioaren kalkulua.

1 10 1 1
a; = ; y1 =B 1ta; = =
2 0 1 2 2
T 1
21 —C =CgYy1 —C1 = (O, 0) — (—3) = 3.
2
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e 2, — ¢y balioaren kalkulua.

—1 10 —1 —1
az = ; y2 =B lay = =
-3 0 1 -3 -3
—1
ZQ_CQZCEyQ_CQZ(O,O) —2=-2.
-3

Aukeraketarako erregela aplikatuiz, bektorea oinarriratzea erabakitzen da.

min{z—c¢j/zj—¢; <0} =min{z—-—c=-2} = -2
J

Oinarritik irtengo den bektorea aukeratzerakogsn bektorearen koordenatu
guztiak negatiboak direla ikusten dugu, eta ondorioz,roitilaezin da bektore bat
bera ere atera. 2.4.3. Teoremaren baldintzak betetzeetdismluzioa bornegabea
da.

Problemak jatorrizko bi aldagai besterik ez dituenez, go&fiebatz daiteke,
soluzioa bornegabea dela egiaztatzeko.

T2

v max o )

21’1 — 3%2 =10

Q31—$2:5

O
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2.4.6 Soluzio optimo anizkoitza

Soluzio grafikoan ikusi dugu problemarako soluzio optimidiaéno gehiago exis-
titu daitekeela. Horrelakoetan, problemaduzio optimo anizkoitzduela esaten
da. Soluzio mota hau aldagai bornatuetarako edo aldagaebabeetarako aurki
daiteke.

Ondoko teoremetan soluzio optimo anizkoitza egoteko haddk finkatuko
dira.

2.4.4 Teorema.lzan bedi ondoko eredu lineala forma estandarrean.

max 2z = CTX
hauen mende

Ax=D

x>0

Izan bediA matrizean aukeratutak® oinarria eta izan bitezxzy = B~'b
dagokion oinarriko soluzio bideragarria eta = cLxp helburu funtzioaren ba-
lioa. A matrizekaoa; bektore guztietarake; — c; > 0 betetzen badas soluzioa
optimoa da. Horretaz gairg, — ¢, = 0 duen, oinarrikoa ez den eta koordenatu-
ren baty;, > 0,7 =1,..., m, duena; bektore bat existitzen bada, soluzio optimo
anizkoitza existitzen da.

Froga. Izan bedixp oinarriko soluzio bideragarri batA matrizekoa; bektore
guztietarakoz; — c; > 0 betetzen denez, 2.4.2. Teorematik esan dezakggu
optimoa dela.

zr — ¢, = 0 duen,B oinarrikoa ez den eta koordenaturen pat> 0, i =
1,...,m, duena; bektore bat existitzen bada, bektorea oinarrian sar daiteke
ondoko erregela betetzen duen oinarrikardezkatzera:

I Br . B
= :mm{ B/yzk>0}
Yrk g Yik

A . . LA . . . . . .
B oinarri berri bat sortu da, baitag oinarriko soluzio bideragarri berri bat
ere. Helburu funtzioaren balioa soluzio berrian ondokaa da

A Tpr
2=z —

zr —cCr) = 2z—0=z.
yrk<k k>

Ondorioz,)AcB ere optimoa da, helburu funtzioaren balwa soluzioarekin
lortutako berbera baita. O
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2.4.5 Teorema.lzan bedi ondoko eredu lineala forma estandarrean.
max z = CTX
hauen mende
Ax=Db
x>0

Izan bitezx,, .. ., x, ereduaren oinarriko soluzio bideragarri optimoak. Sotuzi
horien konbinazio lineal ganbil orokortu guztiak ereduarsoluzio bideragarri
optimoak dira.

Froga. Izan bedi konbinazio lineal ganbil guztiek osatutakbektorea.
p p
X:ZMiXia Mzzoa Z.:]-)"'ap7 ZMZ:]-
=1 =1
Froga dezagum soluzioa, bideragarria eta optimoa dela.

1. x soluzioa da.

x;, 1 =1,...,p, soluzioak direnezAx; = b betetzen dute. Orduan,

i=1 1=1 i=1

Ondorioz,x soluzioa da.

2. x bideragarria da.

x; > 0etay; >0, i=1,...,p, betetzen direnez,

X = zp:,uixi > 0.
i=1

Ondorioz,x bideragarria da.

3. x optimoa da.

x;, i =1,...,p, optimoak dira, hau da;" = c’x;. Orduan,
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p p p
T T T
cx=c Z,uixl- :Z/MC X; :z*z,ui:z*.
i=1 i=1 i=1
Ondorioz,x optimoa da.

|

2.4.4. Teoreman eta 2.4.5. Teoreman soluzio optimo arizzkaiko baldin-
tzak ezartzen dira, aldagai bornatuetarako. Dena denutwefbntzioari balio
bornatua emango dion soluzio optimo anizkoitza egon dajtaldagaien balio
bornegabeetarako. Ondoko teoreman finkatuko dira motatdkameoluziorako
baldintzak.

2.4.6 Teorema.lzan bedi ondoko problema lineala forma estandarrean.

max 2 = CTX

hauen mende
Ax=Db
x>0

Izan bediA matrizean aukeratutakB oinarria, eta izan bitexz = B~'b
dagokion oinarriko soluzio bideragarria eta = cLxg helburu funtzioaren ba-
lioa. A matrizekaoa; bektore guztietarake;, — c; > 0 betetzen badass soluzioa
optimoa da. Oinarrikoa ez den eta— ¢, = 0 duena,, bektore bat existitzen bada
etaberey;.,i = 1,..., m, koordenatu guztiak zero baino txikiagoak edo berdinak
baditu, aldagaietarako balio bornegabeko soluzio optimzkoitza existitzen da.

Froga. Soluzioak 2.4.3. Teoreman bezala kalkulatzen dira, etB2jzen
modukoak dira (ikus 47. orrialdea).

Aipatutako teoreman bezala, helburu funtzioaren baliogeleokalkula daite-
ke:

Z= 2 — 0(z — cx).

Kasu honetan, — ¢, =0 denezQ: z betetzen da. Ondorioz, (2.12) ekuazio-
ko % soluzioaren moduko soluzio guztiak optimoak dira. O
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2.4.7 Hasierako oinarriko soluzio bideragarria

Forma estandarrean dagoen eredu lineal baten soluzio @p#alkulatzeko, oi-
narriko soluzio bideragarri batetik hasiko gara. Hasierakarritzat oinarri ka-
nonikoa hartzen bada, dagokion oinarriko soluzio bidersgg#&alkulatzea erraza
izango daB~! = B = I betetzen delako. Lehenengo soluzioa kalkulatu ondoren,
hobekuntzaren 2.4.1. Teorema aplikatuko dugu, optimaita® 2.4.2. Teorema-
ren baldintzak betetzen diren arte.

Lehenengo oinarri kanonikoa aukeratzeko ondoko bi kasesth glaitezke.

1. Kasua. Nasaitze-aldagaiez osatutako lehenengo oinaari
Eredu lineala honelakoa bada:

max z = CTX
hauen mende

Ax<Db

x>0

b > 0 izanik, eredua forma estandarrean idazteko, nasaitzgailelz osa-
tutakoy bektorea gehituko dugu.

max z =clx+ 0y
hauen mende
Ax+Iy=b
x,y >0

Horrela,B = I oinarria aukeratu ahal izango dudgB:! = I da eta oinarri
honetarako kalkuluak egingo ditugu.

e Soluzioaren kalkulua. Soluzioa bideragarria da.
xp=B'b=Ib=b>0.

e Helburu funtzioaren balioa.B oinarriko bektore guztiak nasaitze-
aldagaiei dagozkienezL, = 0 betetzen da.

z = CEXB = 0"xp = 0.
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e A matrizekoa,; bektoreetarako ondoko kalkuluak egin behar dira:
— Koordenatu-bektorea.

-1
y]:B aj:Iaj:aj.

— z; — ¢, balioaren kalkuluaB oinarriko bektore guztiak nasaitze-
aldagaiei dagozkienezk = 0 betetzen da.

—cly. — =0 — . = —¢.
zj—cj=cpy; —¢; =0—c¢; = —¢;.

Hasierako oinarria kanonikoa aukeratzen bada, oinarri dagozkion kal-
kuluak problema linealaren parametroekin bat datozelstétuda, eta hori

abantaila bat da.
Adibidea. I1zan bedi ondoko eredu lineala:

max 2z = 2x1 + 3x2
hauen mende

3r1 + x5 <2

T — 23 <3

Ty, T2 > 0

Nasaitze-aldagaiak gehituz, ereduaren forma estandadi@koa da:

max 2z = 2x1+ 3xs + 0x3+ 024
hauen mende

3r1 + a0 a3 =2

T| — To +rs =3

Ty, T2, T3, T4 Z 0

B = (a3 a,) = I oinarri kanonikoa aukeratuko dugu.

e Soluzioaren kalkulua. Soluzioa bideragarria da.

1 2
XB:B b=1 =
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e Helburu funtzioaren balioa.

z=cpxp = (0,0) =0
3

e y; koordenatu-bektoreen eta — c; balioen kalkuluaA matrizeko
bektore guztietarako.

3 B 10\ (3 3
a; = — y1 = B a; = —
1 0 1 1 1
21 —C =Cgy1 —C1 = (0,0) —2=-2
1 1 1
Ay = — Y2 = B Ay = =

zZ3 — C3 = CBY3 —C3 =

8
()
()
)

0 0 0
ay = — Y4 = B ay = =
1 1 1
2z —cy = chys —cy = (0,0) —0=0
1
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2. kasua. Aldagai artifizialak hasierako oinarrian.

Eredu linealean= moduko murrizketak baldin badaude edomodukoak
b positiboa izanik, ezin izango da nasaitze-aldagaiekimarirkanonikoa
osatu. Arazo hau gainditzeko eta hasierako oinarri gisaki@ina aukera-
tu ahal izateko, aldagai laguntzaile batzuk erabiliko ,catdagai artifizial

izenez ezagutzen direnak. Ondoko adibidean ikusiko dugu.

Adibidea. I1zan bedi ondoko eredu lineala:

max 2z = 3x1+ Ta
hauen mende

T+ 29 <3

T+ 2w9 > 2

T1,29 > 0

Ereduaren forma estandarra lortzeko lehenengo murrizketaasaitze-
aldagaia gehitu eta bigarren murrizketamasaitze-aldagaia kenduko dira.

max z = 3x1+ xo + 0x3 + O0xy
hauen mende

T+ 1y +x3 =3

T + 229 —T4 =2

X1, Ta, T3, T4 Z 0

Koefizienteen matrizean ezin da identitatea aukeratu. r@®ikanonikoa
aukeratu ahal izateko, behar adina aldagai artifizial gkbidugu. Kasu
honetan, bigarren murrizketamn, > 0 aldagai artifiziala gehitzen badugu,
murrizketak honela geratuko dira:

T1+ T2 A3 =3

1 + 219 —xy+w; =2
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Horrela, B = (a3 a,;) oinarri kanonikoa aukeratu ahal izango dugu eta
dagokion soluzioa bideragarria da.

» 10 3 3
0 1 2 2

Baina, xp ez da hasierako problemaren soluziog, = 2 > 0 delako, eta
ondorioz,z; + 2z, — x4 = 2 murrizketa ez da betetzen. O

2.4.8 Simplex metodoaren taula

Forma estandarrean dagoen eredu lineal baten soluzioaptaikulatzerakoan,
oinarri bakoitzari dagozkion kalkuluak taula batean jasdka, Simplex meto-
doaren taula Prozesua betA matrizean oinarri kanonikoa aukeratuz hasten da.
Eredua forma estandarrean jartzean ezin bada nasaitzgasdd osatutako oina-
rri kanonikoa aukeratu, behar adina aldagai artifizial gedoi zaizkio ereduari.
Simplex metodoaren taula ondokoa da:

Jatorrizko aldagaiak Aldagai laguntzaileak
T e Tn Ln+1 Ce Z;
Z21—¢C ... 2y —Ch | Zn+1 —Cpg1 ... 25— G ... z
Cp1 | AB1 Y11 ce Yin Y1,n+1 ce Y1,5 <o | Th1
CBi | aBi Yi1 ce Yin Yin+1 e Yi,j <+ | TBi
CBm | ABm Ymi s Ymn Ym,n+1 s Ym,j -+« | TBm

e Ereduaren jatorrizko aldagaiak,, . . ., ,,, eta ereduari gehitutako nasaitze-

aldagaiak eta aldagai artifizialak, 1, . . ., z;, . . ., taularen goikaldean ager-
tzen dira.
e Lehenengo zutabean oinarriko bektoreak dauage; . . ., ag;, ..., ag,.

¢ Gainerako zutabeetan ereduasgibektore guztiety; koordenatu-bektoreak
agertzen dira oinarriarekiko.
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e Taulatik kanpa” bektorearerp, . .., cgi, . . ., csm Oinarriko osagaiak ager-
tzen dira.

e Taularen azken zutabean daude oinarriko soluzio bideiagam osagaiak:
TB1y---yLBjy-++yTBm-

e Lehenengo errenkadan dauge- c; balioak. Balio horiebalio adierazle
deitzen zaie, eta errenkadailierazleen errenkada Errenkadako azken
balioa,z, helburu funtzioaren balioa da.

Adibidea. Har dezagun 54. orrialdeko adibideko eredua forma esteraia
Oinarri kanonikoari dagokion bere simplex taula ondokaa da
xr1 Ty I3 X4
-2 =300 0]0
01 as 3 111 02
01 ay 1 =110 1|3

O
Aurreko adibidean bezala, hasierako oinarri kanonikoasaitee-aldagaiak
besterik ez badaude, simplex metodoaren tButanarriarekiko honela idatz dai-
teke:

Tr1 Ty ... Tp Tn+1 Lp+2 -« - Tptm
Tp-1 T Tp—-1 T
cgB7A —c czB CpXp
Cp B B_lA B_1 XB

Hasierako taulaB~! = I da. Dena den, oinarria edozein dela ere, hasiera-
ko taulan identitate matrizeari dagozkion zutabeetanitnark daB~*, simplex
metodoaren edozein iteraziotan. Aurreko adibidean bekati@nengo oinarria
nasaitze-aldagaiez osaturik badago, aurreko taulanaadko lekuan agertuko
daB~!. Aldiz, lehenengo oinarrian aldagai artifizialak baldirdaade B~! zu-
tabeen kokapena identifikatu egin beharko da.
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2.5 Zigortze-metodoa

Ereduaren forma estandarrean, hasierako oinarri kanaidkeratu ezin den ka-
suetan erabili behar da metodo hau. 56. orrialdeko adibidessi dugun bezala,
arazoari aurre egiteko aldagai artifizialak gehituko dira.

Murrizketetan aldagai artifizialak gehitzeak jatorrizkmiplemaren formula-
zioa aldatu egiten du. Aldagai artifizialak dituen probleemasoluzioa ez da ja-
torrizko problemaren soluzio izango aldagai artifizialextex zero baino balio
handiago bat hartzen badu. Oinarri optimoan aldagai aaliéiz agerpena ekidi-
teko, beharrezkoa da helburu funtzioa zigortzea. Zigdrtresk ziurtatu behar du
helburu funtzioaren balioa neurri handi batean kaltetaagp dela aldagai artifi-
zialen batek balio positiboa hartzen badu.

Adibidea. I1zan bedi ondoko eredu lineala.
max z = —bdxy + 6x9 + Tx3

hauen mende
2x1 4+ 1029 — 623 > 30

5
5:61 —3x9 + D3 < 10
25(?1 -+ 25(?2 -+ 25(?3 =5

T1, %9, 23 >0

Identitate matrizea lortzeko behar diren aldagai artigkaehitu eta helburu
funtzioa zigortu ondoren, lortuko den forma estandarreaoknd da:

max z = —bxy + 6xy + Txs + 0xy 4+ 025 — Mw; — Mw,

hauen mende

2{L‘1 + 1Ol‘2 — 6{L‘3 —T4 “+wq =30
gxl — 319 + D3 45 =10
21‘1 + 25(?2 + 25(?3 +ws =5

X1, T2, T3, T4, T5, W1, W2 Z 0

B =1 lortzeko, bi aldagai artifizial gehitu ditugu;; etaw-, eta helburu fun-
tzioa zigortu dugu positiboa eta behar bezain handia izaegal/ balio batez.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



60 2. Simplex metodoa

Zigortze-metodoa aplikatzeak esan nahi du hasierako roikamnonikoa lortze-
ko, aldagai artifizialak behar izan direB, = (a,, a5 a,,), eta helburu funtzioa
zigortu dela. Oinarrian aldagai artifizialak daudenezegsdileen errenkada kal-
kulatzekoct = (—M, 0, —M) dela kontuan izan behar da.

Adibide honetarako, simplex metodoaren taula ondokoa da:

X1 To T3 Ty Xy W1 Wo
—4AM+5 —-12M -6 4M -7\ M 0 0 0|—-35M
—M | ay 2 10 —6 -1 0 1 0 30
0] as g -3 ) 0O 1 0 O 10
—M | aye 2 2 2 0 0 0 1 5

2.6 Simplex algoritmoa

Har dezagun maximizatze-forma estandarrean idatzitaidolgma lineal bat, ha-
sierakoB = I oinarria lortzeko behar izan diren aldagai artifizial gekin. Sim-
plex algoritmoaren urratsak ondokoak dira.

1. urratsa. Hasierako taula eraiki.
2. urratsa.

e z; — c; < 0 existitzen bada, soluzioa hobe daiteke. 4. urratsera joan.

e A matrizekoa; bektore guztietarake; — ¢, > 0 betetzen bada, 3.
urratsera joan.

3. urratsa.

¢ Balio positiboa duen aldagai artifizialen bat existitzedd@aproble-
ma bideraezinada. Amaitu.

Balio positiboa duen aldagai artifizialik ez bada existitzsaina oinarrian zero balioa duen al-
dagai artifizialen bat baldin badago, bi kasu gerta daitezieizioa endekatua izatea edo ekuazio
erredundanteak egotea (ikus adibideak 82. orrialdean).
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¢ Oinarrian aldagai artifizialik ez badago, taulakg soluzioaoptimoa
da.

* A matrizekoa; bektore guztietarake; — ¢; > 0 betetzen da.
Baldin oinarriko ez direm; bektore guztietarake; — c¢; > 0
betetzen bada i soluzio optimo bakarra da. Amaitu.

* A matrizekoa; bektore guztietarake; — c¢; > 0 betetzen daA
matrizean oinarrikoa ez den eta — ¢, = 0 duena,, bektore-
ren bat existitzen bada, eta bektore horrenjzati: = 1,...,m,
koordenaturen bat zero baino handiagoa b&@ste oinarriko
soluzio bideragarri bat kalkula daiteke. Problemadoluzio op-
timo anizkoitza du. 5. urratsera joan.

* A matrizekoa; bektore guztietarake; — c¢; > 0 betetzen daA
matrizean oinarrikoa ez den eta— ¢, = 0 duena;, bektoreren
bat existitzen bada, eta bektore horrenizat< 0 betetzen bada
1 =1,...,m, problemaksoluzio optimo anizkoitzadu, baina ez
da oinarriko soluzioa. Amaitu.

4. urratsa.

e A matrizeanz; — ¢; < 0 duena; bektoreren bat existitzen bada eta
y; koordenatu-bektorean ez badago osagai positibsolkizioa bor-
negabeada. Amaitu.

e A matrizeanz; — c¢; < 0 duena; bektoreren bat existitzen bada gta
koordenatu-bektorean zero baino handiagoa den osagatdratu,
5. urratsera joan.

5. urratsa. Oinarrian ondoko erregelak betetzen dituzigretaa, bektoreak
sartu eta irtengo dira, hurrenez hurren.

e Sartuko dem,, bektoreak hau betetzen du:
2 — ¢ = min{z; — ¢;/z; — ¢; < 0}
J

k. zutabegibot-zutabeada.
¢ Irtengo dem,. bektoreak hau betetzen du:

IBr . TBi
5 :m_ln{ B/yik>0}

Yrk i Yik
r. errenkadgibot-errenkada da.
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Sartuko den bektoreari dagokion zutabean eta irtengo deoreari dago-
kion errenkadan dagoepn, koordenatuarpibot esaten zaio.

6. urratsa. Hurrengo taula kalkulatu.

e Taularen lehenengo zutabean oinarri berriko bektoreaktkiok

e Taula berrikor. errenkada kalkulatzeko, aurreko taulakoerrenka-
dako osagaiak, pibot-errenkadakogk, pibot balioaz zatituz kalkula-
tuko da.

e Gainerako errenkadak kalkulatzeko, errenkada bakokadraerka-
tzaile bat definituko da lehenik.
* 4. errenkadarako biderkatzailea; = %, i=1,....m, i #r.
Yrk

* Balio adierazleen errenkadarako biderkatzaileg:= kT
Yrk
Errenkada berri bakoitza kalkulatzeko, aurreko taulakergwadari

pibot-errenkada biderkatzaileaz biderkatu ondoren kiemdaio.

Balio adierazleen errenkada biderkatzaileen bidezkaukatkerabiliz
eguneratu beharrean, definizioa aplikatuz egin daiteke daaz; —
¢; = cLy; — ¢; kalkulatuz.

Taula berriko errenkada guztiak kalkulatuak izan diren2aarratsera joan.

Problemak soluzio optimo anizkoitza duen kasuan, oingtinw berriak kal-
kulatuko dira dagoeneko kalkulatuak izan direnak errédpik@diren arte.

2.7 Eredu linealen ebazpena

Atal honetan lau adibide ebatziko dira simplex algoritmoebédiz, eta lortutako
taulak interpretatuko dira lau soluzio mota desberdiadtr soluzio optimo ba-
karra, problema bideraezina, soluzio optimo anizkoitagpedblema bornegabea.
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Adibidea. (Soluzio optimo bakarra). Ondoko problema ebatziko dugu sim-
plex algoritmoa erabiliz.

max z = 6xy+ 4x9 + dxg+ by
hauen mende

T1+To+a3+24 <3

201+ X9 + 43 + 14 < 4

T+ 229 — 223 + 314 < 10

X1, T2,T3, Ty Z 0

Ereduaren forma estandarra honakoa da:

max z = 6x; + 4xs + 5x3 + dxy + Ox5 + Oxg + 027

hauen mende

Tl + T+ 23+ 14 T =3
21‘1 + To + 4[[’3 + Ty +l‘6 = 4
x|+ 25(?2 — 25(?3 + 3374 +x7; = 10

T1, T2, T3, T4, T5, Te, T7 Z 0

Hasierako taul88 = (a5 ag a;) oinarriarekiko kalkulatuko dugu. Oinarria
kanonikoa izanik, 54. orrialdeko adibidean ikusi dugunab@zoinarri horri da-
gozkion kalkuluak bat datoz ereduaren parametroekin,ageerako taulan jasoko
dira. Bigarren eta hirugarren tauletan jasoko dira soleptimora iristeko egin
behar izan diren simplex algoritmoaren bigarren eta himegeiterazioetan egin-
dako kaluluak. Pibot balioa laukitxo batean adierazitatage da eta errenkade-
tarako biderkatzaileak taulatik kanpo, eskuin aldean.
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Ty X2 T3 T4 Ts Tg X7
6 -4 -5 =5 0 0 0] 0

Olas| 1 1 1 1| 1 0 0f 3|m=12u=3

0| ag 1 4 1| 0 1 0] 4

Olar| 1 2 =2 3| 0 0 1|10 mg=1 =1
0 -1 7 —=2| 0 3 012

Olas| O L —1 |3 1 =2 0|1

6lag | 1 5 2 3] 0 3 0] 2| m=2=1

Olar| 0 5 —4 5| 0 —3 1| 8| mg=11=5
0 1 3 0| 4 1 0]16

5(as| 0 1 -2 1| 2 -1 0] 2

6la,| 1 0 3 0|-1 1 0] 1

Ola;| 0 -1 1 0|-5 2 1| 3

A matrizekoa; bektore guztietarake; — c; > 0 betetzen denez, simplex
algoritmoaren iterazioak amaitu dira. Problensakuzio optimo bakarra dauka.

Iterazio bakoitzean egindako kalkuluen zehaztapenaklaadodira:

1. iterazioa

Hasierako taulan balio adierazle negatiboak daude, etarmad soluzioa ho-
be daiteke.

e Oinarrian sartuko dea;, bektoreaz;, — ¢, = min{z; — ¢;/2; — ¢; < 0}.
J
min{—6, —4, —5, —5} = —6 — a; sartuko da.

Lehenengo taulako lehenengo zutabea pibot-zutabea da.
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¢ Oinarritik irtengo dera., bektorea. 2" — min {xBi Jyi1 > 0} .
Yr1 v il

3 4 10 :
min {I’ 2 T} =min{3,2,10} =2 — aq irtengo da.

Lehenengo taulako bigarren errenkada pibot-errenkada da.
e Pibota:2

Bigarren taula, hau d@8 = (a5 a; a;) oinarri berriari dagokiona, kalkulatzeko
egin beharreko kalkuluak honakoak dira:

e Pibot-errenkada. Taula berriko bigarren errenkada berria kalkulatzeko,
hasierako taulako pibot-errenkada pibotaz zatitu behar da

1
5 (27 17 47 17 07 17 07 4) = (17

e 1. errenkada. Biderkatzaileam, = Zﬁ = % Bigarren taulako lehenengo
errenkada kalkulatzeko, ondoko eragiketa egin behar aga&igo taulako
errenkaden artean.

“lehenengo errenkada” “biderkatzailea’x “pibot-errenkada”

1
(1,1,1,1,1,0,0,3)~5(2,1.,4,1,0,1,0,4) =

T 101)
77277277

e 3. errenkada. Biderkatzaileams; = % = % Bigarren taulako hirugarren
errenkada kalkulatzeko, ondoko eragiketa egin behar aga&igo taulako
errenkaden artean.

“hirugarren errenkada™ “biderkatzailea”x “pibot-errenkada”

1
(1,2,—2,3,0,0,1,10)—5(2,1,4,1,0,1,0,4):

5 1
—(0,2,-4,2,0, —=,1,8
(77 7277277)

[\OR GV
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e z; — ¢; balio adierazleen errenkada.Biderkatzailea:2-% = —8 = —3,
Bigarren taulako adierazleen errenkada kalkulatzekookmdraglketa egin
behar da lehenengo taulako errenkaden artean.

“adierazleen errenkada” “biderkatzailea”x “pibot-errenkada”
(=6,—4,-5,-5,0,0,0,0)—(-3)(2,1,4,1,0,1,0,4) =

=(0,-1,7,-2,0,3,0,12)

Balio adierazleen errenkada berria kalkulatzeko besteunbadl definizioa
aplikatuz egitea da, hau da, oinarri berriarekiko- ¢; = cLy; — ¢; kalku-
latuz. Adibidez,

0
s—c=(0,6,0]1]-6=6-6=0
0

e Helburu funtzioaren balioa. Definizioa aplikatuko dugu bigarren taulan
dugun oinarri berriarekiko, hau da,

1

Y —
z=cpxp=(0,6,0)] 2
8

2. iterazioa

Bigarren taulan balio adierazle negatiboak existitzea,dta ondorioz, solu-
zioa hobe daiteke. Kalkuluak aurreko iterazioan bezalgeglira.

e Sarrera-bektoreamin{—1, -2} = —2 — a4 bektorea sartuko da. Pibot-
zutabea: bigarren taulako laugarrena.

e Irteera-bektoreamin{ 4 I 1, Q} = min{2,4, 2} = 2 — a; bektorea irten-

go da. Pibot- errenkada: blgarren taulako lehenengoa.

) 1
e Pibot: -
2
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e Pibot-errenkada.

2(01 = 101)—(01 2,1,2,-1,0,2)
727 727 ) 27 ) - ) Y ) ) Y ) )
e 2. errenkada. Biderkatzaileam, = Y1y
Y14
(11210102) 1(01 1 101)—
727 7277277 727 7277 277 -
=(1,0,3,0,—-1,1,0,1)
e 3. errenkada. Biderkatzaileams; = Yot _ 5
Y14
3 5 1 1 1 1
0,-,-4,-,0,—=,1,8-5(0,-,-1,=,1,——,0,1)=
( 727 727 ) 27 ) ) ( 727 727 ) 27 ) )
=(0,-1,1,0,-5,2,1,3)
e Adierazleen errenkada.Biderkatzailea:z4 G —4
Y14

1 1 1
(0,—1,7,—2,0,3,0,12)—}—4(0,5,—1,5,1,—5,0,1):

=(0,1,3,0,4,1,0,16)

O

Adibidea. (Problema bideraezina). Ondoko ereduari dagokion hasierako
taula 59. orrialdeko adibidean eraiki da.

max z = —bx; + 6xg + Tx3 + 024 + 025 — Mw; — Mwy

hauen mende

2{L‘1 + 1Ol‘2 — 6{L‘3 —xT4 “+wq =30
3551 — 35(?2 + 55(?3 +x5 =10
25(?1 + 21’2 + 21’3 +wy = 5

Xy, T2, I3, T4, T5, W1, W2 Z 0
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68 2. Simplex metodoa

Hasierako taula horretatik abiatuz, simplex algoritmoanegatsak emango di-
tugu taula optimora iritsi arte. Hona hemen kalkuluak jasotdituzten taulak:

T X9 T3 Ty Tz W W2
—4M +5-12M =6 4M -7 M 0 0 0] —35M
—M Jay, 2 10 —6/-1 0 1 0 30| 5
0| as 5 -3 500 1 0 0 103
—M fay, 2 20 0 0 0 1 5
8M + 11 016M —1| M 0 06M+3[-5M + 15
—M Jay, -8 0 -16/-1 0 1 -5 5
0| as 4 0 8 0 1 0 3 ®
6| a 1 1 10 0 0 : 2

Azkenengo taulan; — ¢; > 0 betetzen daA matrizekoa; bektore guztie-
tarako. Simplex algoritmoaren iterazioak amaitu dira, jatarrizko problema
bideraezinadela ondorioztatzen da, aldagai artifizialak gehituz elshdm eredu
linealaren soluzio optimoaimn; = 5 lortu delako. O

Adibidea. (Soluzio optimo anizkoitza.)Ondoko eredu lineala ebatziko dugu.

min z = 3z; + 629
hauen mende

T+ 229 > 4

r1+ 29 <5

3xr1 + 4xy > 10

1,22 >0

Eredua maximizatze-forma estandarrean jarriko dugu. €ajmeharrezkoak
diren aldagai artifizialak gehitu eta helburu funtzioa rigko dugu. Eredua ho-
nela geratuko da:
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max (—z) = —3x; — 629 + 03 + Oxy + Ox5 — Mwy — Mwy

hauen mende

Ty 2wy —x3 +w = 4
T +x9 +24 = 5
3371 +4.T2 —Ty +wy = 10

X1, T2, T3, T4,T5, W1, W2 Z 0

Simplex algoritmoaren taulak ondokoak dira:

T Lo T3 T4 T w1y w2
—4M+3 —6M 46 M 0 M 0 0 —14M
M| ay, 1 -1 0 0 1 0 4
0| a4 1 1 0 1 0 0 0 5| 1
M| aye 3 4 0 0 -1 0 1 10| 2
-M 0 -2M+3 0 M 3M-3 0 [-2M —12
—6| ay : 1 -5 0 0 : 0 2| —1
0| ay : 0 11 0 -1 0 3] 4
M| ays 1 0 0 -1 —2 1 2
-3 0 o o 2 M M-3 —15
—6| a 3 1 0 0 -1 0 : 513
0| ay : 0 o 1 1 0o -1 21
0| ag 3 0 1 0 —3 -1 3 1
0 0 3.0 0 M-3 M ~12
—6| ay 0 1 -2 0 |3 g -1 1
0| ay 0 0 -5 1 1 T =3 2| 1
-3| a 1 0 2 0 -1 —2 1 2| -2

Matrizeko bektore guztietarakg — c; > 0 betetzen da azken taulan; ez dago
aldagai artifizialik oinarri optimoan, eta ondorioz, taufaroblemarako oinarriko
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70 2. Simplex metodoa

soluzio bideragarri optimo bat lortu dugu; = 2, 25 = 1, 25 = 0, } = 2,
xi =0, z* = 12. Soluzio hau grafikoko! puntuari dagokio.

Taula optimoan ikus daiteke ez dela oinarriko bektorea, eta bere balio adie-
razleazs; — ¢ = 0 dela. Horrek esan nahi du problema horsekuzio optimo
anizkoitza duela. Simplex algoritmoaren beste iterazio bat egin Kaibeste oi-
narriko soluzio bideragarri optimo bat kalkulatzeko. Hxbarako, aurreko taula
optimoana; bektorea aukeratuko dugu oinarrian sartzeko. Irteeréobek auke-
ratzeko erregela aplikatua, bektorea ateratzea erabakiko da. Pibbwa, eta
taula berrirako kalkulu guztiak egin ondoren, lortuko denla hau da:

Xy To X3z T4 I w; Wz
0 0 3 0 0 M-3 M|-12
Olas| O 21-3 0 1 3 —1 2
Olag| 0 —1 11 0 —1 0 1
—3|a | 1 2/-1 0 O 1 0 4

Lortutako beste soluzio optimo bat honakoa da:= 4, 25 = 0, 2} = 0,
xy = 1,2 =2, z* = 12. Soluzio hau 71. orrialdeko irudikB puntuari dagokio.

Taula berri horretan berriro ere soluzio optimo anizkaotke baldintzak be-
tetzen dira, hau day — ¢ = 0 da, ay oinarrikoa ez den bektore bat izanik,
bektorea oinarrian sartuko bagemy,atera beharko genuke, eta aurretik genuen
oinarri berberera bueltatuko ginateke. Hortaz, simplgo@imoaren iterazioak
amaitu egin dira.

A eta B puntuak lotzen dituen segmentuko puntu guztiak ere prodrem
soluzio optimoak dira.
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X2

3.’13‘1 + 41’2 =10

0
Adibidea. (Soluzio bornegabea.Ebatz dezagun ondoko eredu lineala.

max 2z = X1 — 3T9
hauen mende

2x1 + 2x9 > 4

—4x; — 229 < —6

T1,x9 > 0

Forma estandarrean dBa= I oinarri kanonikoa lortzeko behar diren aldagai
artifizial guztiak gehitu ondoren, eredua honela geratwko d
max z = x1 — 3xg + 0xs + 024 — Mw; — Mwy
hauen mende

201 + 2x9 —x3 4wy =4
4z + 229 —Ty +wy =6

X1, T2, T3, T4, W1, W2 Z 0

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



72
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-M

—-M

-M

Hauek dira simplex algoritmoaren hiru iterazioetan egkodealkulu guztiak.

al i) T3 Ty w1 W2

—6M —1 —4M+3| M M 0 0| —10M
Ayl 2 2| —1 0 1 0 4
Auo 20 0 —1 0 1 6
0 -M+I| M —-iM-3 0 3M+1|-M+3
A 0 ~1 1 1 ~4 1
1 1 1 3
a 1 5| U —1 0 i 3
0 0| £ -2 M-I M+2 -2
ay 0 1] -1 : 1 -1 1

1 1 1 1
a 1 0] 3 —3 3 3 1
0 4|-1 0 M+1 M 2
ay 0 2| -2 1 2 ~1 2
a 1 1| —1 0 : 0 2

dela etay;3 < 0,7 = 1,2, direla. Soluzioa bornegabea da.

N [

N[

Azkenengo taulan ikus daitelkg bektorea ez dagoela oinarrian,— c3 < 0
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X2

/ —41'1 — 21’2 =—6

21‘1 +2£L'2 =4

N

Ebazpen grafikoan ikusten da helburu funtzioa etengabdadasgaitekeela,
helburu funtzioaren balioak infinituruntz joko duelarik. O

2.8 Bifaseko metodoa

Metodo hau zigortze-metodoaren antzekoa da, biak erabilbaitira hasierako

B = I oinarri kanonikoa lortzeko, ereduari aldagai artifiziatgghitu behar zaiz-

kionean. Problemak soluziorik izatekotan, optimaltasenaaldintzak beteko
dituen taula (eta oinarrian aldagai artifizialik gabealdea da helburua. Zigortze-
metodoan helburu funtzioa zigortu egiten da horretaraki@deko metodoan, al-
diz, lehenengo fase batean aldagai artifizialen baturanmuatu egiten da. Hauek
dira bi faseko metodoan eman beharreko urratsak.

1. fasea. Lehenengo fase honetan, problema linealaren murrizketetkito
dira kontuan; baina, problemaren jatorrizko helburu figgtzoptimizatu
beharrean, aldagai artifizialen batura minimizatuko denpex algoritmoa
erabiltzen da lehen fase honetako eredua ebazteko, etkmbd&asuak
gerta daitezke:

e Helburu funtzioaren balio optimoa zero baino handiagoaapgato-
rrizko problema lineala bideraezina da.
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e Kontrako kasuan, jatorrizko problema linealak badu saolukj eta
metodoaren bigarren fasean jarraitu behar da kalkulatzeko

2. fasea.Bigarren fase honetan, optimizatuko den helburu funtadarijizko
problemarena da. Lehenengo fasean lortutako taula opkimiotatu behar
da, eta balio adierazleen errenkada berria kalkulatu,dasta helburu fun-
tzioa aldatzearen ondorioz taulan aldatuko den kalkulaivak Ondoren,
simplex algoritmoaren iterazioekin jarraitu behar da mpltasun baldin-
tzak betetzen diren arte.

Ondoren, bi faseko metodoaren bidez ebatzitako bi adilatetako ditugu.

Adibidea. Ebatz dezagun ondoko problema lineala bi faseko metodbé era
liz.

max z = 2x1+ 3rs — bxs
hauen mende

201 4+ 229 4+ 2253 = 14

—2x1 + 519 — 23 < —10

x1,T9,23 > 0

Forma estandarrean eig etaw, aldagai artifizialak gehitu ondoren, eredua
honela geratuko da:

max z = 2x;+ 3xy — dx3 + 0xg + Owy + Owsy
hauen mende

2x1 4+ 219 + 223 4wy =14

201 — Do+ 23 —T4 +wy, =10

X1, T2, T3, T4, W1, W2 Z 0

1. fasea Eredu linealari gehitutako bi aldagai artifizialen batuiaimizatuko
dugu fase honetan, hau dain 2’ = w; + w,. Simplex algoritmoa erabili ahal
izateko, helburu funtzioa maximizatze-forman jarriko dug
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max (—z') = 0xy + 0zy + Oxg + Oy — wy — we
hauen mende

221 + 219 + 213 +wq =14

201 — 5x9 + 13 —T4 +wy; =10

x1, T2, X3, T4, Wy, we =0

Simplex algoritmoaren taulak ondokoak dira:

X1 To T3 Ty wh w9

—4 3 =3 1 0 0|-24
~1lan| 2 2 2] 0 1 0] 14| 1
—1law|[2] =5 1|-1 0 1| 10

0 -7 —1|-1 0 2| —4
~1lam| 0 [7] 1] 1 1 —1] 4
0 a| 1 -5 3|3 0 3| 5|2

o 0 0] 0 1 1| o0
of m| 0o 1 ] b 4 ]
olaf 1 0 gl g 4] %

A matrizeko bektore guztietarakg — c¢; > 0 betetzen denez, lehenengo
faserako taula optimoa lortu da. Gainera,= 0 lortu denez, jatorrizko problema
linealak badu soluziorik. Bigarren fasera goaz.

2. fasea. Jatorrizko problema linealaren helburu funtzioa optirhika du-
gu: max z = 2x; + 3z — bxs. Aurreko fasean lortutako taula optimoan balio
adierazleen errenkada eguneratuko dugu honela:

0
021—01:C£y1—01:(3,2) —2=0.

1

1
.ZQ—CQZCEyQ—CQZ(?),Q) —3=0.

0
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. : 50
.Zg—CgZCBY3—03:(3,2) 6 +5:7
7
1
T 7 1
024—C4ICBy4—C4:(3,2) L —OI?
7
4
5 102
° Z:CEXB:(?), 2) 475 :7
7

Bigarren faseko lehenengo taulan aldagai artifizialei deigm zutabeak ez
dira agertuko, aldagai horiek ez daudelako helburu fuatzidalio adierazleen
errenkada eguneratu ondoren, honakoa da hasierako taula ho

Ty T2 T3 X4
50 1| 102
0 0 7 7 7
1 1 4
3 Ao 0 1 7 7 7
6 1 45
2 aj 1 0 7 = 7

Hasierako taula horretaA matrizeko bektore guztietarako — c; > 0 be-

tetzen da, eta ondorioz, jatorrizko problema linealardnzso optimoa taulakoa
da.

. 45 4 . . 102
x1:7, :CQZ?, x3=0, a3 =0, 227.
Gerta liteke bigarren fase honetan simplex algoritmods¥azio batzuk behar
izatea taula optimora iritsi baino lehen. O

Adibidea. Bi faseko metodoa erabiliz 71. orrialdeko adibideko erededla
ebatziko dugu.

max z = x7 — 3r9 + 0x3 4+ Oxy4 + Ow; + Ows

hauen mende
201+ 2x9 —x3 +wq =1
4z + 225 —Ty 4wy, =06

X1, T2, T3, T4, W1, W2 Z 0
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1. fasea.Helburu funtzioamin 2’ = w; + wy — max(—z") = —w; — we.

max(—2") = 0z1 + 09 + 0x3 + Oxy — w1 — wo.

X1 X2 €3 Xyg wy W2

-6 —4| 1 1 0 0]-10
—1lay| 2 2|/-1 0 1 0| 4|3
—1 | ays 20 0 -1 0 1| 6

0 -1 1 —5 0 2| -1
—1lay| 0 -1+ o1 ! 1
ol a| 1 4]0 -4 0 1| 2l

0o 0] 0 0 1 1| 0
0| aa| 0 1]-1 5 1 —4 1
O aa| 1 o0 & -2 -1 11

2. fasea.Jatorrizko problemaren helburu funtziaaax z = x; — 3xs. Au-
rreko faseko taula optimoan balio adierazleak eguneratuz,

Ty Ty Tz Xy

0 0| 2 —2|-2
—3lay| 0 1]-1 1
a1 0 L+ 1] 1]

0 4|—-% 0| 2
Olas| 0 2| -2 1| 2
Tla | 1 1|-L 0] 2

Azkeneko taulan; — c¢3 < 0 betetzen day; bektorearen osagai guztiak ne-
gatiboak izanik. Hortaz, problema bornegabea da. a

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



78 2. Simplex metodoa

2.9 Simplex metodo berrikusia

Aurreko ataletan aztertu dugun simplex algoritmoan belz&oak direnak bai-
no kalkulu gehiago egiten dira eredu lineal baten soluzinagaren kalkuluan.
Beharrezkoak ez diren kalkuluak ekidinez sortu da simplggrdmoaren berri-
kuspen bat desimplex metodo berrikusia

Izan bedi eredu lineala forma estandarrean:

max =z :CTX
hauen mende

B oinarri bat etaxp oinarriko soluzio bideragarria emanik, soluzio hori ho-
betzekoz; — ¢; = ckB~'a; — ¢; balio adierazleak kalkulatuko dira. Oinarrian
sartuko da ondoko erregela betetzen daighektorea:

2k —cp = min{z,—c¢; /2 —c¢; <0}
J

Oinarritik irtengo den bektorea aukeratzekg,bektorearen koordenatu-bek-
torea kalkulatzen da, hau dg, = B~!a, pibot-zutabea, eta koordenatu horiek
etaxp bektorearen osagaiak erabiliz, oinarritik irtengo defektorea aukeratu-
ko da ondoko erregela aplikatuz:

TBr _ min { xBi/yik>0}.
Yrk ¢ Yik

Kalkulu horiek guztiak egin ahal izateko simplex algorigmen iterazio ba-
koitzean aldatzen deB~! ezagutzea beharrezkoa da. Horretaz gain, beharrez-
koak diren gainerako datuak eredu linealean bertan daualta] honelako taula
murriztu batean jaso daitezke kalkuluak.

Tl Tn42 -+ Tpgm

Tp-1 T

cg | B B! XpB
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Adibidea. Har dezagun 63. orrialdeko adibideko eredu lineala.

max z = 6x; + 4xs + Sx3 + dxy + Ox5 + Oxg + 027

hauen mende

T1+To+2T3+2T4 +Ts =3
21‘1 + T + 4[[’3 + Ty +l‘6 = 4
1+ 2[[’2 - 2[[’3 + 31‘4 +l‘7 =10

T1, T2, T3, T4, T5, Te, T7 Z 0

B = (a5 ag a;) oinarri kanonikorako hasierako taula osatzeko kalkulgak-e
go ditugu.

1 00 11 1 1
B=(010|, N=|[21 4 1
0 01 1 2 -2 3

cb=(0,0,0), ciB'=(0,0,0), ck=(6,4,5,5)

100 3 3
xp=B'b=]01 0 4 =1 4
00 1 10 10

Simplex metodo berrikusirako hasierako taula honakoa da:

Ts Tg X7

0O 0 0] 0
Olas| 1 0 O] 3
Olag| O 1 0] 4
Ofay| O 0 1710
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Oinarrikoak ez direMN = (a; a, a3 a4) bektoreen balio adierazleak kalkula-
tuko ditugu, oinarrian sartuko den bektorea aukeratzeko.

11 11
cEB'N—-ck =(0,0,00 2 1 4 1 |—(6,4,5,5) = (—6,—4,—5,-5).
1 2 -2 3

z1 — ¢ = min{—6, —4, -5, -5} = —6 — a; sartuko da.

Kalkula dezagury, pibot-zutabea.

100 1 1
yi=Blai=] 010 2 =1 2
00 1 1 1

Ondoko erregela betetzen dugnbektorea irtengo da oinarritik.

B, i {3 4 10
min
Yr1

= I’§’T} =2 — agirtengo da.

Taulako bigarren errenkada pibot-errenkada da, eta pibde Lehenengo
errenkadarako biderkatzailéada, hirugarren errenkadara%oeta balio adieraz-
leen errenkadarakeg. Kalkuluak eginez, taula berria honakoa da:

Ts Tg Ty

0 3 0|12
Olas| 1 —2 0 1
6la,| 0 4 0] 2
Ola;| 0 =1 1] 8

Orain, oinarriaB = (a; a; a;) da. N = (ay a3 a4 ag) izanik, oinarrikoak ez
diren bektore horietarako balio adierazleak kalkulatuikagi.
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1 110
cEB'N—-ch=(0,300] 1 4 1 1 |—-4550=(-1,7-2,3)
2 -2 30

zy — ¢4 = min{—1, -2} = -2 — a, sartuko da.

Pibot-zutabea kalkulatuko dugu.

1 -1 0 1 1

yva=Bla,=| 0 Ll o 1 |=]1
1 5

0 -1 1 3 5

Ondoko erregela betetzen dugnbektorea irtengo da oinarritik.

. (128 , 16 .
5 :mm{T,T,g} :mln{2,4,—} =2 — ajirtengo da.
Yra 3 3 2 5

Taulako lehenengo errenkada pibot-errenkada da, etaap%bdaa. Bigarren
errenkadarako biderkatzailéada, hirugarren errenkadarakaeta balio adieraz-
leen errenkadarake 4. Kalkuluak eginez taula berria honakoa da.

Ts Te Iy

4 1 016
d | ay 2 =1 0| 2
6a | —1 1 0 1
0la;| =5 2 11 3

Orain, oinarriaB = (a4 a; a7) da. N = (ay a; a5 ag) izanik, oinarrikoak ez
diren bektore horietarako balio adierazleak kalkulatuikogii.

1 110
cEBT'N—-ch=4,1,00 1 4 0 1 | —(45,00) =(1,3,4,1).
2 =2 00
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Balio adierazle negatiborik ez dagoenez, soluzioa optidaodsainera, baka-
rada:z} =1, x5 = 0,23 =0,2; = 2,25 =0,z = 0, z7; = 3, 2* = 16.
0

2.10 Oharrak

1. Biribiltze-erroreak . Simplex algoritmoaren iterazioetan egin beharreko kal-
kuluak eskuz egiten badira, ez dago biribiltzeko behaBikina, konputagailuek
zatikiak zehaztasun aritmetiko finituko biribiltzeen idelkulatzen dituztenez,
kasuren batean, simplex metodoaren bidez lortutako dkossoluzio bideragarri
optimoak problemaren murrizketak ez betetzea, edo betetaseluzioa optimo
ez izatea gerta daiteke. Hori biribiltze-erroreen pilaketik gertatzen da. Errorea
modu honetan ebaluatua izan daiteBxz # b bada, biribiltze-erroreak daude-
la ondoriozta daiteke. Errorea esanguratsua bada, zuaeraiu daiteke honela:
zuzeneaB ! kalkulatu, taularen erroreak zuzendu eta iterazioekiaiar.

2. Aldagai artifizialak oinarri optimoan . Gerta liteke oinarri optimoan alda-
gai artifizialak zero balioarekin agertzea. Horrek bi egastieraz ditzake: eredu
linealean murrizketa erredundanteak daudela edo soleridekatua dela. Ikus
ditzagun bi kasu horietarako adibide bana.

Adibidea. (Murrizketa erredundanteak). Har dezagun ondoko eredu linea-
la.

max z =x1+ 219 — 23
hauen mende

201 — X9 + 13 =12

—x1 + 229 + 23 = 10

T1 + T9 + 223 = 22

T1, %9, 23 > 0

wi, we etaws aldagai artifizialak gehitu, helburu funtzioa zigortu etagex
algoritmoaren hiru iterazio egin ondoren, taula optimotuko da.
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T X9 T3 wq Ws W3
—2M -1 —-2M -2 —4M+1 0 0 0 —44M
—M | ay 2 ~1 1 1 0 0 12 ] 1
—M | ay, —1 2 0 1 0 10
—M | ays 1 1 2 0 0 1 22 | 2
—6M 6M — 4 0 0 4M -1 0 |—4M —10
—M | ay, -3 0 1 -1 0 2
—1| ag -1 2 1 0 1 0 10 |-
—M | ay;3 3 -3 0 0 -2 1 2| 1
0 —4 0| 2M 2M-1 O ~10
1| a 1 -1 0 3 -3 0 2 -1
~1| a 0 1 ! 20 82
—M | ays 0 0 0| -1 -1 1 0] 0
0 0 4pM+E 2M+3 0 =
1| a 1 0 1 2 s 0 =
2| a 0 1 1 3 20 2
—M | ays 0 0 0| -1 -1 1

ws aldagai artifiziala oinarri optimoan dago, baina zero lzhartzen du. Ka-
su honetan, problemak ekuazio erredundanteak ditu. Eiseldren murrizketak
aztertzen baditugu, egiazta daiteke hirugarren murrzietreko bien batura dela.
Eredutik hirugarren murrizketa kenduz gero, eredu lineb&du soluziorik.

O
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Adibidea. (Soluzio endekatua).lzan bedi ondoko eredu lineala:
max z =1+ X9+ 3T3
hauen mende
T1+5xs +x3 <7
T1—To+2x3=0>5
5:1:1 — 29+ 23 =25
x1, T2, 23 > 0

x4 nasaitze-aldagaia eta; eta w, aldagai artifizialak gehitu, helburu fun-
tzioa zigortu eta simplex algoritmoa aplikatuz, taula wyta lortuko da.

T To T3 Ty w1 W2

~3M—1 3M -1 —2M—-3]| 0 0 0|-10M

0| ay 1 5 1] 1 0 0 7
—M | ay 1 -1 0 1 0 5
—M | ay» : -2 1| 0 0 1 5
IM+2 M-—4 0| 0 2M+3 0 15

0| ay 0 6 0] 1 -1 0 2
3| as 1 -1 1] 0 1 0 5
M | aye -1 -1 0| 0 -1 1 0

Taula optimoanu, aldagai artifiziala oinarrian dagoela ikusten da. Oraimgoa
ere, aurreko adibidean bezala, zero balioa hartzen du. étalakasu honetan
ereduak ez du murrizketa erredundanterik.

Oinarri aldaketa bat eginez, beste taula optimo hau loekiaitBertan ikusten
den bezala, soluzio optimoa endekatua da.

X1 Ty T3z X4 w1 Wo
4 0 0|0 74+4M —4+M|15
Olag| =3 0 0] 1 —7 6| 2
3lag| 3 0 1] 0 2 —1| 5
llap| # 1 0[O0 1 —-1| 0
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O

3. Ziklatzearen arazoa Simplex algoritmoan, oinarrian sartuko den bekto-
rea aukeratzerakoan, erregela bektore batek baino géthatetzea gerta daiteke.
Berdinketa kasuan, bektore horien artean edozein aukerdtigu, erabaki honek
soluzio optimora iristeko egin beharreko iterazio koparaeagin nabarmena sor-
tuko ez duelarik.

Tamalez, ez da gauza bera gertatzen oinarritik irtengo dktofearen aukera-
ketarekin. Irteera-erregela bektore batek baino gehiagtétzen badu, eta horien
arteko aukeraketa modu egokian egiten ez bada, ziklatzéa dmiteke, hau da,
zenbait iterazioren ondoren, aurretik lortutako oinaatdva itzultzea, simplex al-
goritmoa etengabe ziklatzen geratuko delarik inoiz optamotsi gabe. Taulako
soluzioa endekatua denean eta irteera-erregelan betairg®rekin denean gerta
daiteke arazo hofi

Badira ziklatze hori gerta ez dadin erabil daitezkeen etedg erregela lexi-
kografikoak eta Bland-en erregela, adibidez. Horiei eskearritik irtengo den
aldagaia aukeratzen jakingo dugu inolako arazorik gabe.

4. Simplex algoritmoaren eraginkortasuna Simplex algoritmoaren eragin-
kortasuna aztertzeko, ikerlanak egin izan dira, eta lakintemaitzek diotenez,
soluzio optimora iristeko egin beharreko kalkulu kopurcede linealaren aldagai
kopuruaren mende baino murrizketa kopuruaren mende dagoel

2Adibide bat ikusLinear programming and network flows1. S. Bazaraa et al. liburuan
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