1. Kapitulua

Eredu linealak eta ebazpide grafikoa

Ikerkuntza Operatiboaren barnean programazio lineategarrantzitsua da. Tek-
nika matematiko horretako metodoek murrizketak dituzf@mazazio-linealeko
problemen soluzio optimoa lortzea ahalbidetzen dute. éfiko problemak prak-
tikan kontestu desberdinetan sortzen dira, mugatuak takabideak zenbait jar-
dueren artean banatu behar direnean. Asko dira prograriagearen bidez
adieraziak eta ebatziak izan daitezkeen egoerak, halabeblarrei baliabideak
esleitzea, ekoizpenaren plangintza egitea, ekoiztutedduituen garraioa anto-
latzea iturburuetatik helburuetara eramateko, nahastagmak etab.

Programazio linealak eredu matematiko lineal bat erahiltdu ebatzi beha-
rreko problema adieraztekolineal adjektiboa erabiltzen da ereduaren funtzio
guztiek izaera lineala dutelako.

1.1 Eredu lineala

Problema lineal batean funtzio lineal bat optimizatu (ma@xatu edo minimizatu)
behar da, problemaren aldagaiek inekuazio linealen sesteahbete behar dute-
larik. Honelakoa da eredu lineala:

opt z =c’'x (1.1)

hauen mende

VIA
on

Ax (1.2)
x>0 (1.3)
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Optimizatu beharreko funtzio lineala (1.1) da k&dburu funtzioaesaten zaio;
problemaren aldagaiek bete beharreko inekuazio lineédéansa (1.2) da etanu-
rrizketaesaten zaie, eta (1.8%-negatibotasunaren murrizketdika.

Eredu linealean agertzen diren elementuak ondokoak dira.

e x bektoreaerabaki-aldagaien bektoreda, etan osagai ditu.

o c’ bektoregrezio-bektore@dokostu-bektoreaa, etan osagai ditu.

¢ b bektoreabaliabide-bektoreala, etan osagai ditu.

e A matrizeakoefiziente teknologikoen matrizda, etam errenkada eta
zutabe ditu. Matrizeka;; elementu bakoitzak, j = 1,...,n jarduera
unitate bat egiteko behar déni = 1, ..., m baliabidearen unitate kopurua

adierazten du.

Eredu linealeare”, b eta A parametro ezagunak dira; ez ordedektorea.
Hain zuzen ereb bektoreko baliabideak modu optimoan esleituak izateko,
erabaki-aldagaien balioak aurkitzean datza problema.

1.2 Eredu lineala idazteko formak

Aurreko atalean definitutako eredu lineala forma desbetdmadierazia izan dai-
teke.

1. Bektoreen tamaina eta koefiziente teknologikoen matrezeakontuan har-
tuz,

optz =cix1 +cowa + -+ cpxy
hauen mende

<
a11%1 + a19%s + - - - + a1, > by

<
A21T1 + A22Xo + * + + + AopTy > bz

<
Am1T1 + Am2T2 +-+ AmnTn > bm

x17x27"'7xn20
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2. Matrize-forman.

X1
optz = (¢1,...,¢p)
"
hauen mende
a1y a12 e Q1n hal bl
<
A1  QA22 ... Q2qp o) by
>
Am1  Am2 Amn Ty bm
(xlax%”' 7xn)T Z (0707 70)T
3. a;, ay, ..., a, bektoreakA matrizearen zutabeak izanik,

optz =cixy +coxa + -+ cpxy
hauen mende

<
a;r; +agsrs+---+a,r, >b

ijO,jzl,...,n

1.3 Eredu lineala sortzen

Sistema erreal bat programazio linealeko teknikak emhbitertu nahi denean,
sistema adieraziko duen eredua sortzea da eman behar @éenuehtsa. Eredu
lineala sortzea urrats garrantzitsua da, programazialkke tekniken bidez kal-
kulatuko den soluzio optimoa eraikitako eredu lineal hormreende baitago. Dena
den, eredua eraikitzea urrats zaila izan daiteke, hoaletagtiseinatutako metodo
edo erregela zehatzik ez dagoelako; ereduak eraikiz ikastereduak eraikitzen.
Horretarako lagungarri izan daiteke zenbait adibide [grakdztertzea.

1. adibidea. Garraio-problema

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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Enpresa batek bizikletak ekoizten ditly, H, eta H; hirietan dituen hiru su-
kurtsaletan. Hiri horietako bakoitzean hileEin0, 2100 etal500 bizikleta ekoiz-
teko ahalmena dute, hurrenez hurren. Enpresak lau bem&raregiten du lan,
A, B, C etaD, eta bezero horiek hile)0, 1100, 900 etal300 bizikleta erosteko
eskaria egiten diote, hurrenez hurren.

Ondoko taulan bizikleta bakoitza garraiatzeak sortukandkestua zehazten
da. Garraio-kostua bizikleta ekoitzia izan den herritikdr@arengana iristeko
dagoen distantziaren mende kalkulatua izan da.

A B C D
H, |10 8 10 13
Hy |19 6 15 16
Hs; |14 8 9 6

Bizikleten garraioa antolatzen lagunduko duen eredu lenetatzi behar da.
Ereduak enpresaren eskaintzen eta bezeroen eskariemazioa jaso beharko
ditu eta garraioa kostu minimoan egingo dela ziurtatu dehdu.

e Erabaki-aldagaiak.

z;;: H; hiritik j bezeroarengana hilero garraiatuko den bizikleta kopurua,
i=1,2,3,7=A,B,C,D.

e Helburu funtzioa. Garraio-kostua minimizatzea.
min z = 10214 4+ 8215 + 1021 + 13x1p + 19294 + 6295 + 15290+
+16x2p + 14234 + 823 + 9230 + 623D

e Murrizketak . Sukurtsaletako eskaintza eta bezeroen eskaria.
— Hirietako sukurtsalen ekoizpen-ahalmena ez da gaindharbe

Tia +x1B +x10 +x1p < 1000
Toa + Tap + Toc + x2p < 2100
T34 + 3B + T3¢ + x3p < 1500
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— Bezeroen eskaria zerbitzatu egin behar da.

T14 + Toa + 234 > 800
18 + Top + x35 > 1100
T1c + Toc + x3¢ > 900
T1p + Top + T3p Z 1300

— Ez-negatibotasunaren murrizketa Aldagaiek balio positiboak hartu
behar dituztez;; > 0, 1=1,2,3, j=A,B,C,D.

2. adibidea. Ekoizpen-problema

Enpresa batek hiru pieza mota ekoizten diy, P, etaPs, eta ekoizpenerako
A, B etaC makinak erabiltzen ditu. Makinak erabilgarri dauden ordplua eta
makina bakoitzaren ekoizpen-kostua ondoko taulan zehaiata.

Erabilgarritasuna Ekoizpen-kostua
(ordu/aste) (euro/ordu)
A makina 1000 6
B makina 1000 4
C makina 1000 )

Pieza bakoitza ekoizteko makina bakoitzean egon beharko dwu kopurua
zehazten da ondoko taulan:

P P Py
A makina| 1 2 3
B makina| 2 3 1

C makina| 1 1 1

Piezen ekoizpeneall; eta), materialak erabiliko dira. Material horiek kan-
titate mugatuan daudep00 kg eta1200 kg, hurrenez hurren. Ondoko taulan
zehazten da pieza unitate bakoitzaren ekoizpenean bemanaterial kantitatea.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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Pieza| M, (kg/pieza) M, (kg/pieza)
P, 1 2
I 1 3
Py 3 1

M, materialaren kostuf5 eurokoa da kiloko, etd/, materialaren& euro-
koa. Piezak ekoitziak izan direnean, salduak izango ®iréb6 eta70 eurotan,

hurrenez-hurren. Enpresak asteroko ekoizpena antolaiwdoarabazi maximoa
lortzeko.

e Erabaki-aldagaiak.
x;. enpresak astero ekoitziko duéh, j = 1,2, 3, pieza kopurua.

e Helburu funtzioa. Irabazia maximizatzea.

* Salmenta-prezioa 50x; + 5625 + 70x3

* Materialaren-kostua 1 x 1.5 + 2 x 3)zy + (1 x 1.5 + 3 x 3)xs +
(3x 1.5+ 1 x 3)x3

* Ekoizpen-kostua£1 x 64+2 x4+ 1x5)z;+(2x6+3x4+1x
S)rg+ (3 x6+1x4+1xD5)zs

Irabazia honela kalkulatuko da:

"Salmenta-prezioa> “Materialaren kostua™ “Ekoizpen-kostua”
Kalkuluak eginez ereduaren helburu funtzioa lortuko da.

max z = 23.5z1 + 16.522 + 35.573

e Murrizketak . Erabilgarri dauden makina-ordu kopuruek eta materiat kan
titateak murrizten dute ekoizpena.

x1 + 2x9 + 323 < 1000 (A making
221 + 3x2 + x3 < 1000 (B making
1+ w9 + 23 < 1000 (C making
x1 + w9 + 3z3 < 1000 (M; materiala
2xq + 3x9 + 23 < 1200 (M, materiala
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e Ez-negatibotasunaren murrizketa Pieza kopuru positiboa ekoitziko da,
x1, T2, 23 2 0.

3. adibidea. Nahasketen problema

Errefinategi batean petrolio-gordina tratatu eta hiru agag banatzen da, on-
doren, osagai horiek nahasizeta B gasolinak lortzeko. Gasolinen ekoizpenera-
ko erabilgarri dagoen osagai bakoitzeko upel kopurua etbhgkoitzaren kostua
eurotan honako taulan ematen dira:

Upel kopurua Kostua
0O, osagaid 2000 10
O, osagaid 3000 8
05 0sagaia 1000 12

A etaB gasolinen kalitate-maila egokia izan dadin, hiru osaghaiela naha-
si behar dira.

e A gasolinak duei®; osagaiaren kopurua gutxien#80 da, etaD, osagaia
gutxiene2%20; O3 osagaia, aldiz, gehien&z30 izango du.

e B gasolinak bere konposizioan osagai bakoitzetik gutxiétizizan behar
du.

Hiru osagaiak nahasiz lortuko direheta B gasolinak upeletan salduko dira,
40 eta3beko salmenta-prezioan, hurrenez hurren. Gasolinen eko@&zantolatzea
da helburua, ekoizpenetik lortutako irabaziak maximiekatz

e Erabaki-aldagaiak.

z;;: j gasolina sortzek®, osagai bakoitzetik erabiliko den upel kopurua,
j=AB,i=1,23.

e Helburu funtzioa. Irabazia maximizatzea.

* Gasolinen prezioa 20(x14 + 224 + x34) + 35(x15 + Tap + T3B)
* Osagaien kostua 0(x14 + 215) + 8(x24 + x2) + 12(x34 + x35)

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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Irabazia kalkulatzeko “Gasolinen prezioa™Osagaien kostua” egin behar
da, eta honako helburu funtzioa lortuko da:

max z = 30x14 + 3294 + 28134 + 25215 + 27295 + 23238

e Murrizketak . Hiru osagaietatik erabilgarri dauden upel kopuruak eta ga
solina bakoitzaren kalitatea bermatuko duten konposikmmurrizketek
ekoizpena baldintzatuko dute.

— Osagaien kantitateei dagozkien murrizketak.

14 + 215 < 2000 (O, osagaia
Toa + x2p < 3000 (O, 0sagaid
x34 + x3p < 1000 (O3 0sagaia

— Gasolinen konposizioa.

30
T14 > ﬁ.o(xm + xoa + X34)

20
ToA > m(%/x + xoa + T34)

30
T34 < m(%/x + Toa + X34)

25
r1B = m(!ﬁB + xop + w3B)

25
ToB = m(!ﬁB + xop + w3B)

25
T3 = m(!ﬁB + xop + w3B)

e Ez-negatibotasunaren murrizketa z;; >0, i=1,2,3, j=A,B

4. adibidea. Dieta-problema

Nutrizio-zentro bateanl, B, C eta D bitaminak kantitate egokian izango di-
tuen dieta prestatzen ari dira. Dietak bitamina mota bakbk kantitate hauek
ziurtatu behar dituA bitaminatik gutxiene25 miligramo, B bitaminatik25 eta
30 miligramo artean(C' bitaminatik gutxiene22 miligramo etaD bitaminatik
gehienez 7 miligramo.

Bitamina horiek lau elikagaitatik lortzen dira. Ondokoleuagertzen da eli-
kagai gramo bakoitzean dagoen bitaminen miligramo kopetaeelikagai gra-
moaren kostua.
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Bitaminak (mg/g) | Kostua
A B C D | (eurolg)

E; elikagaia| 2 1 0 1 0.014
Es elikagaia| 1 2 1 2 0.009
Ej elikagaia| 1 0o 2 0 0.013
E, elikagaia| 1 2 1 1 0.016

Beharrezkoak diren bitamina kantitateak bermatuko dikestu minimoko
dieta diseinatu nahi da. Honela idatz daiteke problemaraxtien duen eredu
lineala.

e Erabaki-aldagaiak.

z;: dietak izango duett; elikagaiaren gramo kantitatea= 1, 2, 3, 4.
e Helburu funtzioa. Dietaren kostua minimizatzea.

min z = 0.014x; + 0.00922 + 0.013x3 + 0.01624

e Murrizketak . Dietak bitamina kantitate egokiak bermatu behar ditu.

2x1 + w9 + x3 + 14 > 25 (A bitamina)
1+ 229 + 224 > 25 (B bitamina)

1 + 2x9 + 224 < 30 (B bitamina)

9 + 2x3 + x4 > 22 (C bitamina)
1+ 229 + 14 < 17 (D bitamina)

e Ez-negatibotasunaren murrizketa z; > 0, j =1,2,3,4

5. adibidea. Mozketa-problema

Enpresa bateahmetroko zabalera et) metroko luzera duten paper-bobinak
ekoizten dira. Bezeroengandik zabalera txikiagoko papéinen eskariak jaso
ohi direnez, eskatutako neurrietara moztu egin behamaiita. Datorren hilabe-
terako ondoko eskariak jaso dira:

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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Eskaria

Zabalera (bobinak)
3m 100
2m 100
1.5m 300
Im 150

Mozketa antolatu behar dametroko zabalerako paper-bobina kopuru mini-
moa moztuz bezeroen eskariak zerbitzatzeko. Paper-dobeazeroek eskatutako
zabaleretara mozteko aukera desberdinak daude. Hondka taburbiltzen dira
5 metroko zabalerako bobinak eskatutako zabaleretan kuodteiden 7 aukerak:

Mozteko Zabalera
aukera | 3m 2m 1.5m 1m
1 1 1 0 0
2 1 0 0 2
3 0 2 0 1
4 0 1 2 0
) 0 1 0 3
6 0 0 2 2
7 0 0 0 5

e Erabaki-aldagaiak.

x;: j mozteko aukeraren arabera moztutako paper-bobina kopyrea
1,...,7.

e Helburu funtzioa. Moztutako paper-bobina kopurua minimizatzea.

min Z2=x1+x2+23+2Ts+ 25+ T+ 27
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o Murrizketak . Bezeroen eskariak zerbitzatu behar dira.

T+ x9 > 100

T + 223 + x4 + x5 > 100

2x4 + 2z6 > 300

2x9 + x3 4+ 3x5 + 226 + 57 > 150

e Ez-negatibotasunaren murrizketa z; >0, j =1,...,7.

5 metroko zabalerako paper-bobina moztean zentimetro batferrik galdu-
ko direla onartzen bada, mozketarako beste aukera batZnk digtezke. Moz-
keta egitean, gehienézs metroko paper-soberakina sortuko duten mozketarako
aukerak ondoko taulakoak dira:

Mozteko Zabalera Papera
aukera | 3m 2m 1.5m 1m | soberan
1 1 1 0 0 0
2 1 0 1 0 0.5m
3 1 0 0 2 0
4 0 2 0 1 0
5) 0 1 2 0 0
6 0 1 1 1 0.5m
7 0 1 0 3 0
8 0 0 3 0 0.5m
9 0 0 2 2 0
10 0 0 1 3 0.5m
11 0 0 0 ) 0

Kasu honetan, paper-bobinak moztdkoaukera desberdin daude, eta aukera
bakoitzaren arabera moztuko den paper-bobina kopurusaadie duen aldagai
bana definituko dugu, hau dgl, erabaki-aldagai. Aldagai horiekin honako eredu
lineala planteatuko dugu:

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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min z = 1 + xg + 3 + T4+ o5 + 6 + X7 + T3 + Tg + 10 + T11
hauen mende
1 + 29 + 23 > 100
1 + 234 + 75 + 26 + 27 > 100
To + 25 + 16 + 3x8 + 229 + 219 > 300
2x3 + x4 + x6 + 317 + 229 + 3119 + D11 > 150
T1,...,211 >0

1.4 Ebazpide grafikoa

Problema lineal guztiak grafikoki ebatzi ezin diren arrenztgek badute inter-
pretazio geometrikoa. Eredu linealen ebazpide grafikeetaea interesgarria da
programazio linealean garrantzitsuak diren kontzeptuakl@ki ikus daitezkee-
lako, hala nola soluzio baten hobekuntza, soluzio motakurquntuak.

Inekuazio-sistemaren soluzioen multzoa ekuazio bakbezdintzaz marraz-
tuz eta ondoren inekuazioak adierazitako espazioerdizkialortzen da. Hel-
buru funtzioa paraleloak diren zuzenen familia bat da, auxa z-ren balio ba-
koitzerako. Zuzen hori soluzioen multzoaren gainean despliz,z-ren balioa
optimizatu egiten da, eta optimoa lortuko da zuzena soduzroultzoaren muga-
raino iristen denean. Helburu funtzioaren balio optimaadmuzioen multzoaren
erpin batean aurkitzen da.

Atal honetan, bi aldagaiko eredu lineal batzuren ebazpidékga aztertuko
dugu.

Adibidea. Soluzio optimo bakarra duen problema
Har dezagun ondoko eredu lineala:

max z = 6x; + 329
hauen mende

201 + 4xy < 8

—x1 + 49 < 4

T — Ty < 2

1,22 >0
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Murrizketek definitutako soluzioen multzoan helburu fuoézen balioa ma-
ximizatuko dutenr; etax, aldagaien balioak aurkitzean datza problema.

Soluzioen multzoa koordenatu-sistema batean marraxdaigeduaren mu-
rrizketa bakoitza espazioerdi bat da. Adibidez, eredubsie@nengo murrizketak
definitutako espazioerdia grafikoki adieraztekq + 4r, = 8 zuzena marraz-
tuko dugu. Zuzen horrek planoa bi espazioerditan banatmereta horietako
bat da murrizketari dagokiona, zuzena barne, murrizketallibtza ere badue-
lako. Adierazpen grafikoan, gezien bidez erakusten da mketa bakoitzari da-
gokion espazioerdia. Zuzenak definitutako bi espazioerdreean murrizketari
zein dagokion erabakitzeko, planoko puntu bat hartu etainketa betetzen duen
egiaztatu besterik ez da egin behar. Ereduko murrizketagpgrafikoki adiera-
Ziz eta ez-negatibotasunaren murrizketak kontuan hgstoblemaren soluzioen
multzoa lortuko da.

X2

D 21‘1 + 41‘2 =8 X1

Aurreko irudian margotutako eskualdea problemaren soduzimultzoa da;
eskualde horretan dauden puntuek problemaren murrizketeay, ez-negatibotasunaren
murrizketak barne, betetzen dituzée ABC D poligonoa multzo ganbila da.

Poligonoaren erpinak kalkula daitezke ekuazio-sistensidataz. O puntua
koordenatu-sistemaren jatorria d&.= (0, 1) puntua—z; + 4z, = 4 zuzenaren
eta ordenatu ardatzaren arteko ebaki-puntua/da= (2, 0) puntuaz; — xo =
2 zuzenaren eta absiza ardatzaren arteko ebaki-puntu#da. (3, 3) puntua
—x1 + 4x9 = 4 zuzenaren etar, + 4z, = 8 zuzenaren arteko ebaki-puntua da.

C = (8, 2) puntuaz, — 2, = 2 zuzenaren etar, + 4z, = 8 zuzenaren arteko
ebaki-puntua da.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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Helburu funtzioa soluzioen eskualdearen gainetik degften dugunean, koordenatu-
sistemaren jatorritik urrunduz;ren balioa hazi egiten da. Desplazamendua es-
kualdearen mugaraino iritsi arte egin behardaptimizatzeko. Horrela, egiazta
daiteke problemaren soluzio optim@apuntuan aurkitzen dela, eta helburu fun-
tzioakz* = 18 balio optimoa lortuko duela bertan.

Adibidea. Soluzio optimo anizkoitza duen problema.
Har dezagun ondoko eredu lineala:

max 2z = x1 + 9
hauen mende

1+ 29 <8

—4r; +4x9 <8

201 — 19 < 6

Ty, T2 > 0

Problemari dagokion soluzioen multzoa grafikoki adiedeztaurreko adibi-
dean azaldu bezala egiten da. Oraingoan, problemaren@umultzoa grafi-
koan margotuta ikusten dénA BC D poligonoa daB = (3,5) puntuar; + z, =
8 zuzenaren eta4x; + 4z, = 8 zuzenaren arteko ebaki-puntua da= (%, 1—3?)
puntuar; + z, = 8 zuzenaren etdr; — x, = 6 zuzenaren arteko ebaki-puntua
da.

—4ZE1 + 41’2 =38

2[L‘1—[L‘2:6
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Helburu funtzioa soluzioen eskualdearen gainetik mugariaitsi arte despla-
zatuz optimora iristea lortuko da3 etaC' erpinak etaBC' segmentuko puntuak

problemaren soluzio optimoak dira. Helburu funtzioarehdbaptimoa z* = 8
da.

Adibidea. Problema bideraezina.

Har dezagun ondoko eredu lineala.

max 2z = x1 + x9
hauen mende

201 + 29 < 5

Ty — T9 >4

1,72 > 0

Problemaren murrizketa guztiak grafikoki marraztuz egidaiteke ez dagoe-
la murrizketa guztiak betetzen dituen punturik. Hortanppemak ez du soluzio-
rik; bideraezina da.

X2

) 2[L‘1+l’2:5

T — Ty =

/>{< z

Adibidea. Soluzioen eskualde bornegabea. Soluzio borndgea.

Har dezagun ondoko eredu lineala:

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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max z = x1 + 2T9
hauen mende

T+ 229 > 2

—2r1 + 19, < 4

1,22 >0

Grafikoan ikusten den bezala, soluzioen eskualdea boreagk) eta helburu

funtzioa adierazten duen zuzena etengabe desplaza daitékeaz, problema
honen soluzio optimoa bornegabea dela esaten da.

Adibidea. Soluzioen eskualde bornegabea. Soluzio bornadu

Izan bedi honako eredu lineala:
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min z = x1 + 229
hauen mende

T+ 2w9 > 2

=21+ 129 < 4

x1,T2 > 0

Adibide honetan, soluzioen multzoa bornegabea da, balnais@ptimo bor-
natua aurki daiteke, helburu funtzioa soluzioen eskuatshegainetik koordenatu-
ardatzen jatorriratz desplazatuz mugara iritsi arte. élarregiaztatu ahal izango

dugu soluzio optimoakl = (0, 1) puntua,B = (2, 0) puntua etad B segmentuko
puntuak direla, eta balio optimaa = 2 dela.

T2

$1+2$2:2

Eredu linealak ebazterakoan aurki ditzakegun soluzio rgo#tiak ikusi di-
tugu adibideen bitartez. Soluzio mota bakoitza modu adigban identifikatuko
duten baldintzak 2. Kapituluan aztertuko dira. Bertanderinealak ebazteko
erabiltzen den simplex algoritmoa aztertuko da.

A. Eranskinean espazioerdien eta multzo ganbilen defimtagropietateak
modu zehatzagoan azalduak daude. 2. Kapituluan frogatukoediu lineal baten
soluzio optimoa soluzioen multzo ganbilaren mutur-purattebn aurkitzen dela.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



