Sistemas de ecuaciones lineales.

Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
triangulares. Sustitucion regresiva y progresiva.

En es te apartado se desarrolla un algoritmo con el que se resuelven sistemas de ecuaciones lineales
cuya matriz de coeficientes es triangular superior. Se conoce con el nombre de sustitucion regresiva.

Dado un sistema de ecuaciones lineales, cuya expresion matricial es A x=b , donde A es una matriz
triangular supetior , si los elementos de la diagonal principal de A, &, #0 i=1,.,n, el sistema tiene

solucion tnica.
Resolveremos el siguiente sistema:

a1,1)(1+a'1,2)(2+"' +a1n—2(n—1+a ]rJXn :b 1
a2,2x2+"'+a2n—1xn— 1+a2’1)§1 = b2

ak,kxk + ak,k+1xk+1 Tt aknxn = h(

a'n—l,n—lxn—l + a‘n—1,nxn = bn—l
8, %, =b,

Se comienza resolviendo el sistema desde la tltima ecuacion a, X, =b, = X, =——;

N

Conocido el valor de x;, se pasa a la ecuacion n-1 para despejar x;, .

bn—l ~ 810X .

aTl—l,n—an—l +an—lnxn = bn—l = Xn—l =
an—l,n—l

Conocidos los valores de x;, y x;,, se pasa a la ecuacién n-2 para despejar x;,.,.

bn— k- NIPYNE) G- N n)%
8, 20228 op Xt 8 X, TR, X 5= : A S
A_2n-2%-2

Asi se van despejando los valores de x; desde i=n hasta 1. La incognita x, se calcula mediante la
siguiente expresion:
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODOS ITERATIVOS

b - Zn: &%

X, = j=k+1 , expresion valida para k=n-1, 1.

Ak

Ejemplo:

Se utilizara el método de sustitucion regresiva para resolver el siguiente sistema lineal triangular
superior:

X +2X, X, +X,=1
=X, +X; +2X, =3
3%, +1%, =13
-13x, =-13

Despejando x;, de la tltima ecuacién obtenemos

- 13_

X_
* 13

Usando valor obtenido para x;, =1 en la tercera ecuacion, se obtiene

_13-13(1)_,,
3

Con los valores de x;, =1 y x; =0, se despeja x;, de la segunda ecuacion

. 3—1((3)1— 20)__,

Finalmente se obtiene el valor de x; de la primera ecuacion

_1-2(1)+1(0) 14)_,,
1

Coste operativo.

Nuamero de operaciones empleadas para resolver un sistema de ecuaciones lineales triangular superior
por sustitucion regresiva

En el estudio del nimero de operaciones realizadas para resolver un problema de analisis numérico,
nos centraremos tan solo en el control de las operaciones de tipo producto y division.

12



lecczio N ) Toral En cada etapa, se realiza solo una division, se

~ 1 0 1 divide entre & mientras que el nimero de
~ 1 1 multiplicaciones coincide con el numero de
X2 1 2 3 n

sumandos del sumatorio Z a X . Si el
Xk 1 n-k n-k+1 j=k+1

sumatotio va desde k+1 hasta n, serin n-k
2 1 “‘i ol sumandos, por lo que hay n-k productos.
X1 n- n

El nimero total de operaciones realizado sera:

don-k+l=n+t (n-+ (n-2p .+ F Z E
k=1

n 2 2
22k:n+n:n—
k1 2 2

Sustitucion progresiva.

Al igual que hay sistemas de ecuaciones lineales triangulares superiores, los hay triangulares inferiores
que se resuelven mediante sustitucion progresiva, el concepto es el mismo, pero en este caso se
comienza desde la primera ecuacion, de donde se despeja el valor de la primera variable, y se continua
de forma sucesiva con todas las ecuaciones hasta la dltima, de la que se despeja el valor de la ultima
incognita, como se puede apreciar en el siguiente sistema.

Q& X, =h
a, X, +a, X, =h,

8, X, T8, Xp* ... +8, X, =h,
b .

Se comienza despejando ; de la primera ecuacion: X =——

a,

Conocido el valor de x;, se pasa a la segunda ecuacion para despejar x,.

:bz_az,lxl.

%
&2

Asi se van despejando los valores de x; desde i=1 hasta n. La incégnita x, se calcula mediante la
siguiente expresion:

=

b -2, & X
X, = j=1 , expresion valida para k=2, ,n.
A

k
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODOS DIRECTOS

Ejemplo con Mathematica

= Matriz de Coeficientes
1234
056 7]|.
0089y
000 2

= Término independiente

Inf1l]:= a=

2= b= (1, 2, 3, 4y;
= Solucion

In3l:= Li near Sol ve[a, b]

43 3 15
ar {75 56+ 52}

Método de sustitucion regresiva

Inf4:= n= Lengt h[a]

out[4= 4
briill-SYaatt, j11+x

k= Do[X; = aln . 11 (I O A A |

Solucién
ine]:= Tabl e[xi, {i, 1, n}1

43 3 15

R [

oue= {500 55 52|

Eliminacioén gaussiana

Se presenta un método que permite transformar un sistema de ecuaciones lineales 4x=4 en un sistema
equivalente del tipo Ux=¢ donde U es una matriz triangular superior y por lo tanto puede resolverse
mediante sustitucion regresiva.

Para transformar el sistema, se realizan transformaciones elementales de filas sobre las matrices A y b,
lo que permite obtener un sistema equivalente, es decir, que tiene la misma solucién que el sistema
original.

Como las transformaciones elementales se realizan sobre las ecuaciones, una forma comoda de trabajar
es agrupar la matriz de coeficientes y el término independiente en una tUnica matriz llamada matriz

ampliada del sistema [Al b] , sobre la que se realizaran las operaciones.

Descripcion del método.

Se trata de transforma la matriz de coeficientes del sistema en una matriz triangular superior, lo que
implica eliminar todos los elementos que se encuentran por debajo de la diagonal principal en la matriz
de coeficientes.

El proceso consta de n-1 etapas, siendo #X# la dimension de la matriz de coeficientes A. En cada etapa
se eliminan los elementos que se encuentran por debajo del elemento @, en su columna,

ak+l,k’ak+2,k!--'1ank‘

14
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Al elemento &, se le llama pivote y debe ser no nulo.

Primera etapa.

a,,
r 1 F - F-—F
) ) (@] M| 2 2 1
1 2 ai; an bl() (11)
(0] @ ) M| 1@
1 Q5 ayh as) bz aéll)
® L0 L0 0| @ R-FR-—wh
1 83y 83 ay|b; a,
(€] 1) @ Dk ()
Lt 2 3 nbn = —>F—a"1F

@

-
@ ~ M
a1
1)
-
@ ~ My
a1
M
@
1
@~ Mha

1

a.
. 1 _ . .
Los cocientes —= = m,; se conocen con el nombre de multiplicadores. El resultado de realizar esas

A,
operaciones sobre las filas es wuna matriz ampliada que
2 el al - al|x] [6]
0 ay & - x| |0
0 A df - al| x|<| b
o an al - agx] L]

tiene la siguiente forma,

Los superindices que se han colocado indican la etapa para la que se utilizan los coeficientes. En la
primera etapa, los unicos coeficientes que no se transforman son los de la primera fila, por eso
mantiene el superindice 1, mientras que todo el resto quedan modificados por las transformaciones

elementales que se han indicado.

En la k-esima etapa, tras las transformaciones realizadas, el sistema, representado mediante su matriz

ampliada, es de la forma:

(€ (@) @ (€ €}
a1 a1,2 alk a1k+ 1 a In
(2) (2) (2) (2)
0 ERY PR - Yoo ay;
(k) (K) (K)
o o0 .. a9 &4, .. &
(k) (K) (K)

O 0 cee +1k +1k+1 ot +1n
(k) K k)
_O 0 k k+1 i n

@ ]
b

(2
b3
b

k)
+1

"

15



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODOS DIRECTOS

La expresion general de las transformaciones que se realizan en la etapa k-esima sobre los elementos de

() {i=k+1,...,n

cada fila desde la fila k+1 hasta la n son: a,.(,kjﬂ) = -(’kj) —% (lfj) )
. j=k+1..n

Los términos independientes se transforman de la siguiente manera:
(k)
q(k+1) - b(k) _ ai,k h((k) . | - k+1 n
1 (k) ) ey
Ak

Asi, después de las n-1 etapas el sistema queda transformado en un sistema triangular superior, cuya
matriz ampliada es:

PRe) 6 ® @ | 1Ko ]
1 al,Z al,S aln q
2 A2 @) | k2
0 2 i 3_2n bé )
3) @) | h3)
0 0 3 o}

(n-1) (n-1) -1

O O O -1,n-1 an—l,n bﬁl )
(m)

0O 0 O 0 V| b

Este sistema se resuelve mediante sustitucion regresiva tal y como se ha descrito en el apartado anterior.

Coste operativo

Analizaremos el coste operativo de una etapa cualquiera £ y después realizaremos la suma total para
todas las n-1 etapas.

als i

k

El cilculo de los multiplicadores m , = =k+1,...,n supone (n - k) divisiones en la etapa k-

esima.

En cada etapa hay que modificar coeficientes de la matriz A mediante la expresion,

(k) —

*) _ (K
ai,j i, ] mi,ka'k

|

{i:k+L“n

j=k+1,..n° PO tanto, una multiplicacién por cada elemento, lo que hace

un total de (n- k)2 productos.

En cuanto a los términos independientes, se ven afectados los correspondientes a las dltimas (n - k)
ecuaciones. Y la expresion de célculo es Q(kﬂ) = h(k) - m’kbk(k) I =k+1,..,n, por tanto se trata de

(n - k) productos.

En la etapa k-esima se deben realizar las siguientes operaciones:

16



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODOS DIRECTOS

*  Calculo de los multiplicadores: (n - k) divisiones.

2
*  Calculo de los coeficientes de la mattiz A: (n - k)

Para la modificacion de la matriz de coeficientes desde la matriz A hasta la matriz triangular U , seran
n n

por tanto Z[(N—k)ﬂn—k)ﬂ=:Z;(n—k)(n—k+1):%_§:_3

*  Calculo de los términos independientes (n - k) productos.

Para modificar la columna de términos independientes se necesitan por  tanto,
2

n
Z(n k) = Zk—— 5=

2

n
Como resolver el sistema triangular resultante necesita de ) operaciones, el total de operaciones para
_ ) : n n> n®> n®
resolver el sistema sera: Total Operaciones=— + > + > = 3

Bemplo:
[}
Resuélvase el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante el método de eliminacién gaussiana:

X +2X,+4x, =4

95X, +6X,+ 7X,+ 8X, = 3
Ox, +x,=2

3 +4X, +X,+ X, = 1

LLa matriz ampliada del sistema es

Pivote - |1 2 0 4| 4
m,=55 6 7 8|3
m,=919 0 1 02
m,=3|3 4 5 6|1

La primera fila se utiliza para eliminar los elementos &, desde i=2 hasta n, mediante los
multiplicadores M, realizando las transformaciones de filas F=F- rn’lFl i =2,...,n obteniéndose

el sistema equivalente que tiene por matriz ampliada

1 2 0 4 4
Pivote - |0 -4 7 -12|-17
m,=450 -18 1 -36/-3
m,,=050 -2 5 -6 |-11

17
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Utilizando como pivote el elemento a, , se eliminan el resto de elementos de su columna aplicando los

multiplicadores M ,.

1 2 O
0 -4 7
Pivote -~ |0 O ﬂ
3
Ms=g10 0 3
61_ >

4

-12

4
- 17
85
2
-5
2

En esta ultima etapa, eliminando el elemento @,, se consigue un sistema equivalente triangular

superior
1 2 0
0 -4 7
0 0
0O 0 O
Resolviendo ~ por  sustitucién — regresiva
_11. 49  _ -5 _-2%

X, =E— Xy =— X, =
27'°% 18°° 3% B4

-61

@

4
-12

18

54
61

4
-17
85

2

-25

61

obtiene

la

problema

18
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Ejemplo con Mathematica

Método de Eliminacion Gaussiana

1204
56738
Inf1]:= a= 9010
\3456)
ou[l= ({1,204 }, (5678 1}, {9,0,1,0 1}, {3456 1}

2= b=1(4, 3, 2, 1}
oufz= {4,3,2,1 }

3= Li near Sol ve[a, b]
o (2, 25 B,

“l27’ 180 3 54
4= n= Lengt h[a]

ouf4= 4
= Eliminacién Gaussana

5= Do[

o[
- - arfi, ki
BLLI 11 =bILi 11 -brIkIT* =
{ EETCISTR
ati, ki1

Dofarfi, j11=arti, j11-artk, J]]*m

, 4iy k+1, my]; arri, k11=0;}
i k+ 1, my,
tk, 1, n-1}]

Infel:= a// MatrixForm

Out[6]//MetrixForm=
( 12 0 4
10 -4 7 -12
oo & 18

| 2

|
00 0

elg

In[7:= b // MatrixForm

|
|
|
J

Out[7]//MetrixForm=
4

'\"8? 5

(
;
|
f
i
{

2[R

= Sustitucion regresiva

brri11-Fkiaalli, j11x
arfi, i11

ing:= Do[xi = s {ihn 1 -1y

= Solucion

Ing:= Tabl e[x;, {i, 1, n}]

g (1L 45 %
”'{27’ 18”3”54}
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Meétodo de Gauss-Jordan

Este método resuelve un sistema de ecuaciones lineales transformandolo en un sistema diagonal, de

modo que el sistema de partida A x=b se transforma en un sistema D x=c equivalente, donde D es
una matriz diagonal.

Proceso de calculo
Como la matriz de coeficientes se debe transformar en una matriz diagonal, el proceso consta de 7
etapas En la etapa k-esima se eliminan todos los elementos de la columna k salvo el g , . Esto implica

realizar transformaciones elementales sobre todas las filas salvo la fila £, esas transformaciones son del

tipOFi:Fi—ﬂ . 1=1,2,..n ;izk
K
e ® ) Q) (K]
. 0 0 ... ay Aer - Ay b,
(2) (k) (k) (k) (K)
0 2 0 K a2k+1 aZU b2
(3) (k) (k) (k) (k)
0 0 a2 .. a%® a¥%, .. a¥ |bp¢
(k) (k) (k) (K)
O 0 O k k+1 n h(
(k) (k) (k) (k)
O 0 O e +1,k +1,k+1 e +1n h<+ 1
(k) (k) (k) (K)
L O O 0 K k+1 n bn

De este modo, después de las n etapas se consigue un sistema, con matriz de coeficientes diagonal

i (}1) 0 0 0 o .. O bl(n)_
0 a3 o0 .. O 0 .. 0/[b"
o 0 a¥ .. o0 0 .. O |b"
o 0 0 .. a% 0 ... 0|Qp"
0 0 0 .. 0 a%v, .. 0|

0 0 0 .. O 0 ... af|h" ]|

Este sistema se resuelve dividiendo cada elemento término independiente entre el elemento
(n)
correspondiente de la diagonal principal de la matriz de coeficientes X = — i=1,..n.

i
El nimero de operaciones que se deben realizar es el siguiente:
- Para cada etapa n-1 multiplicadores, es decir, ( n-1) divisiones.

- Para cada etapa hay que modificar (n-k) elementos de las (n-1) filas

20
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n3
2

Por tanto Z[(n D+ (- -k)]= (n- 1)Z(n k+1)=

I\)|3

i
2

- Para el calculo de los nuevos términos independientes (n-1) productos, por cada una de las n
etapas

Por tanto (N—1)n=n’—-n=n?

Para la resolucion del sistema solo hay que hacer # divisiones.

n® n®
Total Operaciones = > +n?+n = =

Comparando el numero de operaciones necesarias para resolver un sistema por este método, en
relacion al método de eliminacién gaussiana, resulta mas econémico utilizar la eliminacion gaussiana en
lugar de éste.

Sin embargo, el nimero de operaciones necesatias para calcular la inversa de una matriz, es del mismo
orden aplicando cualquiera de estos dos métodos.

Resuélvase el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante el método de Gauss-Jordan:
X +2X, +4x, =4
5X +6X,+ 7X,+ 8X,= 3
X +x=2
3X +4x, +5X;+ 6, = 1

La matriz ampliada del sistema es

Pivote -1 2 0 4| 4
m,=5|5 6 7 8|3
m,=919 0 1 0|2
m,,=3|3 4 5 6|1

La primera fila se utiliza para eliminar los elementos @, desde i=2 hasta n, mediante los
multiplicadores 1M} realizando las transformaciones de filas F =F -m,F i=2,..n

obteniéndose el sistema equivalente que tiene por matriz ampliada

m,=-051 2 0 4 |4

Pivote - |0 -4 7 -12|-17
m,=45/0 -18 1 -36| -3
m,,=05/0 -2 5 -6 |-11
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Utilizando como pivote el elemento @, , se eliminan el resto de elementos de su columna aplicando

los multiplicadores m ,.

-7 7 -9
=—— 1|1 0 - -2|=
Ms 61 2 2
m -14/0 -4 7 -12|-17
© el 0o 81 19 |8
Pivote — 2 2
-3 3 -5
=~lo o = o |—=
Mes 61 | 2 2 ]

En esta etapa, se eliminan el resto de elementos de su columna aplicando los multiplicadores m .

_4 11 0 O 4 23
m, ~5a 61 61
_-a800 -4 o 480|442
4~ T5g o1 61 821
) :£61 00 — 18 >
’ 54
Pivote -~ [0 O O o4 -25
L 61 61 |

En esta ultima etapa se eliminan los elementos que se encuentran por encima del elemento a, ,

o4
61

1]
27
-98
9
305
6
-25

61 |

Dividiendo cada término independiente entre el coeficiente de la diagonal principal se obtiene la
) (oLl 49 -5 -2
solucion del problema. 572" 18T 3" g
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Ejemplo con Mathematica.

Método de Gauss-Jordan

ouft= {{1,20,4 1}, {5678 3}, {9010 1}, (3456 }}

n2:=b={4, 3, 2, 1}
ou2= (4,3,2,1 }

In3:= Li near Sol ve[a, bj
11 49 5 25
g (o= = -2 oo )
27 18 3 54
In[4:= n= Lengt hfa]

ouf4= 4
= Gauss-Jordan

insl:= Do|

Do

i #k
Co b arri, ki1,
{bwn-bwn—b[[k]]*ia[[k’ ka1
Co A . arr, ki
DO[a[n,J]]-a[n,m—a[[k.111*761[“(’ K13
AL Ly,
tk, 1, ny]

Infel:= a// MatrixForm

Out[6]//MetrixForm=

0% 0 o]

‘0 -4 0 0 ‘
61

‘00 > 0‘

4

(00 0 o)

In7:= b// MatrixForm

Out[ 7]//MetrixForm=

1
1z, |
®8 |
|79 |
| a5 |
5
_5 |
L")
= Resolucion
bLI] :
ing:= Tabl e[ ————, {i, 1, n}
[a[[|, 111 ]
11 49 5 25
ougl= {2— == )
7 18 3 54

iy k+1, m]sarn, k11=0;}]
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Pivotaje parcial

En los métodos de eliminacién que se han descrito, se realizan transformaciones de filas, de manera
que se eliminan elementos de la columna del elemento pivote @, , .

Puede darse el caso en que el elemento pivote sea nulo, de manera que no se pueda continuar con el
proceso, puesto que el pivote aparece en el denominador de todas las transformaciones de filas que se
realizan.

Cuando el elemento pivote es muy proéximo a cero, 0 muy pequefio en relacion al resto de elementos
ak
. ik .
de su columna, el multiplicador m, =ﬁ se hace muy grande, lo que amplifica los errores de
k
redondeo en las transformaciones que se realizaran a continuacion.

Para evitar estos inconvenientes se utilizan las técnicas de pivotaje.

Bemplo1:

Se pretende resolver el siguiente sistema por eliminacion gaussiana trabajando con cuatro cifras
significativas.

0.003 + 50.14,= 59.07 x, =10.0C
529]}(1_ 613&2 — 4678cuya solucion exacta es )(2 - 1.00

(]
La tnica etapa que hay que realizar tiene como multiplicador m, ; = % .
1

W 0.00%, + 59.14, = 59.17
m, =21 =521 176566 176450 00K 2
% 0.003 -10430%, = - 10440
o | [%=-10.00
Del sistema triangular se obtiene la solucion
x, = 1.001

En este ejercicio, el pequefio error que tiene el calculo de X,, se amplifica al calcular X, debido a la
59.17- 59.14,
0.003

pequefa magnitud del pivote a,. X =

Esto nos indica que debemos elegir como pivote el elemento de mayor valor absoluto que haya en la
columna k-esiama a partir del elemento aﬁ"k’ y realizar el intercambio de filas correspondiente. A esta

técnica de pivotaje se denomina pivotaje parcial.
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Bemplo2.:

Se pretende resolver el siguiente sistema por eliminacion gaussiana trabajando con cuatro cifras
significativas.

30x, + 591406, = 59170 i x =10.00
% t
5.29% — 6.13@, = 46.78" cuya solucién exacta es %, = 1.00

Se trata del ejemplo 1 al que se ha multiplicado por 10*1a primera ecuacion.

Y 0.003 + 59.14, = 59.17
m“=%=£91=0.1764: % 2
Toan 30 -10430%, = - 10440
o . . . . _ X, =-10.00
Por sustitucion regresiva, del sistema triangular se obtiene la solucion
x, = 1.001

En este caso, el error no se produce por tener un pivote muy pequefio, sino porque es pequefio en
relacion al resto de elementos de su fila.

Para evitar la amplificacion de los errores de redondeo, en este caso, se utiliza la técnica del paotaje
parcial escalade. 1.os pasos que implementan esta técnica son:

Primer paso: Definir los factores de escala de cada fila § =maxa, ‘ Si pata alguna fila § =0, el

I<j<n
sistema no tiene solucion si B # 0, mientras que si I =0, la solucién no es unica y el proceso se

detiene.

Segundo paso: Para cada etapa £ se elige como pivote aquel elemento @, a partir del cual se obtenga

2,
ik . e .
max .y se realiza la eliminacién con ese pivote.
ksjsn g
j

Bemplo 3:

Se pretende resolver el siguiente sistema por eliminacién gaussiana trabajando con cuatro cifras
significativas utilizando la técnica del pivotaje parcial escalado.

30x, + 591406, = 59170
529K - 6.13®, = 46.78

s =max{|3¢ | 59140p= 591400

Calculo de los factores de escala:{SZ _ max{ | 5.29|1|’_ 6.131}): 6.17
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; = Pivote=a,, = 5.29:
591400 6.13

Eleccién del pivote max
6.130

130 |5.291t} _| 5291

Se intercambian las filas F, « F, y se resuelve el sistema:

46.78
59170

529X - 6.13Q,
30x, + 59140,

Se obtiene la solucion exacta del sistema trabajando con cuatro cifras significativas.
Observaciones:

Cuando el sistema de ecuaciones lineales tiene un mayor numero de ecuaciones, el intercambio de filas
implica un gran numero de operaciones, por lo que se sustituye esta operacion por la utilizacién de un
vector de permutacion que indica en cada etapa, la fila a la que corresponde el pivote que se esta
utilizando. Lo veremos con un ejemplo.

Bemplo4:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones mediante pivotaje parcial  escalado.
1 3 5 7||X 1
2 -1 3 5||%| |2
0 0 2 5|x]| |3
-2 -6 -3 1j|X, 4
s, =max{|1|3] b} = 7
En primer lugar se obtienen los factores de escala 7 max{| q J_ 1 | $ |, ﬁ N
prmer e | s=ma{|d|{q]2}§=5

s,=max{|-3 |- |- $| }=

El vector cotrespondiente a los factores de escala es S= (7, 5,5, Q

Lo resolveremos utilizando tnicamente la matriz ampliada del sistema.

Primera etapa:

: el pivote es el elemento @,, = 2.

Eleccion del pivote max{m ,H ,|— J_—a} =

Esto implicarfa intercambiar las filas uno y dos. En lugar de hacer eso, se considera el vector de
permutacién, que inicialmente no indica el orden natural de las filas del sistema p = (1, 2, 3,49 , COMO

hay que intercambiar las filas uno y dos se realiza ese intercambio en el vector de permutacion
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P, ={2,1, 3,4} . Este vector indica, que con el pivote de la fila dos se deben eliminar los elementos de

las columnas 1, 3 y 4.

1
F - > F,
0
Es decir , las transformaciones que hay que realizar seran: F _E F, | con lo que el sistema de
-2
F4 _? Fz
ecuaciones inicial se transforma en:
o L 7 2o
2 2 2
2 -1 3 5|2
00 2 5|3
0 -7 0 6] 6

Segunda etapa:

El vector de permutacién indica que se debe trabajar con las filas 1 3 y 4, puesto que estamos en la
segunda etapa.

\7\
15 1 . i H H = H 1 = —
Eleccion del pivote: max — ; . El pivote es el elemento @, , 7.
7 5 6 6 '
Esto implicarfa un cambio de filas, lo que se refleja en el vector de permutacién colocando la fila 4

en la segunda posiciéon. p, = { 2,4, 1,:} , este vector indica que con la fila cuatro hay que transformar las

Fl___7 F4
filas uno y tres . resultando:
F3—£F4
-7
0 0 75 3
2 2

2 -1 3 5|2
00 2 5|3
10 =7 0 6 | 6

Tercera etapa:
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El vector de permutacién indica que se debe trabajar con las filas 1 3, puesto que estamos en la tercera
etapa.

Eleccién del pivote: max{|7 / q | 21} | E Zf El pivote es el elemento @ 5 = %

Por tanto no se debe intercambiar filas ya que con el pivote de la fila uno eliminaremos el elemento de

2
la fila tres p; = { 2,41 :} , mediante la transformacién: F; —72 F, tresultando:

00 L 3
2 2

2 -1 3 5|2

00 o 2|2

7|7

0 -7 0 6| 6]

El sistema resultante es un sistema triangular superior si realizamos los intercambios de filas que indica
el vector de permutacion.

Sustitucién regresiva:

Para resolverlo, se realiza mediante sustitucion regresiva siguiendo el orden inverso que indica el vector
de permutacion.

De la 3* fila 3 se obtiene la cuarta incognita, de la primera fila la tercera, y asi sucesivamente.

Terceraﬁla:EX4:g:> X4=g
7 7 5
7. .15 3_125(:)
Primera fila: =X, +—X, =3=> X, =————==—
2 2 712
6-6 9
Cuarta fila; =7X, +6X, = 6= X, = 5)_24
18k = = = ~ 7 =
TP ? -7 35
2+§: 3(_3)_5(@ 47
Segunda fila: 2X, — X, + 3X; + 5%, = 2= X, = ="
2 35
La solucién final es, por tanto : )(124—7;X2:£‘r; X3:—3;X4:—9

35 35
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Ejemplo con Mathematica

Se ha preparado una funcién PivParEsc[mcoef,ind] para resolver un sistema de ecuaciones lineales
mediante el método de pivotaje parcial escalado.

O N H
N W O]

In2]:= a=

—
= o101~
[——

3
-1
0
-6

w

o N

ou[2= {{1, 3,57 3}, {2, -1,3 5 3}, {0,0,25 3}, (-2, -6, -3,11}}

ma= b= {1, 2, 3, 4}
ou[3= {1,2,3,4 }
inf4):= sol = A vParBsc[a, bj
Etapa 1 Pivote 2 situado en la posicion 21)

Vector de permutacion: (2,1,3,4
(0 A E\

222|
2 13 5 |
00 2 5 |
lo -7 0 6)

Témino independiente ={0,2,3,6 }

Etapa 2 Pivote -7 situado en la posicion 42 )
Vector de permutacion: {2,4,1,3

(0 o I Iy

2 2 |
2 13 5 |
00 2 5 |
o -7 0 6 )
Témino independiente ={3,2,3,6 }
7
Etapa 3  Pivote 2 situado en la posicion (13)

Vector de permutacion: (2,4,1,3

7 15
°0 3 7
2 .13 5 |

5 |
oo o 2
0 -7 0 6

9
Témino independiente :{3, 2, = 6 }

Por sustitucién regresiva se obtiene:

Solucion = {E % -3, %}
out4]= H{o,o, % %} 2, -1,3,5 1, {0,0, 0, g} (0, -7,0,6 }}, {3,2, %,6}, {% %, -3, %}}
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Factorizacion compacta

Hemos visto en apartados anteriores que a partir de la matriz de coeficientes de un sistema de
ecuaciones lineales, A, en ocasiones, se puede llegar a conseguir una matriz triangular superior

mediante transformaciones elementales de filas (método de eliminacion gaussiana).

Todas las transformaciones elementales se pueden expresar algebraicamente mediante matrices
elementales.

Todas las matrices elementales que se emplean en la eliminacién gaussiana tienen dos caracteristicas
basicas. Son matrices regulares triangulares inferiores con elementos unidad en la diagonal principal.

Por tanto se puede triangulatizar la matriz A, mediante transformaciones elementales de la forma

siguiente, " =E ,---E,EA,, . Donde E son las diferentes matrices de transformacion

n-1)

.« la matriz resultante

elemental obtenidas en cada una de las etapas de la eliminacion gaussiana y A(]

de la eliminacién (triangular superior).

Despejando la matriz A de la expresién se tene, A, =EE, " E _"A®Y Agrupando todas

(n-1)

las matrices E ™ triangulares inferiores en una sola resulta A = LA™ siendo A™™  triangular

supetior se puede representar la expresion anterior como A= L[ . Este es el que se conoce con el
nombre de método de factorizacion de Doolittle.

Por tanto una matriz cuadrada que permite realizar un proceso de eliminaciéon gaussiana sin
intercambio de filas, se puede descomponer como producto de una matriz triangular inferior L y

una triangular superior U =~ que resulta ser la matriz triangular supetior resultante de la eliminacion

gaussiana.

Ejemplo:

Factorizar la matriz A=

N PR
S ST
RPN

Primero realizaremos un proceso de eliminacion gaussiana sobre A.

11 2|F-F[1 1 2 11 2
F, +F,

1 2 1F,-2,|0 1 -1 0 1-1=U

2 11 - |0 -1- ~ o o0-

Cada etapa queda representada por una matriz elemental.
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1 0O 1 00
E=/-110;E=/0120
-2 0 1 0 11
Por tanto, E,EA=U = A= El_lEz_lU =LU
1 00 1 0 1 0 O
E*=[1 1 0 ;E,'=|0 1 L=E'E,*=|1 1 O
2 01 0 -1 2 -1 1
1 1 2 1 0 O 2
1 2 1|=(1 1 0|0 -
2 11 2 -1 1 -

Como se puede apreciar en la matriz I los coeficientes que estan por debajo de la diagonal principal
i=2,...n

son los multiplicadores del proceso de eliminacion gaussiana M, { 21 g
j=1,..j-

Se ha visto que una matriz cuadrada regular se puede descomponer como producto de una triangular
inferior y otra triangular superior, cuando no es necesario realizar intercambio de filas para realizar la
eliminacién gaussiana.

Sin embargo, la factorizacion no es unica, como veremos a continuacion.

Considérese una matriz diagonal D regular, es decir, d;; #00i 1=1,...n,ysea A=LU , entonces,
A=LU =L(DD*)U =(LD)(D*'W) =L,

De este modo se consigue una factorizacion distinta.

Factorizaciones de Doolittle y de Crout.

Factorizacion de Doolittle.

Se ha visto que el método de factorizacion de Doolittle consigue una matriz triangular inferior I,
donde los elementos de la diagonal principal son unos, el resto de elementos no nulos son los
multiplicadores del método de eliminacién gaussiana y la matriz triangular superior U es la matriz de
coeficientes resultante de la eliminacién gaussiana.

Cuando se procede a la factorizacion, no se realiza el calculo de Ly U tal y como se ha indicado en el
ejemplo del apartado anterior, sino que se van calculando los coeficientes sucesivamente mediante el
proceso de multiplicacion de las matrices Ly U.
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a1,1 a1,2 a1,3 aln |1,1 0 o - 0 U‘l,l ul,z u1,3 ul,n
a2,1 az,z a2,3 a;n I 2,1 I 2,2 o - 0 0 uz,z u2,3 um
a3,1 as,z a3,3 a31 =11 3,1 I 3,2 I 33" 0 0 0 u3,3 us,n .
_an,l a, a5 am_ _In,l In 2 In 3 Inn,__ 0 0 o - un,n_

En el caso del método de Doolittle, los coeficientes Z; valen uno con lo que el producto matricial resulta
ser

a, a, a,; - a, 1 0 0 - O0ffu, u, U, - u,
8, A, 8,3 '+ Ay l,, 1 0 -+ 0| 0 Uy, Uy = Uy
8, @, 835 - 8z |l gy, I -+ 0| 0 0 Uy, - Uy

_6\1,1 &, &5 anm_ ln,l ln,2 In 3 1 0 0 o - U,

Proceso de calculo:

k-1
Uk =&y _zlk,r mjrk
r=1

k-1
U =8~ LM, j=k+1l..np k=1,.0
r=1

k-1
& _zli,r m‘r,k
= L i=k+1,.n
Uy

Ii,k

Este esquema permite calcular todos los elementos de U y de I comenzando con las filas de Uy
siguiendo con las columnas de L.

Elemplo:

1 1 1
Factorizar mediante el método de Doolittle la matriz A=|2 3 1
1 -1 -1

ai 1 al 2 a1,3 1 O 0 u 11 u 1,2 u 1,3

A=la, a,, a,3= l,, 1 0 O u,, u,

&, 83, Qajj I3, 15,1)] O 0 u,
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-Primera etapa: k =1

A, = 1=, 5,1 a21=2=|21m‘11:>|21=_2=2
a,=1=10,,=>u,,=1| o -1
a;=1=1,=u,;=1 a,,=1=1; [, =1I 3’1:%= 1

- Segunda etapa: k =2

a,, :3:|2’1m|l‘2+1m2’2:>u 2'2:3—2|:|_: 1 a,= _1:|21m|12+| 32m 22:>| 32:ﬂ1: )
a,,=1=1,, W ,+1W,,=> u,,=1- Z1=-1 ~ . co1
-Tercera etapa: K =3

a3,3:_1:|3,1m|1,3+| 3,2EJJ 2,3'*'1EJJ 33~ U 3,3:_1_ - 206 1F-+ &+ -

Por tanto la factorizacion de A es:

Ejemplo con Mathematica

2= LU act [AA ]: = MJduIe[{I, u, i, j, k n ay, a=AA n=Lengthiaj;
| =ldentityMatrix[n];
u=Table[0, (i, 1, n}, ¢, 1, m1;
For[k=1, ksn,

k-1
urtk, k11 =artk, k11- ) 1[Ik, ri1«utr, kig;
r=1

k-1
Dofurtk, j11=artk, j11- ) 11k, riz«urtr, j11, ¢, k+1, m];
r=1

affi, k11-zkdi oo, rizsurer, k11 . .
v iy k+1, n}]; Kes];
U[[k, k]] {1 + n}] ++]

Do[l 1i, k11=

Print ["Mitriz L= ", MitrixForml 11;
Print ("Mitriz =", MtrixFormuil;
Returni{a, I, u1]

In3l:= sol = LU act [a]

{1 0 0\
Matriz L = 52 1 O}
\1 -2 1)
(1 11 W
Matriz U = iO 1 —1;
\0 0 -4)

oud= {{{1, 1,1 3}, (231 3}, (1 -1, -13}, ({3,600 3}, {221,0 }, {1, -21}}, {{3L, 1,1}, (0L -1}, {00 -4}}}

Inf4):= sol [[2]1.s0l [[3]] =sol [[1]]

out[4)= True
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Factorizacion de Crout

En el caso del método de Crout, los coeficientes #; valen uno con lo que el producto matricial resulta
ser

&, &, a3 " Q, I1,1 0 0 - 0}1 U, Uz - Uy
&, &, Q,3 v+ Ay |2,1 l 2,2 o - 0 0 1 U, 5 2n
8, 83, Azz -+ Ay |= |3,1 l 3,2I 33 " 0jl0 O 1 -y,
81 @ s o &y oo lhs e )00 0 - 1]
Proceso de calculo:
k-1
lk,k =a _zlk,r m‘rk
r=1
k-1
Le=a,—2 1, 0, i=k+L..np k=1,...0n
r=1
k-1
A ; _Zlk,r mr J
U = =L j=k+1..n
lk,k

Este esquema permite calcular todos los elementos de U y de L. comenzando con las columnas de Ly
siguiendo con las filas de U.

Elemplo:

1 1 1
Factorizar mediante el método de Crout la matriz A=|2 3 1
1 -1 -1

al,l al,Z al,3 | 11 O 0 1 u 1,2 u 1,3

A=la,, a,, a,;= |2,1 |2,2 0|0 1 u,,

&, d;, A3 |3,1 | 3,2 | 530 O 1

- Primera etapa: K =1

a1,1:1:|1,1ﬂ:>|1'1=1 o =1=1, ,=uy, _1_1

a2,l = 2 = |2'1D_:> I 2’1: 2 ’ ’ | | 1
T ~ 1

8, =1=15,0=15,=1 3 =1=1,,,= u113=1=1

- Segunda etapa: k =2
a,,=3=1,,,,+ ,,A=1 ,,=3-20=1 - 21
a,,=-1=1,,@,+l , [1=1, =-1-110=-2 *°
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-Tetcera etapa: K =3
5= _1:|3,1m|1,3+| 3,2EJJ 2,3+| 3,@-:” 35 —1-11- G210 -+ 2

Por tanto la factorizacion de A es:

1 1 1 1 0 0O 11
A=2 3 1(=2 1 0| O -
1 -1 -1 1 -2 - 0 0 1

Factorizacion de Cholesky.

Un caso particular de factorizacion se puede desarrollar para matrices simétricas definidas positivas.
En ese caso la matriz del sistema de ecuaciones se puede descomponer como producto de una matriz

triangular inferior multiplicada por su traspuesta. A= L L'

al,l a2,1 a3,1 A, 1 I 11 0 o - 0 I1,1 |2,1 I 31 7 In 1
a2,1 az,z a3,2 6\1,2 I 2.1 I 2,2 o - 0 0 I 2,2I 32" In P
aS,l a3,2 a3,3 e, 3|~ I 3,1 I 3,2 I 33 777 0 0 0 |3,3 ln,3

_an,l an,2 an,3 anm_ _In,l In,2 In 3 nn,__O 0 0 nn _|

Proceso de calculo:

k-1

2
lk,k: ak,k_Z(Ik,r)
r=1
k1 k=1,...n
ai,k - Ii,r |:I]k,r
|y = =L I =k+1,...,n
Ly
1 11
Factotizar mediante el método de Cholesky la matriz A=|-1 5 1
1
al,l aZ,l a3,1 |l,1 O O I1,1 | 21 | 3,
A=18,, 8y, A3 =l 1, O 0 T ,,1 5
By 8y, 8z [lan 1ol g0 0 1

-Primera etapa: k =1
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al,l = 1= Il,ll:ﬂl,lz>I l,l= \/1 = 1

- Segunda etapa: K =2

&= 5=| 2,1[1]2,1"'I 2,2[1] 2,z:>| 2.7 N 5-1=2
1-(-1Ha

a3,2=1=|3,1u]2,1+| 3,@ 277 l 3,5%=1

-Tetcera etapa: K =3

;5= 3= |3,1[ﬂ3,1+| 3,2[1] 3,2+| 3,@ 3,3_—>| 3TV 3-11- 1=
Por tanto la factorizacion de A es:
1 -1 1 1 O 1-1

A=l-1 5 1|=-1 2 0 2
1 1 3 1 1 130 O

Ejemplo con Mathematica

T-TT
1= a= l-l 5 1J;

1 1 3
in2:= LChol eskyfact [AA ]: = M)dule[{l, i,j,k n ay, a=AA n=Length[aj;
I =Table[0, {i, 1, n}, {j, 1, n1;
For[k=1, ksn,

k-1
I rik, k11 =\/a[[k, ki1 - 21' [tk, r11%;
r=

att, ki1-s¢H oo, ri1sl ik, 111 | |
I [k, k11 i, k+ 1 ny]; kes];

Do[l (i, k11=

Print[“Maitriz L= ", MatrixForml 13;
Print["Mtriz L'= ", Mt ri xFor m[ Tr ansposef[l 111;

Returni{a, |, Transpose(l 1}1]

in3:= sol = LChol eskyf act [a]

(1 00
Matiz L = [-1 2 0
(1 1 1)
(1 -1 1\
Mariz L '= |0 2 1]
(00 1)
Out[3]= {{{1, —l,l}, {—l, 51 H {1,1,3 13N {{1,0,0 H {—1,2,0 1, {1, 1,1 11 {{1, —l,l}, {0,2,1 H {0,0,1 11}

Inf4l:= sol [[2]1.s0l [[3]] =so0l [[1]]

out[4]= True
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Resolucion de sistemas de ecuaciones a partir de
factorizaciones compactas.

Cuando se realiza la factorizacion de la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales

AlX =D, se transformaen LU [(X=b.
Para resolver este sistema se realizan dos etapas.

En la primera se considera como incégnita el producto U [X asignando a ese vector el valor j.

U X =y, sustituyendo en la expresion LU [X=b resulta LY =Db.

La matriz del sistema Ly =D es triangular inferior, por lo que dicho sistema se tesuelve por
sustitucion progresiva. Una vez que se conoce el valor del vector y se pasa a la segunda etapa.

En esta segunda etapa se resuelve el sistema U [X =Y, donde y es conocido y la matriz de coeficientes
es triangular supetior, por lo que este nuevo sistema se resuelve por sustitucion regresiva.

1% paso: Dado que U [x=y = seresuelve Ly =b= Seobtieney

Ax=b= LU x=b _
2° paso: U x=y= Seobtiene x

Bemplo:
[ ]
Resolver mediante la factorizacion de Cholesky el siguiente sistema:

X=X, +X,=1

—X +5X, +X,=1

X +X,+3%;=0
En el apartado anterior se realizo la factorizacion de la matriz de coeficientes de modo que el sistema
de  ecuaciones  inicial queda  representado  mediante la  expresion  matricial,

1 -1 1} x 1 1 0 1-11x
-1 5 1|x|=|1=|-1 2 0 2 X =] 1 O
1 1 3f|x 0 11 0 O Xg

Este sistema se resuelve en dos etapas:

- Primera etapa:

1 -1 1% A 1 0 O||ly 1
0 2 1|| X [=]VY,|;sustituyendoen (1) queda: | -1 2 O]y, =] 1
0 0 1ix A 1 1 1}y, 0

Resolviendo el sistema por sustitucion progresiva resulta
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y=1 1
yr2y=lmy =t heTien o ys)
-2
YitY,ty;=0=y,=-y,—y,=-1-1=-
Segunda etapa:
1 -1 1% 1
Se resuelve el sistema |0 2 1|| X, [=| 1 | mediante sustitucién regresiva.
0 0 1fx -2
_g_
X ==2 2
2X2+X3=1:>X2:1_X3::L_(_Z):LLZ:—3 = X= 3
2 2 2 2 2
3 9
xl—x2+x3:1:>xl:1+x2—x3:1+§—(—2)=§ -2
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Ejercicios
1.- Resolver por eliminacién gaussiana los siguientes sistemas:
X+y+2z=1 X+2y+z=6 ;2 X+y=2
a) X+2y+z=1 b) 2Xx+y+2z=6 ;4 ) X+4y+6z=5
2x+y+z=1 X+2y+2z2=7 ;3 6y+14z=6

2.- Resolver los siguientes sistemas utilizando el método de Gauss y el de Gauss-Jordan.
X+y+z=4 2X—-7y+4z=9

a) 2X+3y+z=9 b) X-9y-6z=1
X-y—-z2=-2 -3X+8y+52=6

3.- Hallar A™ mediante eliminacién gaussiana y mediante factorizacion LU de Crout.

-1 0 1 3
2 10
1 -1 0 1
2) A= bhA=|1 2 1
1 -2 1 1
01 2
0 2 -11

4.- Resolver el siguiente sistema , obteniendo previamente la factorizacién LU del sistema, utilizando
eliminacién gaussiana.

X+y+3t=4

2x+y-z+t=1

3X-y-z+2A=-3

-X+2y+3z-t=4

X+3y+5z+ =1

2X-y+3z+3=2

2z+5=3 '

—2X-6y—-&+t=4

mediante pivotaje parcial escalado, indicando en cada paso los cambios realizados y por qué se han
realizado.

5.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2 -1 1 1
, -11 0-1 . e . .
0.- Dada la matriz A= 0o 3 10”7 sabiendo que Det(A) =1, indicar si es posible realizar
1 -11 2

una factorizacién de tipo Cholesky.
St es posible, realizar la factorizacion, si no es posible, factorizar por el método de Crout.
Resolver el sistema ALX =D, con la factotizacion realizada en el apartado antetior para el vector

columna b= (1, 0,2, ()t .
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