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Sistemas de ecuaciones lineales. 

Resolución de sistemas de ecuaciones lineales 

triangulares. Sustitución regresiva y progresiva. 
En es te apartado se desarrolla un algoritmo con el que se resuelven sistemas de ecuaciones lineales 
cuya matriz de coeficientes es triangular superior. Se conoce con el nombre de sustitución regresiva. 

Dado un sistema de ecuaciones lineales, cuya expresión matricial es A x=b , donde A es una matriz 

triangular superior , si los elementos de la diagonal principal de A, , 0i ia ≠   i=1,.. , n , el sistema tiene 

solución única. 

Resolveremos el siguiente sistema: 

1,1 1 1,2 2 1, 1 1 1, 1

2,2 2 2, 1 1 2, 2

, , 1 1 ,

1, 1 1 1, 1

,

n n n n

n n n n

k k k k k k k n n k

n n n n n n n

n n n n

a x a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x b

a x b

− −

− −

+ +

− − − − −

+ + + + =
+ + + =

+ + + =

+ =
=

…

…

…

…

…

 

Se comienza resolviendo el sistema desde la última ecuación ,
,

;n
n n n n n

n n

b
a x b x

a
= ⇒ =   

Conocido el valor de xn se pasa a la ecuación n-1 para despejar xn-1. 

1 1,
1, 1 1 1, 1 1

1, 1

;n n n n
n n n n n n n n

n n

b a x
a x a x b x

a
− −

− − − − − −
− −

−
+ = ⇒ =  

Conocidos los valores de xn y xn-1 se pasa a la ecuación n-2 para despejar xn-2. 

2 2, 1 1 2,
2, 2 2 2, 1 1 2, 2 2

2, 2 2

;n n n n n n n
n n n n n n n n n n n

n n n

b a x a x
a x a x a x b x

a x
− − − − −

− − − − − − − − −
− − −

− −
+ + = ⇒ =  

Así se van despejando los valores de xi desde i=n hasta 1. La incógnita xk se calcula mediante la 
siguiente expresión:  

2 
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,
1

,

n

k k j j
j k

k

k k

b a x

x
a
= +

−
=

∑
, expresión válida para k=n-1,    ,1. 

Ejemplo : 

Se utilizará el método de sustitución regresiva para resolver el siguiente sistema lineal triangular 
superior: 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

2 1

2 3

3 13 13

13 13

x x x x

x x x

x x

x

+ − + =
− + + =

+ =
− = −

 

Despejando x4 de la última ecuación obtenemos 

4

13
1

13
x

−= =
−  

Usando valor obtenido para x4 =1 en la tercera ecuación, se obtiene 

3

13 13 (1)
0

3

 
x

−= =  

Con los valores de x4 =1 y x3 =0, se despeja x2 de la segunda ecuación 

2

3 1(0) 2(1)
1

1
x

− −= = −
−  

Finalmente se obtiene el valor de x1 de la primera ecuación 

1

1 2( 1) 1(0) 1(1)
2

1
x

− − + −= =  

Coste operativo. 
Número de operaciones empleadas para resolver un sistema de ecuaciones lineales triangular superior 
por sustitución regresiva 

En el estudio del número de operaciones realizadas para resolver un problema de análisis numérico, 
nos centraremos tan solo en el control de las operaciones de tipo producto y división.



 

13 

 

En cada etapa, se realiza solo una división, se 

divide entre ,i ia  mientras que el número de 
multiplicaciones coincide con el número de 

sumandos del sumatorio ,
1

n

k j j
j k

a x
= +
∑ . Si el 

sumatorio va desde k+1 hasta n, serán n-k 
sumandos, por lo que hay n-k productos. 

El número total de operaciones realizado será: 

1

2 2

1

1 ( 1) ( 2) ... 3 2 1

2 2

n

k

n

k

n k n n n

n n n
k

=

=

− + = + − + − + + + + =

+= =

∑

∑ ≃

 

Sustitución progresiva. 
Al igual que hay sistemas de ecuaciones lineales triangulares superiores, los hay triangulares inferiores 
que se resuelven mediante sustitución progresiva, el concepto es el mismo, pero en este caso se 
comienza desde la primera ecuación, de donde se despeja el valor de la primera variable, y se continua 
de forma sucesiva con todas las ecuaciones hasta la última, de la que se despeja el valor de la última 
incógnita, como se puede apreciar en el siguiente sistema. 

1,1 1 1

2,1 1 2,2 2 2

,1 1 ,2 2 ,n n n n n n

a x b

a x a x b

a x a x a x b

=
+ =

+ + + =
… ⋯

…

 

Se comienza despejando x1 de la primera ecuación: 1
1

1,1

;
b

x
a

=   

Conocido el valor de x1  se pasa a la segunda ecuación para despejar x2. 

2 2,1 1
2

2,2

;
b a x

x
a

−
=  

Así se van despejando los valores de xi desde i=1 hasta n. La incógnita xk se calcula mediante la 
siguiente expresión:  

1

,
1

,

k

k k j j
j

k

k k

b a x

x
a

−

=

−
=

∑
, expresión válida para k=2,    ,n. 

Cálculo 
de xi 

÷ * Total 

xn 1 0 1 

xn-1 1 1 2 

xn-2 1 2 3 

…    

xk 1 n-k n-k+1 

…    

x2 1 n-2 n-1 

x1 1 n-1 n 
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Ejemplo con Mathematica 

ü Matriz de Coeficientes

In[1]:= a=

i

k

jjjjjjjjj

1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 8 9
0 0 0 2

y

{

zzzzzzzzz
;

ü Término independiente

In[2]:= b= 81, 2,3,4<;

ü Solución

In[3]:= LinearSolve@a, bD

Out[3]= :−
43

40
, −

3

20
, −

15

8
, 2 >

Método de sustitución regresiva

In[4]:= n= Length@aD

Out[4]= 4

In[5]:= DoAxi =
b@@iDD−⁄j=i+1n a@@i,jDD∗xj

a@@i,iDD , 8i, n, 1, −1<E

Solución

In[6]:= Table@xi, 8i,1, n<D

Out[6]= :−
43

40
, −

3

20
, −

15

8
, 2 >

 

Eliminación gaussiana 
Se presenta un método que permite transformar un sistema de ecuaciones lineales Ax=b en un sistema 
equivalente del tipo Ux=c donde U es una matriz triangular superior y por lo tanto puede resolverse 
mediante sustitución regresiva. 

Para transformar el sistema, se realizan transformaciones elementales de filas sobre las matrices A y b, 
lo que permite obtener un sistema equivalente, es decir, que tiene la misma solución que el sistema 
original. 

Como las transformaciones elementales se realizan sobre las ecuaciones, una forma cómoda de trabajar 
es agrupar la matriz de coeficientes y el término independiente en una única matriz llamada matriz 

ampliada del sistema A b   , sobre la que se realizarán las operaciones. 

Descripción del método. 
Se trata de transforma la matriz de coeficientes del sistema en una matriz triangular superior, lo que 
implica eliminar todos los elementos que se encuentran por debajo de la diagonal principal en la matriz 
de coeficientes. 

El proceso consta de n-1 etapas, siendo nxn la dimensión de la matriz de coeficientes A. En cada etapa 

se eliminan los elementos que se encuentran por debajo del elemento ,k ka  en su columna, 

1, 2, ,, , ,k k k k n ka a a+ + … . 
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Al elemento ,k ka se le llama pivote y debe ser no nulo. 

Primera etapa. 

(1)

2,1

2 2 1(1)

1,1

(1)

3,1

3 3

(1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1,3 1, 1

(1) (1) (1) (1) (1)
2,1 2,2 2,3 2, 2

(1) (1) (1) (1) (1)
3,1 3,2 3,3 3, 3

(1) (1) (1) (1) (1)
,1 ,2 ,3 ,

  

n

n

n

n n n n n n

a
F F F

a

a
F F

a

a a a a b

a a a a b

a a a a b

a a a a b

→ −

→ −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

1(1)

1,1

(1)

,1

1(1)

1,1

(1)
2,1

2,1(1)
1,1

(1)
3,1

3,1(1)
1,1

(1)
,1

,1(1)
1,1

  

n

n n

n
n

F

a
F F F

a

a
m

a

a
m

a

a
m

a
→ −


=



 =






=


⋮ M

 

Los cocientes 
,1

,1
1,1

j
j

a
m

a
=    se conocen con el nombre de multiplicadores. El resultado de realizar esas 

operaciones sobre las filas es una matriz ampliada que tiene la siguiente forma, 
(1) (1) (1) (1) (1)

11,1 1,2 1,3 1, 1
(2) (2) (2) (2)

22,2 2,3 2, 2
(2) (2) (2) (2)

33,2 3,3 3, 3

(2) (2) (2) (2)
,2 ,3 ,

0

0

0

n

n

n

nn n n n n

xa a a a b

xa a a b

xa a a b

xa a a b

    
    
    
     =
    
    
        

⋯

⋯

⋯

⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

.  

Los superíndices que se han colocado indican la etapa para la que se utilizan los coeficientes. En la 
primera etapa, los únicos coeficientes que no se transforman son los de la primera fila, por eso 
mantiene el superíndice 1, mientras que todo el resto quedan modificados por las transformaciones 
elementales que se han indicado. 

En la k-esima etapa, tras las transformaciones realizadas, el sistema, representado mediante su matriz 
ampliada, es de la forma: 

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1, 1, 1 1, 1

(2) (2) (2) (2) (2)
2,2 2, 2, 1 2, 2

( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( )
1, 1, 1 1, 1

( ) ( ) ( ) (
, , 1 ,

0

0 0

0 0

0 0

k k n

k k n

k k k k
k k k k k n k

k k k k
k k k k k n k

k k k
n k n k n n n

a a a a a b

a a a a b

a a a b

a a a b

a a a b

+

+

+

+ + + + +

+

… …

… …

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

… …

… …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

… …
)k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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La expresión general de las transformaciones que se realizan en la etapa k-esima sobre los elementos de 

cada fila desde la fila k+1 hasta la n son: 

( )
,( 1) ( ) ( )

, , ,( )
,

1,...,

1,...,

k
i kk k k

i j i j k jk
k k

i k na
a a a

j k na
+ = +

= −  = +
  

Los términos independientes se transforman de la siguiente manera: 
( )
,( 1) ( ) ( )

( )
,

1,...,;  
k

i kk k k
i i kk

k k

a
b b b i k n

a
+ = − = +  

Así, después de las n-1 etapas el sistema queda transformado en un sistema triangular superior, cuya 
matriz ampliada es: 

(1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1,3 1, 1

(2) (2) (2) (2)
2,2 2,3 2, 2

(3) (3) (3)
3,3 3, 3

( 1) ( 1) ( 1)
1, 1 1, 1

( ) ( )
,

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

n

n

n

n n n
n n n n n

n n
n n n

a a a a b

a a a b

a a b

a a b

a b

− − −
− − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
 

Este sistema se resuelve mediante sustitución regresiva tal y como se ha descrito en el apartado anterior. 

Coste operativo 
Analizaremos el coste operativo de una etapa cualquiera k y después realizaremos la suma total para 
todas las n-1 etapas. 

El cálculo de los multiplicadores 
,

,
,

1,...,i k
i k

k k

a
m i k n

a
= = +   supone ( )n k−   divisiones en la etapa k-

esima. 

En cada etapa hay que modificar coeficientes de la matriz A mediante la expresión, 

( 1) ( ) ( )
, , , ,

1,..,

1,...,
 k k k

i j i j i k k j

i k n
a a m a

j k n
+ = +

= −  = +
, por tanto, una multiplicación por cada elemento, lo que hace 

un total de  ( )2
n k−  productos. 

En cuanto a los términos independientes, se ven afectados los correspondientes a las últimas ( )n k−   

ecuaciones. Y la expresión de cálculo es  ( 1) ( ) ( )
, 1,..,k k k

i i i k kb b m b i k n+ = − = +     , por tanto se trata de 

( )n k−   productos. 

En la etapa k-esima se deben realizar las siguientes operaciones: 
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• Cálculo de los multiplicadores: ( )n k−  divisiones. 

• Calculo de los coeficientes de la matriz A: ( )2
n k−   

Para la modificación de la matriz de coeficientes desde la matriz A hasta la matriz triangular U , serán 

por tanto 

3 31 1
2

1 1

( ) ( ) ( )( 1)
3 3 3

n n

k k

n n n
n k n k n k n k

− −

= =

 − + − = − − + = − ∑ ∑ ≃  

• Cálculo de los términos independientes ( )n k−    productos. 

Para modificar la columna de términos independientes se necesitan por tanto, 
2 21 1

1 1

( )
2 2 2

n n

k k

n n n
n k k

− −

= =

− = = −∑ ∑ ≃  

Como resolver el sistema triangular resultante necesita de 

2

2

n
operaciones, el total de operaciones para 

resolver el sistema será: 
3 2 2 3

3 2 2 3

n n n n
Total Operaciones = + + ≃   

Ejemplo : 

 Resuélvase el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante el método de eliminación gaussiana: 

1 2 4

1 2 3 4

1 3

1 2 3 4

2 4 4

5 6 7 8 3

9 2

3 4 5 6 1

x x x

x x x x

x x

x x x x

+ + =
+ + + =

+ =
+ + + =

 

La matriz ampliada del sistema es 

21

31

41

1 2 0 4 4

5 5 6 7 8 3

9 9 0 1 0 2

3 3 4 5 6 1

Pivote

m

m

m

→  
 =  
 =
 =  

 

La primera fila se utiliza para eliminar los elementos ,1ia  desde i=2 hasta n, mediante los 

multiplicadores ,1im  realizando las transformaciones de filas ,1 1 2,...,i i iF F m F i n= − =    obteniéndose 

el sistema equivalente que tiene por matriz  ampliada 

3,2

4,2

1 2 0 4 4

0 4 7 12 17

4.5 0 18 1 36 34

0.5 0 2 5 6 11

Pivote

m

m

 
 → − − − 

=  − − −
 = − − − 
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Utilizando como pivote el elemento 2,2a  se eliminan el resto de elementos de su columna aplicando los 

multiplicadores ,2im . 

4,3

1 2 0 4 4

0 4 7 12 17

61 85
0 0 18

2 2
3

3 5
0 0 061

2 2

Pivote

m

 
 − − − 
 −→  
 

−=  −   

 

En esta última etapa, eliminando el elemento 4,3a  se consigue un sistema equivalente triangular 

superior 

1 2 0 4 4

0 4 7 12 17

61 85
0 0 18

2 2
54 25

0 0 0
61 61

 
 − − − 
 −
 
 

− 
  

 

Resolviendo por sustitución regresiva se obtiene la solución del problema 

1 2 3 4

11 49 5 25
; ; ;

27 18 3 54
x x x x

− −= = = =  
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Ejemplo con Mathematica 

Método de Eliminación Gaussiana

In[1]:= a=

i

k

jjjjjjjjj

1 2 0 4
5 6 7 8
9 0 1 0
3 4 5 6

y

{

zzzzzzzzz

Out[1]= 881, 2, 0, 4 <, 85, 6, 7, 8 <, 89, 0, 1, 0 <, 83, 4, 5, 6 <<

In[2]:= b= 84, 3,2, 1<

Out[2]= 84, 3, 2, 1 <

In[3]:= LinearSolve@a, bD

Out[3]= :
11

27
,

49

18
, −

5

3
, −

25

54
>

In[4]:= n= Length@aD

Out[4]= 4

ü Eliminación Gaussiana

In[5]:= DoA
DoA
9b@@iDD= b@@iDD− b@@kDD∗ a@@i, kDD

a@@k, kDD ;

DoAa@@i,jDD = a@@i, jDD −a@@k, jDD∗ a@@i, kDD
a@@k, kDD, 8j, k+1, n<E;a@@i, kDD =0;=

, 8i, k+1,n<E,
8k, 1, n−1<E

In[6]:= aêê MatrixForm
Out[6]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 2 0 4
0 −4 7 −12

0 0 −
61
2

18

0 0 0 54
61

y

{

zzzzzzzzzzzzz

In[7]:= bêê MatrixForm
Out[7]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

4
−17
85
2

−
25
61

y

{

zzzzzzzzzzzzz

ü Sustitución regresiva

In[8]:= DoAxi =
b@@iDD−⁄j=i+1n a@@i, jDD∗xj

a@@i, iDD , 8i, n, 1, −1<E

ü Solucion

In[9]:= Table@xi, 8i, 1, n<D

Out[9]= :
11

27
,

49

18
, −

5

3
, −

25

54
>
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Método de Gauss-Jordan 
Este método resuelve un sistema de ecuaciones lineales transformándolo en un sistema diagonal, de 

modo que el sistema de partida A x=b se transforma en un sistema D x=c equivalente, donde D es 
una matriz diagonal. 

Proceso de cálculo 
Como la matriz de coeficientes se debe transformar en una matriz diagonal, el proceso consta de n 

etapas En la etapa k-esima se eliminan todos los elementos de la columna k salvo el ,k ka . Esto implica 

realizar transformaciones elementales sobre todas las filas salvo la fila k, esas transformaciones son del 

tipo 
,

,

1,2,..., ;i k
i i k

k k

a
F F F i n i k

a
= − = ≠       

(1) ( ) ( ) ( ) ( )
1,1 1, 1, 1 1, 1

(2) ( ) ( ) ( ) ( )
2,2 2, 2, 1 2, 2

(3) ( ) ( ) ( ) ( )
3,3 3, 3, 1 3, 3

( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 ,

( ) ( ) ( ) ( )
1, 1, 1 1, 1

0 0

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

k k k k
k k n

k k k k
k k n

k k k k
k k n

k k k k
k k k k k n k

k k k k
k k k k k n k

a a a a b

a a a a b

a a a a b

a a a b

a a a b

+

+

+

+

+ + + + +

… …

… …

… …

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

… …

… …

( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 ,0 0 0 k k k k

n k n k n n na a a b+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

… …

 

De este modo, después de las n etapas se consigue un sistema, con matriz de coeficientes diagonal 

(1) ( )
1,1 1

(2) ( )
2,2 2

(3) ( )
3,3 3

( ) ( )
,

( 1) ( )
1, 1 1

( ) ( )
,

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n

n

n

k n
k k k

k n
k k k

n n
n n n

a b

a b

a b

a b

a b

a b

+
+ + +

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

… …

… …

… …

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

… …

… …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

… …

 

Este sistema se resuelve dividiendo cada elemento término independiente entre el elemento 

correspondiente de la diagonal principal de la matriz de coeficientes 
( )

( )
,

1,...,
n

i
i i

i i

b
x i n

a
= =  . 

El número de operaciones que se deben realizar es el siguiente: 

- Para cada etapa n-1 multiplicadores, es decir, ( n-1) divisiones. 

- Para cada etapa hay que modificar (n-k) elementos de las (n-1) filas  



 S I S T E M A S  D E  E C U A C I O N E S  L I N E A L E S .  M É T O D O S  D I R E C T O S   

21 

Por tanto 

3 3

1 1

[( 1) ( 1)( )] ( 1) ( 1)
2 2 2

n n

k k

n n n
n n n k n n k

= =

− + − − = − − + = −∑ ∑ ≃  

- Para el cálculo de los nuevos términos independientes (n-1) productos, por cada una de las n 
etapas  

Por tanto 2 2( 1)n n n n n− = − ≃   

Para la resolución del sistema solo hay que hacer n divisiones. 

3 3
2

2 2
 

n n
Total Operaciones n n= + + ≃  

Comparando el número de operaciones necesarias para resolver un sistema por este método, en 
relación al método de eliminación gaussiana, resulta más económico utilizar la eliminación gaussiana en 
lugar de éste. 

Sin embargo, el número de operaciones necesarias para calcular la inversa de una matriz, es del mismo 
orden aplicando cualquiera de estos dos métodos. 

Ejemplo : 

Resuélvase el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante el método de Gauss-Jordan: 

1 2 4

1 2 3 4

1 3

1 2 3 4

2 4 4

5 6 7 8 3

9 2

3 4 5 6 1

x x x

x x x x

x x

x x x x

+ + =
+ + + =

+ =
+ + + =

 

La matriz ampliada del sistema es 

2,1

3,1

4,1

1 2 0 4 4

5 5 6 7 8 3

9 9 0 1 0 2

3 3 4 5 6 1

Pivote

m

m

m

→  
 =
 

=  
 =  

 

La primera fila se utiliza para eliminar los elementos 1ia  desde i=2 hasta n, mediante los 

multiplicadores ,1im   realizando las transformaciones de filas ,1 1 2,...,i i iF F m F i n= − =    

obteniéndose el sistema equivalente que tiene por matriz  ampliada 

1,2

3,2

4,2

0.5 1 2 0 4 4

0 4 7 12 17

4.5 0 18 1 36 34

0.5 0 2 5 6 11

m

Pivote

m

m

= −  
 → − − − 

=  − − −
 = − − − 
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Utilizando como pivote el elemento 2,2a   se eliminan el resto de elementos de su columna aplicando 

los multiplicadores ,2im . 

1,3

2,3

4,3

7 7 9
1 0 2

61 2 2
14 0 4 7 12 17

61 61 85
0 0 18

2 2
3 53

0 0 0
2 261

m

m

Pivote

m

− − = − 
 

− − − − =
 −
 →  
 −−=  
 

 

En esta etapa, se eliminan el resto de elementos de su columna aplicando los multiplicadores ,3im . 

1,4

2,4

3,4

4 23
4 1 0 0

61 61
54

480 442
480 0 4 0

61 61
54

61 85
18 61 0 0 18

2 2
54

54 25
0 0 0

61 61

m

m

m

Pivote

 
 =
 

− − − −=  
 − 

=  
 −→  
 

i

 

En esta última etapa se eliminan los elementos que se encuentran por encima del elemento 4,4a   

11
1 0 0 0

27
98

0 4 0 0
9

61 305
0 0 0

2 6
54 25

0 0 0
61 61

 
 
 

− −
 
 − 
 
 −
 
 

 

Dividiendo cada término independiente entre el coeficiente de la diagonal principal se obtiene la 

solución del problema. 1 2 3 4

11 49 5 25
; ; ;

27 18 3 54
x x x x

− −= = = =  
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Ejemplo con Mathematica. 

Método de Gauss-Jordan

In[1]:= a=

i

k

jjjjjjjjj

1 2 0 4
5 6 7 8
9 0 1 0
3 4 5 6

y

{

zzzzzzzzz

Out[1]= 881, 2, 0, 4 <, 85, 6, 7, 8 <, 89, 0, 1, 0 <, 83, 4, 5, 6 <<

In[2]:= b= 84, 3,2, 1<

Out[2]= 84, 3, 2, 1 <

In[3]:= LinearSolve@a, bD

Out[3]= :
11

27
,

49

18
, −

5

3
, −

25

54
>

In[4]:= n= Length@aD

Out[4]= 4

ü Gauss-Jordan

In[5]:= DoA
DoA
IfAi≠ k,

9b@@iDD = b@@iDD− b@@kDD∗ a@@i, kDD
a@@k, kDD ;

DoAa@@i, jDD= a@@i, jDD−a@@k, jDD∗ a@@i, kDD
a@@k, kDD, 8j, k+1, n<E;a@@i, kDD =0;=E

, 8i, 1,n<E,
8k, 1, n<E

In[6]:= aêê MatrixForm
Out[6]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 0 0 0
0 −4 0 0

0 0 −
61
2

0

0 0 0 54
61

y

{

zzzzzzzzzzzzz

In[7]:= bêê MatrixForm
Out[7]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjj

11
27

−
98
9

305
6

−
25
61

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzz

ü Resolucion

In[8]:= TableA b@@iDD
a@@i, iDD , 8i,1, n<E

Out[8]= :
11

27
,

49

18
, −

5

3
, −

25

54
>
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Pivotaje parcial 
En los métodos de eliminación que se han descrito, se realizan transformaciones de filas, de manera 

que se eliminan elementos de la columna del elemento pivote ,k ka . 

Puede darse el caso en que el elemento pivote sea nulo, de manera que no se pueda continuar con el 
proceso, puesto que el pivote aparece en el denominador de todas las transformaciones de filas que se 
realizan. 

Cuando el elemento pivote es muy próximo a cero, o muy pequeño en relación al resto de elementos 

de su columna, el multiplicador 

( )
,

, ( )
,

k
j k

j k k
k k

a
m

a
=   se hace muy grande, lo que amplifica los errores de 

redondeo en las transformaciones que se realizarán a continuación. 

Para evitar estos inconvenientes se utilizan las técnicas de pivotaje. 

Ejemplo 1 : 

Se pretende resolver el siguiente sistema por eliminación gaussiana trabajando con cuatro cifras 
significativas. 

1 2

1 2

0.003 59.14 59.17

5.291 6.130 46.78

x x

x x

+ =
− = , cuya solución exacta es 

1

2

10.00

1.00

x

x

=
 =  

  

La única etapa que hay que realizar  tiene como multiplicador 

(1)
2,1

2,1 (1)
1,1

a
m

a
= . 

(1)
1 22,1

2,1 (1)
21,1

0.003 59.14 59.175.291
1763.66.. 1764

104300 1044000.003

x xa
m

xa

+ == = = ⇒ − = −
≃  

Del sistema triangular se obtiene la solución 
1

2

10.00

1.001

x

x

= −
 =   

  

En este ejercicio, el pequeño error que tiene el cálculo de 2x , se amplifica al calcular 1x , debido a la 

pequeña magnitud del pivote 11a . 2
1

59.17 59.14

0.003

x
x

−= . 

Esto nos indica que debemos elegir como pivote el elemento de mayor valor absoluto que haya en la 

columna k-esiama a partir del elemento ( )
,
k

k ka   y realizar el intercambio de filas correspondiente. A esta 

técnica de pivotaje se denomina pivotaje parcial. 
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Ejemplo 2. : 

Se pretende resolver el siguiente sistema por eliminación gaussiana trabajando con cuatro cifras 
significativas. 

1 2

1 2

30 591400 591700

5.291 6.130 46.78

x x

x x

+ =
− = , cuya solución exacta es 

1

2

10.00

1.00

x

x

=
 =  

  

Se trata del ejemplo 1 al que se ha multiplicado por 104 la primera ecuación. 

(1)
1 22,1

2,1 (1)
21,1

0.003 59.14 59.175.291
0.1764

104300 10440030

x xa
m

xa

+ == = ⇒  − = −
≃  

Por sustitución regresiva, del sistema triangular se obtiene la solución 
1

2

10.00

1.001

x

x

= −
 =   

  

En este caso, el error no se produce por tener un pivote muy pequeño, sino porque es pequeño en 
relación al resto de elementos de su fila. 

Para evitar la amplificación de los errores de redondeo, en este caso, se utiliza la técnica del pivotaje 
parcial escalado. Los pasos que implementan esta técnica son: 

Primer paso: Definir los factores de escala de cada fila ,
1
maxi i j

j n
s a

≤ ≤
= . Si para alguna fila 0is = , el 

sistema no tiene solución si 0ib ≠ , mientras que si 0ib = , la solución no es única y el proceso se 

detiene. 

Segundo paso: Para cada etapa k se elige como pivote aquel elemento ,j ka  a partir del cual se obtenga 

,
max

j k

k j n
j

a

s≤ ≤
.y se realiza la eliminación con ese pivote. 

Ejemplo 3 : 

 Se pretende resolver el siguiente sistema por eliminación gaussiana trabajando con cuatro cifras 
significativas utilizando la técnica del pivotaje parcial escalado. 

1 2

1 2

30 591400 591700

5.291 6.130 46.78

x x

x x

+ =
− =  

Calculo de los factores de escala:
{ }
{ }

1

2

max 30 , 591400 591400

max 5.291 , 6.130 6.130

s

s

 = =


= − =
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Elección del pivote 21

30 5.291 5.291
max , 5.291

591400 6.130 6.130
Pivote a

 
= ⇒ = = 

 
:  

Se intercambian las filas 1 2F F↔   y se resuelve el sistema: 

1 2

1 2

5.291 6.130 46.78

30 591400 591700

x x

x x

− =
+ =  

Se obtiene la solución exacta del sistema trabajando con cuatro cifras significativas. 

Observaciones: 

Cuando el sistema de ecuaciones lineales tiene un mayor numero de ecuaciones, el intercambio de filas 
implica un gran numero de operaciones, por lo que se sustituye esta operación por la utilización de un 
vector de permutación que indica en cada etapa, la fila a la que corresponde el pivote que se está 
utilizando. Lo veremos con un ejemplo. 

Ejemplo 4 : 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones mediante pivotaje parcial escalado. 

1

2

3

4

1 3 5 7 1

2 1 3 5 2

0 0 2 5 3

2 6 3 1 4

x

x

x

x

    
    −     =
    
    − − −    

 

En primer lugar se obtienen los factores de escala.

{ }
{ }
{ }

{ }

1

2

3

4

max 1 , 3 , 5 , 7 7

max 2 , 1 , 3 , 5 5

max 0 , 0 , 2 , 5 5

max 2 , 6 , 3 , 1 6

s

s

s

s

 = =


= − =
 = =
 = − − − =

 

El vector correspondiente a los factores de escala es ( )7,5,5,6s =   

Lo resolveremos utilizando únicamente la matriz ampliada del sistema. 

Primera etapa: 

Elección del pivote 
1 2 0 2 2

max , , ,
7 5 5 6 5

 − 
= 

 
:  el pivote es el elemento 2,1 2a = . 

Esto implicaría intercambiar las filas uno y dos. En lugar de hacer eso, se considera el vector de 

permutación, que inicialmente no indica el orden natural de las filas del sistema ( )1,2,3,4p = , como 

hay que intercambiar las filas uno y dos se realiza ese intercambio en el vector de permutación 
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{ }1 2,1,3,4p = . Este vector indica, que con el pivote de la fila dos se deben eliminar los elementos de 

las columnas 1, 3 y 4. 

Es decir , las transformaciones que hay que realizar serán:

1 2

3 2

4 2

1

2
0

2
2

2

F F

F F

F F

 −

 −


− −


, con lo que el sistema de 

ecuaciones inicial se transforma en: 

7 7 9
0 0

2 2 2
2 1 3 5 2

0 0 2 5 3

0 7 0 6 6

 
 
 

− 
 
 

−  

 

Segunda etapa: 

El vector de permutación indica que se debe trabajar con las filas 1 3 y 4, puesto que estamos en la 
segunda etapa. 

Elección del pivote: 

7
0 7 72

max , ,
7 5 6 6

 
 − −  = 
 
  

. El pivote es el elemento 4,2 7a = − . 

Esto implicaría un cambio de filas, lo que se refleja en el vector de permutación colocando la fila 4  

en la segunda posición. { }2 2,4,1,3p = , este vector indica que con la fila cuatro hay que transformar las 

filas uno y tres 
1 4

3 4

7 / 2

7
0

7

F F

F F

 − −

 −
 −

.  resultando: 

7 15
0 0 3

2 2
2 1 3 5 2

0 0 2 5 3

0 7 0 6 6

 
 
 

− 
 
 

−  

 

Tercera etapa: 
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El vector de permutación indica que se debe trabajar con las filas 1 3, puesto que estamos en la tercera 
etapa. 

Elección del pivote: 
7 / 2 2 7 / 2

max ,
7 5 7

 
= 

 
. El pivote es el elemento 1,3

7

2
a = . 

Por tanto no se debe intercambiar filas ya que con el pivote de la fila uno eliminaremos el elemento de 

la fila tres { }3 2,4,1,3p = , mediante la transformación: 3 1

2

7 / 2
F F−   resultando: 

7 15
0 0 3

2 2
2 1 3 5 2

5 9
0 0 0

7 7
0 7 0 6 6

 
 
 

− 
 
 
 
 − 

 

El sistema resultante es un sistema triangular superior si realizamos los intercambios de filas que indica 
el vector de permutación. 

Sustitución regresiva: 

Para resolverlo, se realiza mediante sustitución regresiva siguiendo el orden inverso que indica el vector 
de permutación. 

De la 3ª fila 3 se obtiene la cuarta incógnita, de la primera fila la tercera, y así sucesivamente. 

Tercera fila: 4 4

5 9 9

7 7 5
x x= ⇒ =   

Primera fila: 3 4 3

15 9
3

7 15 2 5
3 3

2 2 7 / 2
x x x

 −  
 + = ⇒ = = −  

Cuarta fila: 2 4 2

9
6 6

245
7 6 6

7 35
x x x

 −  
 − + = ⇒ = =

−
  

Segunda fila: 

( )
1 2 3 4 1

24 9
2 3 3 5

4735 5
2 3 5 2

2 35
x x x x x

 + − − −  
 − + + = ⇒ = =   

La solución final es, por tanto : 1 2 3 4

47 24 9
; ; 3;

35 35 5
x x x x= = = − =   
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Ejemplo con Mathematica 

Se ha preparado una función PivParEsc[mcoef,ind] para resolver un sistema de ecuaciones lineales 
mediante el método de pivotaje parcial escalado. 

In[2]:= a=

i

k

jjjjjjjjj

1 3 5 7
2 −1 3 5
0 0 2 5
−2 −6 −3 1

y

{

zzzzzzzzz

Out[2]= 881, 3, 5, 7 <, 82, −1, 3, 5 <, 80, 0, 2, 5 <, 8−2, −6, −3, 1 <<

In[3]:= b= 81, 2, 3, 4<

Out[3]= 81, 2, 3, 4 <

In[4]:= sol= PivParEsc@a, bD

Etapa 1 Pivote 2 situado en la posición H2,1 L

Vector de permutación: 82, 1, 3, 4 <

i

k

jjjjjjjjjjj

0 7
2

7
2

9
2

2 −1 3 5
0 0 2 5
0 −7 0 6

y

{

zzzzzzzzzzz

Término independiente =80, 2, 3, 6 <

Etapa 2 Pivote −7 situado en la posición H4,2 L

Vector de permutación: 82, 4, 1, 3 <

i

k

jjjjjjjjjjj

0 0 7
2

15
2

2 −1 3 5
0 0 2 5
0 −7 0 6

y

{

zzzzzzzzzzz

Término independiente =83, 2, 3, 6 <

Etapa 3 Pivote
7

2
situado en la posición H1,3 L

Vector de permutación: 82, 4, 1, 3 <

i

k

jjjjjjjjjjjjj

0 0 7
2

15
2

2 −1 3 5

0 0 0 5
7

0 −7 0 6

y

{

zzzzzzzzzzzzz

Término independiente =:3, 2,
9

7
, 6 >

Por sustitución regresiva se obtiene:

Solucion = :
47

35
,

24

35
, −3,

9

5
>

Out[4]= :::0, 0,
7

2
,

15

2
>, 82, −1, 3, 5 <, :0, 0, 0,

5

7
>, 80, −7, 0, 6 <>, :3, 2,

9

7
, 6 >, :

47

35
,

24

35
, −3,

9

5
>>
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Factorización compacta 
Hemos visto en apartados anteriores que a partir de la matriz de coeficientes de un sistema de 

ecuaciones lineales, nxnA , en ocasiones, se puede llegar a conseguir una matriz triangular superior 

mediante transformaciones elementales de filas (método de eliminación gaussiana). 

Todas las transformaciones elementales se pueden expresar algebraicamente mediante matrices 
elementales. 

Todas las matrices elementales que se emplean en la eliminación gaussiana tienen dos características 
básicas. Son matrices regulares triangulares inferiores con elementos unidad en la diagonal principal. 

Por tanto se puede triangularizar la matriz nxnA   mediante transformaciones elementales de la forma 

siguiente,  ( 1)
1 2 1

n
nxn n nxnA E E E A−

−= ⋯ . Donde iE  son las diferentes matrices de transformación 

elemental obtenidas en cada una de las etapas de la eliminación gaussiana y ( 1)n
nxnA −   la matriz resultante 

de la eliminación (triangular superior). 

Despejando la matriz nxnA   de la expresión se tiene,  1 1 1 ( 1)
1 2 1

n
nxn n nxnA E E E A− − − −

−= ⋯ . Agrupando todas 

las matrices 1
iE −  triangulares inferiores en una sola resulta ( 1)n

nxn nxnA L A −= ⋅ , siendo ( 1)n
nxnA −   triangular 

superior se puede representar la expresión anterior como A L U= ⋅ . Este es el que se conoce con el 
nombre de método de factorización de Doolittle. 

Por tanto una matriz cuadrada que permite realizar un proceso de eliminación gaussiana sin 

intercambio de filas, se puede descomponer como producto de una matriz triangular inferior nxnL  y 

una triangular superior nxnU   que resulta ser la matriz triangular superior resultante de la eliminación 

gaussiana. 

Ejemplo : 

 Factorizar la matriz 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

 
 =  
  

. 

Primero realizaremos un proceso de eliminación gaussiana sobre A. 

2 1

3 2
3 1

1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 2 1 2 0 1 1 0 1 1

2 1 1 0 1 3 0 0 4

F F
F F

F F U

−     
+     − − − =     →

     − − −→     

 

Cada etapa queda representada por una matriz elemental. 
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1 2

1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0

2 0 1 0 1 1

  ;  E E

   
   = − =   
   −   

 

Por tanto, 1 1
2 1 1 2E E A U A E E U LU− −= ⇒ = =   

1 1
1 2

1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0

2 0 1 0 1 1

  ;  E E− −

   
   = =   
   −   

        
1 1

1 2

1 0 0

1 1 0

2 1 1

  L E E− −

 
 = =  
 − 

 

1 1 2 1 0 0 1 1 2

1 2 1 1 1 0 0 1 1

2 1 1 2 1 1 0 0 4

 
     
     = −     
     − −     

 

Como se puede apreciar en la matriz L los coeficientes que están por debajo de la diagonal principal 

son los multiplicadores del proceso de eliminación gaussiana 
2,...,

1,..., 1ij

i n
m

j i

=
 = −

. 

Se ha visto que una matriz cuadrada regular se puede descomponer como producto de una triangular 
inferior y otra triangular superior, cuando no es necesario realizar intercambio de filas para realizar la 
eliminación gaussiana. 

Sin embargo, la factorización no es única, como veremos a continuación. 

Considérese una matriz diagonal D regular, es decir, , 0 1,....,i id i i n≠ ∀ =  , y sea A L U= ⋅ , entonces, 

( ) ( ) ( )1 1
1 1A L U L D D U L D D U L U− −= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ . 

De este modo se consigue una factorización distinta. 

Factorizaciones de Doolittle y de Crout. 

Factorización de Doolittle. 
Se ha visto que el método de factorización de Doolittle consigue una matriz triangular inferior L, 
donde los elementos de la diagonal principal son unos, el resto de elementos no nulos son los 
multiplicadores del método de eliminación gaussiana y la matriz triangular superior U es la matriz de 
coeficientes resultante de la eliminación gaussiana. 

Cuando se procede a la factorización, no se realiza el cálculo de L y U tal y como se ha indicado en el 
ejemplo del apartado anterior, sino que se van calculando los coeficientes sucesivamente mediante el 
proceso de multiplicación de las matrices L y U. 
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1,1 1,2 1,3 1, 1,1 1,1 1,2 1,3 1,

2,1 2,2 2,3 2, 2,1 2,2 2,2 2,3 2,

3,1 3,2 3,3 3, 3,1 3,2 3,3 3,3

,1 ,2 ,3 , ,1 ,2 ,3 ,

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n n

n n

n

n n n n n n n n n n

a a a a l u u u u

a a a a l l u u u

a a a a l l l u u

a a a a l l l l

   
   
   
   =
   
   
      

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯

⋯ ⋯

3,

,0 0 0

n

n nu

 
 
 
 
 
 
  

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯

⋯

. 

En el caso del método de Doolittle, los coeficientes li,i valen uno con lo que el producto matricial resulta 
ser  

1,1 1,2 1,3 1, 1,1 1,2 1,3 1,

2,1 2,2 2,3 2, 2,1 2,2 2,3 2,

3,1 3,2 3,3 3, 3,1 3,2 3,3 3,

,1 ,2 ,3 , ,1 ,2 ,3

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

n n

n n

n n

n n n n n n n n

a a a a u u u u

a a a a l u u u

a a a a l l u u

a a a a l l l

   
   
   
   =
   
   
      

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ,n nu

 
 
 
 
 
 
  

 

Proceso de cálculo: 

1

, , , ,
1

1

, , , ,
1

1

, , ,
1

,

,

1,..., 1,....,

1,...,

        

    

k

k k k k k r r k
r

k

k j k j k r r j
r

k

i k i r r k
r

i k

k k

u a l u

u a l u j k n k n

a l u
l i k n

u

−

=

−

=

−

=

 
 
 = − ⋅
 
 
 = − ⋅ = + = 
 
 

− ⋅ 
 = = +
  

∑

∑

∑

 

Este esquema permite calcular todos los elementos de U y de L comenzando con las filas de U y 
siguiendo con las columnas de L. 

Ejemplo : 

 Factorizar mediante el método de Doolittle la matriz 

1 1 1

2 3 1

1 1 1

A

 
 =  
 − − 

  

1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3

1 0 0

1 0 0

1 0 0

a a a u u u

A a a a l u u

a a a l l u

     
     = =     
          
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- Primera etapa: 1k =   

1,1 1,1 1,1
2,1 2,1 1,1 2,1

1,2 1,2 1,2

1,3 1,3 1,3 3,1 3,1 1,1 3,1

1 1 1 2
2 2

11 1 1
11 1 1 1 1
1

a u u
a l u l

a u u

a u u a l u l

= = ⋅ ⇒ = = = ⋅ ⇒ = =
= = ⋅ ⇒ =
= = ⋅ ⇒ = = = ⋅ ⇒ = =

 

- Segunda etapa: 2k =   

2,2 2,1 1,2 2,2 2,2
3,2 2,1 1,2 3,2 2,2 3,2

2,3 2,1 1,3 2,3 2,3

3 1 3 2 1 1 1 1 1
1 2

11 1 1 2 1 1

a l u u u
a l u l u l

a l u u u

= = ⋅ + ⋅ ⇒ = − ⋅ = − − ⋅= − = ⋅ + ⋅ ⇒ = = −
= = ⋅ + ⋅ ⇒ = − ⋅ = −

- Tercera etapa:  3k =  

3,3 3,1 1,3 3,2 2,3 3,3 3,31 1 1 1 1 ( 2) ( 1) 1 1 2 4a l u l u u u= − = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒ = − − ⋅ − − ⋅ − = − − − = −  

Por tanto la factorización de A es: 

Ejemplo con Mathematica 

In[2]:= LUfact@AA_D:= ModuleA8l,u,i, j, k, n, a<, a= AA;n = Length@aD;
l= IdentityMatrix@nD;
u= Table@0, 8i,1,n<, 8j,1, n<D;
ForAk= 1, k≤ n,

u@@k,kDD = a@@k,kDD −‚
r=1

k−1
l@@k,rDD∗u@@r, kDD;

DoAu@@k, jDD= a@@k,jDD −‚
r=1

k−1
l@@k,rDD∗u@@r, jDD, 8j, k+1, n<E;

DoAl@@i, kDD=
a@@i, kDD−⁄r=1k−1l@@i, rDD∗u@@r, kDD

u@@k, kDD , 8i,k+1,n<E; k++E;

Print@"Matriz L= ", MatrixForm@lDD;
Print@"Matriz U= ", MatrixForm@uDD;
Return@8a,l,u<DE

In[3]:= sol= LUfact@aD

Matriz L =

i

k

jjjjj

1 0 0
2 1 0
1 −2 1

y

{

zzzzz

Matriz U =

i

k

jjjjj

1 1 1
0 1 −1
0 0 −4

y

{

zzzzz

Out[3]= 8881, 1, 1 <, 82, 3, 1 <, 81, −1, −1<<, 881, 0, 0 <, 82, 1, 0 <, 81, −2, 1 <<, 881, 1, 1 <, 80, 1, −1<, 80, 0, −4<<<

In[4]:= sol@@2DD.sol@@3DD� sol@@1DD

Out[4]= True  
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Factorización de Crout 
En el caso del método de Crout, los coeficientes uii valen uno con lo que el producto matricial resulta 
ser  

1,1 1,2 1,3 1, 1,1 1,2 1,3 1,

2,1 2,2 2,3 2, 2,1 2,2 2,3 2,

3,1 3,2 3,3 3, 3,1 3,2 3,3 3,

,1 ,2 ,3 , ,1 ,2 ,3 ,

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0

n n

n n

n n

n n n n n n n n n n

a a a a l u u u

a a a a l l u u

a a a a l l l u

a a a a l l l l

   
   
   
   =
   
   
      

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯

⋯ ⋯ 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  ⋯

 

Proceso de cálculo: 

1

, , , ,
1

1

, , , ,
1

1

, , ,
1

,

,

1,..., 1,....,

1,...,

        

    

k

k k k k k r r k
r

k

i k i k i r r k
r

k

k j k r r j
r

k j

k k

l a l u

l a l u i k n k n

a l u
u j k n

l

−

=

−

=

−

=

 
 
 = − ⋅
 
 
 = − ⋅ = + = 
 
 

− ⋅ 
 = = +
  

∑

∑

∑

 

Este esquema permite calcular todos los elementos de U y de L comenzando con las columnas de L y 
siguiendo con las filas de U. 

Ejemplo : 

 Factorizar mediante el método de Crout la matriz 

1 1 1

2 3 1

1 1 1

A

 
 =  
 − − 

  

1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3 2,1 2,2 2,3

3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3

0 0 1

0 0 1

0 0 1

a a a l u u

A a a a l l u

a a a l l l

     
     = =     
         

 

- Primera etapa: 1k =   

1,1 1,1 1,1
1,2 1,1 1,2 1,2

2,1 2,1 2,1

3,1 3,1 3,1 1,3 1,1 1,3 1,3

1 1 1 1
1 1

12 1 2
11 1 1 1 1
1

a l l
a l u u

a l l

a l l a l u u

= = ⋅ ⇒ = = = ⋅ ⇒ = =
= = ⋅ ⇒ =
= = ⋅ ⇒ = = = ⋅ ⇒ = =

 

- Segunda etapa: 2k =  

2,2 2,1 1,2 2,2 2,2
2,3 2,1 1,3 2,2 2,3 2,3

3,2 3,1 1,2 3,2 3,2

3 1 3 2 1 1 1 2 1
1 1

11 1 1 1 1 2

a l u l l
a l u l u u

a l u l l

= = ⋅ + ⋅ ⇒ = − ⋅ = − ⋅= = ⋅ + ⋅ ⇒ = = −
= − = ⋅ + ⋅ ⇒ = − − ⋅ = −
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- Tercera etapa: 3k =  

3,3 3,1 1,3 3,2 2,3 3,3 3,31 1 1 1 1 ( 2) ( 1) 1 1 2 4a l u l u l l= − = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒ = − − ⋅ − − ⋅ − = − − − = −  

Por tanto la factorización de A es: 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

2 3 1 2 1 0 0 1 1

1 1 1 1 2 4 0 0 1

A

     
     = = −     
     − − − −     

 

Factorización de Cholesky. 
Un caso particular de factorización se puede desarrollar para matrices simétricas definidas positivas. 
En ese caso la matriz del sistema de ecuaciones se puede descomponer como producto de una matriz 

triangular inferior multiplicada por su traspuesta. 
tA L L= ⋅  

1,1 2,1 3,1 ,1 1,1 1,1 2,1 3,1 ,1

2,1 2,2 3,2 ,2 2,1 2,2 2,2 3,2 ,2

3,1 3,2 3,3 ,3 3,1 3,2 3,3 3,3

,1 ,2 ,3 , ,1 ,2 ,3 ,

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n n

n n

n

n n n n n n n n n n

a a a a l l l l l

a a a a l l l l l

a a a a l l l l l

a a a a l l l l

   
   
   
   =
   
   
      

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯

⋯ ⋯

,3

,0 0 0

n

n nl

 
 
 
 
 
 
  

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯

⋯

 

Proceso de cálculo: 

( )
1 2

, , ,
1

1

, , ,
1

,
,

1,....,

1,...,

k

k k k k k r
r

k

i k i r k r
r

i k
k k

l a l

k n
a l l

l i k n
l

−

=

−

=

 
= − 

   = 
− ⋅ 

 = = +
  

∑

∑
  

     

 

Ejemplo :  

Factorizar mediante el método de Cholesky la matriz 

1 1 1

1 5 1

1 1 3

A

− 
 = − 
  

  

1,1 2,1 3,1 1,1 1,1 2,1 3,1

2,1 2,2 3,2 2,1 2,2 2,2 3,2

3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3 3,3

0 0

0 0

0 0

a a a l l l l

A a a a l l l l

a a a l l l l

     
     = =     
          

 

- Primera etapa: 1k =   
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1,1 1,1 1,1 1,1

2,1 2,1 1,1 2,1

3,1 3,1 1,1 3,1

1 1 1

1
1 1

1
1

1 1
1

a l l l

a l l l

a l l l

= = ⋅ ⇒ = =
−= − = ⋅ ⇒ = = −

= = ⋅ ⇒ = =

 

- Segunda etapa: 2k =  

2,2 2,1 2,1 2,2 2,2 2,2

3,2 3,1 2,1 3,2 2,2 3,2

5 5 1 2

1 ( 1) 1
1 1

2

a l l l l l

a l l l l l

= = ⋅ + ⋅ ⇒ = − =
− − ⋅= = ⋅ + ⋅ ⇒ = =  

- Tercera etapa: 3k =   

3,3 3,1 3,1 3,2 3,2 3,3 3,3 3,33 3 1 1 1 1 1a l l l l l l l= = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒ = − ⋅ − ⋅ =  

Por tanto la factorización de A es: 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

1 5 1 1 2 0 0 2 1

1 1 3 1 1 1 0 0 1

A

− −     
     = − = −     
          

 

Ejemplo con Mathematica 

In[1]:= a=
i

k
jjjjj
1 −1 1
−1 5 1
1 1 3

y

{
zzzzz;

In[2]:= LCholeskyfact@AA_D:= ModuleA8l, i,j,k,n,a<, a= AA;n = Length@aD;
l= Table@0, 8i,1,n<, 8j, 1, n<D;
ForAk= 1, k≤ n,

l@@k,kDD = $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%a@@k,kDD − ⁄
r=1

k−1
l@@k,rDD2;

DoAl@@i, kDD =
a@@i, kDD−⁄r=1k−1l@@i,rDD∗l@@k,rDD

l@@k,kDD , 8i,k+1,n<E;k++E;

Print@"Matriz L= ", MatrixForm@lDD;
Print@"Matriz Lt= ", MatrixForm@Transpose@lDDD;

Return@8a,l,Transpose@lD<DE

In[3]:= sol= LCholeskyfact@aD

Matriz L =

i

k

jjjjj

1 0 0
−1 2 0
1 1 1

y

{

zzzzz

Matriz L t
=

i

k

jjjjj

1 −1 1
0 2 1
0 0 1

y

{

zzzzz

Out[3]= 8881, −1, 1 <, 8−1, 5, 1 <, 81, 1, 3 <<, 881, 0, 0 <, 8−1, 2, 0 <, 81, 1, 1 <<, 881, −1, 1 <, 80, 2, 1 <, 80, 0, 1 <<<

In[4]:= sol@@2DD.sol@@3DD� sol@@1DD

Out[4]= True  
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Resolución de sistemas de ecuaciones a partir de 

factorizaciones compactas. 
Cuando se realiza la factorización de la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales 

A x b⋅ = , se transforma en L U x b⋅ ⋅ = . 

Para resolver este sistema se realizan dos etapas. 

En la primera se considera como incógnita el producto U x⋅   asignando a ese vector el valor y. 

U x y⋅ = , sustituyendo en la expresión L U x b⋅ ⋅ =   resulta L y b⋅ = . 

La matriz del sistema L y b⋅ =   es triangular inferior, por lo que dicho sistema se resuelve por 

sustitución progresiva. Una vez que se conoce el valor del vector y se pasa a la segunda etapa. 

En esta segunda etapa se resuelve el sistema U x y⋅ = , donde y es conocido y la matriz de coeficientes 

es triangular superior, por lo que este nuevo sistema se resuelve por sustitución regresiva. 

Dado que U x y se resuelve L y b Se obtiene y
A x b L U x b

U x y Se obtiene x

 ⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒
⋅ = ⇒ ⋅ ⋅ =  ⋅ = ⇒

er

o

1  paso:      

2  paso:   
 

Ejemplo : 

 Resolver mediante la factorización de Cholesky el siguiente sistema: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

5 1

3 0

x x x

x x x

x x x

− + =
− + + =
 + + =

 

En el apartado anterior se realizó la factorización de la matriz de coeficientes de modo que el sistema 
de ecuaciones inicial queda representado mediante la expresión matricial, 

1 1

2 2

3 3

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 5 1 1 1 2 0 0 2 1 1

1 1 3 0 1 1 1 0 0 1 0

x x

x x

x x

− −             
             − = ⇒ − =             
                          

. (1) 

Este sistema se resuelve en dos etapas: 

- Primera etapa: 

1 1

2 1

3 1

1 1 1

0 2 1

0 0 1

x y

x y

x y

−     
     =     
          

; sustituyendo en (1) queda: 

1

2

2

1 0 0 1

1 2 0 1

1 1 1 0

y

y

y

     
     − =     
          

 

Resolviendo el sistema por sustitución progresiva resulta 
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1

1
1 2 2

1 2 3 3 1 2

1
1

1 1 1
2 1 1 1

2 2
20 1 1 2

y

y
y y y y

y y y y y y

= 
 + +   − + = ⇒ = = = ⇒ =  

  − + + = ⇒ = − − = − − = − 

 

-  Segunda etapa: 

Se resuelve el sistema 

1

2

3

1 1 1 1

0 2 1 1

0 0 1 2

x

x

x

−     
     =     
     −     

 mediante sustitución regresiva. 

3

3
2 3 2

1 2 3 1 2 3

9
2 2

1 1 ( 2) 1 2 3 3
2 1

2 2 2 2 2
3 9

1 1 1 ( 2) 2
2 2

x

x
x x x x

x x x x x x

 
 = −
 − − − +   + = ⇒ = = = = ⇒ =  

  
  − + = ⇒ = + − = + − − = −    
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Ejercicios 
1.- Resolver por eliminación gaussiana los siguientes sistemas: 

a) 

2 1

2 1

2 1

x y z

x y z

x y z

+ + =
+ + =

+ + =
 b) 

2 6 ;2

2 2 6 ;4

2 2 7 ;3

x y z

x y z

x y z

+ + =
+ + =

+ + =
  c) 

2

4 6 5

6 14 6

x y

x y z

y z

+ =
+ + =

+ =
 

 
2.- Resolver los siguientes sistemas utilizando el método de Gauss y el de Gauss-Jordan. 

a) 

4

2 3 9

2

x y z

x y z

x y z

+ + =
+ + =

− − = −
 b) 

2 7 4 9

9 6 1

3 8 5 6

x y z

x y z

x y z

− + =
− − =

− + + =
 

 

3.- Hallar 1A−  mediante eliminación gaussiana y mediante factorización LU de Crout. 

a) 

1 0 1 3

1 1 0 1

1 2 1 1

0 2 1 1

A

− 
 − =
 −
 − 

  b) 

2 1 0

1 2 1

0 1 2

A

 
 =  
 
 

 

 
4.- Resolver el siguiente sistema , obteniendo previamente la factorización LU del sistema, utilizando 
eliminación gaussiana. 

3 4

2 1

3 2 3

2 3 4

x y t

x y z t

x y z t

x y z t

+ + =
+ − + =
− − + = −

− + + − =

 

 

5.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 

3 5 7 1

2 3 5 2

2 5 3

2 6 3 4

x y z t

x y z t

z t

x y z t

+ + + =
 − + + =
 + =
− − − + =

. 

mediante pivotaje parcial escalado, indicando en cada paso los cambios realizados y por qué se han 
realizado. 
 

6.- Dada la matriz 

2 1 1 1

1 1 0 1

1 0 3 1

1 1 1 2

A

− 
 − − =
 
 − 

, y sabiendo que ( ) 1Det A = , indicar si es posible realizar 

una factorización de tipo Cholesky. 
Si es posible, realizar la factorización, si no es posible, factorizar por el método de Crout. 

Resolver el sistema  A x b⋅ = , con la factorización realizada en el apartado anterior para el vector 

columna ( )1,0,2,0
t

b = . 


