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186 5. K AP IT U L U A IN T E G R AZ IO A

5.1 P ro b le m a re n a z a lp e n a

A z te r d e z a g u n (5.1) ta u la . H iri ba te n e g u n ba te n z e h a r iz a n d ire n te n p e ra tu ra k a d ie ra z ita
d itu g u . E g u ra ld ie n a lbiste a k e m a te n d ig u te n e a n , “ba te zbe steko te n p e ra tu ra ” a ip a tz e n d u te ,
h a u d a , e g u n a re n z e h a r iz a n d ire n te n p e ra tu re n ba n a ke ta g u tx i g ora be ra a d ie ra z te n d u e n
ba lio ba t.

t(o) 0 4 8 12 16 20 24

T(◦C) 14.9 13 .3 12.3 20.8 24.3 19 .2 16

5.1 Ta u la : Ten p e ra tu ra re n ba n a ke ta

N ola lor d e z a ke g u ba te zbe steko ba lio h ori? D itu g u n d a tu e n kop u ru a fi n itu a d e n e a n e rra z
lor d e z a ke g u ba lio h ori, g u re ka su a n

T̄ =
1 4 .9 + 1 3.3 + 1 2.3 + 20 .8 + 24 .3 + 1 9.2 + 1 6

7
= 1 7.2

◦
C

e ra g ike te n bid e z .

B a lioe n kop u ru a h a n d ia g oa ba ld in ba d a , (5.1) ta u la n d itu g u n a k a d ibid e z , ba te zbe steko
ba lioa z e h a tz a g oa lor d e z a ke g u

t(o) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

T(◦C) 14.9 14.1 13 .3 12.2 12.3 16.4 20.8 24.9 24.3 21.8 19 .2 17 .1 16

5.2 Ta u la : Ten p e ra tu ra re n ba n a ke ta

T̄ =
14.9 + 14.1 + 13.3 + 12.2 + 12.3 + 16 .4 + 20 .8 + +24.9 + 24.3 + 21.8 + 19.2 + +17.116

7
= 15.5

◦

C

Ten p e ra tu ra re n a ld a ke ta ja rra itu a ba ld in ba d u g u , (5.1) iru d ia n a d ie ra z ita d u g u n a a d i-
bid e z , ba te zbe steko ba lioa lortz e a e z d a h a in e rra z a .
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5.1. PROB LEM AREN AZALPENA 187

5.1 Irudia: Tenperaturen adierazpena

Azter dezagun orain (5.2) adierazpena. Ibilgailu baten abiadura v(m / s) 2 s-ko tartean
adierazita dugu. Aurreko kasuan bezala, nola lor dezakegu v-ren batezbesteko abiadura
[1, 3] tarteko une desberdinetako abiadura erabili beharrean v-ren aldaketa jarraitua t-rekiko
erabiliz?

5.2 Irudia: Ibilgailuaren abiadura

Hirugarren kasuan metalezko barra baten dentsitatea, d g/ cm 3, neurtu da x puntu ba-
koitzean eta (5.3) adierazpen grafikoan ikus daiteke dentsitatea konstantea ez dela. Nola lor
dezakegu dentsitatearen batezbesteko balioa?

O rokorrean, problema era honetakoa da: y(x) funtzioa [a , b] tartean definituta eta ja-
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188 5. KAPITULUA INTEGRAZIOA

5.3 Irudia: Barraren dentsitatea

rraitua izanik funtzioaren batezbesteko balioa kalkulatzea [a, b] tartean, y(x) funtzioaren
aldaketa jarraitua erabiliz. Hau da, nola lortu ȳ (5.4) irudian adierazitako y(x) funtzioaren
batezbestekoa [a, b] tartean.

y(a)

y(b)

y(x )

ba

y
_

5.4 Irudia: Batezbesteko balioa

X ,X atalean, [a, b] tartean definitutako y(x) funtzioari elkartutako batezbesteko balioa
lortzeko bide bat aurkitu genuen

ỹ =
y(b) − y(a)

b − a
(5.1)

y(x) funtzioa jarraitua bada [a, b] tartean eta deribagarria (a, b) tartean batezbesteko
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5.1. PROBLEMAREN AZALPENA 189

balioaren teoremaren arabera ỹ balio hori y′(x) funtzioak hartzen du (ikus (5.5) irudia)
z ∈ (a, b) punturen baten, hau da,

∃z ∈ (a, b) | y′(z) = ỹ =
y(b) − y(a)

b − a

y(b)

ba

b− a

f(b)− f(a)

z

y(a)

y(x )

5.5 Irudia: Batezbesteko balioa

y funtzioaren aldaketaren abiadura x-rekiko ỹ-rekin bat dator (a, b) tartearen punturen
baten. (5.1) ekuazioan y-ren batezbesteko abiadura lortzen da, eta atal honetan y aldagaia-
ren batezbestekoa lortzea nahi dugu.

Bestalde, [a, b] tartean y(x)-ren “batesbezteko abiadura” kontzeptu horrek arazo bat
du, y(x) funtzioaren [a, b] tartearen muturretako balioak besterik ez ditu hartzen, beraz
funtzioaren aldakuntza tartean ez du erabiltzen eta aldakuntza ezberdineko funtzioentzat
batesbezteko balio berdina lor dezakegu. Adibidez, (5.6) irudian ikus daitezken adierazpenak
funtzio ezberdinen adierazpenak dira baina [a, b] tartean batesbezteko berdina dute.

5.1. Ariketa y(x) funtzioa era honetan definitzen dugu

y(x) =

{

x2 x ∈ [0, 1]
1 x ∈ (1, 4]

L ortu, ikusi ditugun batezbesteko balioak y(x) funtzio horrentzat.
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190 5. KAPITULUA INTEGRAZIOA

ba ba

y(b)

y(a)

y(b)

y(a)

ba

y(b)

y(a)

5.6 Irudia: Batezbeste balio berdina, aldakuntza ezberdinak

1. ỹ = f(b)−f(a)
b−a

2. ȳ = y(x1)+y(x2)+ · · · +y(xn)
n

Ohartu ȳ lortzerakoan, emaitza x1, x2, . . . , xn ∈ [0, 4] laginaren arabera aldatzen dela.
Z ein iruditzen zaizu lagin adierazgarriena?

5.2 y(x) funtz ioa ren b a te z b e ste k o b a lioa [a ,b] ta rte a n

Aztertzen a ri g a ren prob lema fu ntzio b a ten b a tezb esteko b a lioa lortzea d a , ha u d a , y(x) fu n-
tzioa k [a ,b] ta rtea n d u en b a tezb esteko b a lioa , ȳ, d efi nitzea fu ntzioa ren a ld a ku ntza ja rra itu a
ta rtea n zeha r kontu ta n ha rtu z.

(??) a ta lea n a za ld u ziren id eia k era b iliko d itu g u . Fu ntsea n prozed u ra ha u zen:

1 . T ka lku la tu na hi d u g u n ma g nitu d ea id entifi ka tzea .

2 . R(h) fu ntzioa era iki, h 0-ra hu rb iltzen d en heinea n R(H) T ri hu rb il d a d in.

3 . L ortu , limitea ex istitzen b a d a , T = lim h→0 R(h)

P rozed u ra ha u g u re prob lema ra a plika tu ko d u g u :

1 . K a lku la tu na hi d u g u n ma g nitu d ea id entifi ka tzea : ȳ, y(x) fu ntzioa ren b a tesb ezteko
b a lioa [a ,b] ta rtea n. Z ein irizpid e era b iliko d u g u ȳ-ren hu rb ilketa k lortzeko? Ten-
pera tu ra ren b a na keta ren ka su a n era b ili g enu en a ntzera ko b id ea ha rtu ko d u g u . [a ,b]
ta rtea ren a zpita rtea k d efi nitu ko d itu g u eta a zpita rteen ed ozein pu ntu ha rtu ko d itu g u ,
a d ib id ez, ezkerreko mu g a k. (iku s (5 .7 ) iru d ia )
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5.2. Y (X) F U N TZ IO AR E N B ATE Z B E S TE K O B AL IO A [A , B] TAR TE AN 191

a bx x
1 2

a x
1

x
2

b

5.7 Irudia: B atezbesteko balioa bilatzen

(5.7) irudian x0 = a, x1, x2, x3 = b puntuek definitzen dute azpitarteak, eta batezbes-
tekoa era honetan definitzen dugu

ȳ '

y(x0) + y(x1) + y(x2)

3

2. R(h) funtzioa eraiki: h kasu honetan azpitarteen zabalera da, x0 = a, x1 = a+h, x2 =
a + 2h, . . . , xn = a + nh = b. B eraz,

xk = x0 + kh, k = 0, 1, . . . , n (n + 1 puntu ditugu)

h =
b − a

n
, n =

b − a

h

eta hurbilketa era honetan definitzen dugu

ȳ ' R(h) =

∑
n−1

k= 0
y(xk)

n
=

1

b − a

n−1∑

k= 0

hy(xk)

Idatzi dugun adierazpide honek ez du zentzurik h = 0 denean, h = b−a

n
> 0 betetzen

delako.

3. Lortu limitea, existitzen bada, T = limh→0 R(h):

lim
h→0

R(h) (5.2)

Limite hau ezin dugu ziurtatu existitzen dela, baina existitzen bada y(x) funtzioaren
[a, b] tartean batezbesteko balioa izango da.
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192 5. KAP ITULUA INTEG RAZIOA

ȳ = lim
h→0

1

b − a

n−1∑

k=0

hy(xk) (5.3)

h → 0 doanean n → ∞ doa, hau da, gero eta puntu gehiago hartzen ditugu, azpitarteen
zabalera h gero eta txikiago egiten dugun heinean. (ikus (5.8 ) irudia)

a bx
1

a bx 1 x 2 x x x3 2 4

5.8 Irudia: Batezbesteko balioa bilatzen h → 0

H au egiterakoan, y(x) funtzioa [xk, xk+ 1] | k = 0, 1, . . . , n − 1 azpitarteetan funtzio
konstanteen bidez hurbiltzen ari gara. h → 0 doanean (edo n → ∞) hurbilketa
hobeagoa izango da. H orregatik, (5.3) formulan definitzen dugun batezbesteko balioan
y-ren aldakuntzak eragina du, (5.4 ) formulan gertatzen ez zena.

ȳ =
y(b) − y(a)

b − a
(5.4 )

(5.4 ) formulan y(a) eta y(b) besterik ez ditugu erabiltzen, hau da, ez ditugu erabiltzen
y(x) | x ∈ (a, b) balioak.

R(h) definitzeko era alda dezakegu, hau da, [xk, xk+ 1] | k = 0, 1, . . . , n−1 tarteen ezke-
rreko muturren balioak hartu beharrean eskuineko muturreko balioak erabil dezakegu
(5.9) irudian ikusten den bezala

R2(h) =

∑
n

k=1
h y(xk)

n
=

1

b − a

n∑

k=1

h y(xk) (5.5)
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5.2. Y (X) FUNTZIOAREN BATEZBESTEKO BALIOA [A, B] TARTEAN 193

a bx
1

a bx
1

5.9 Irudia: zk = xk+1, k = 0, 1, . . . , n − 1

edo[xk, xk+1] | k = 0, 1, . . . , n−1 tarteen erdiko puntuen balioak, (5.10 ) irudian ikusten
den bezala, hartzen ditugunean (5.6 ) formula lortzen dugu.

R3(h) =

∑

n

k=1
h y

(

xk+xk+1

2

)

n
=

1

b − a

n
∑

k=1

h y

(

xk + xk+1

2

)

(5.6 )

edo [xk, xk+1] | k = 0, 1, . . . , n − 1 tarteen edozein zk ∈ [xk, xk+1] puntuak erabiltzen

a bx
1

z z’ 0 1

5.10 Irudia: zk =
xk+xk+1

2
, k = 0, 1, . . . , n − 1

baditugu (5.11) irudian ikusten den bezala (5.7) formula lortzen dugu.

R4(h) =

∑

n

k=1
h y(zk)

n
=

1

b − a

n
∑

k=1

y(zk) (5.7)

y(x) funtzioa [a, b] tartean jarraitua denez, limiteak beti berdinak lortuko ditugu,
nahiz eta zk puntuak era ezberdinetan aukeratu, beraz lortu dugu ȳ-rentzat zalantzarik
gabeko adierazpidea:
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194 5. KAPITULUA INTEGRAZIOA

a bx
1

z’0 z
1

5.11 Irudia: zk ∈ [xk, xk+1], k = 0, 1, . . . n − 1

5.1. Defi niz ioa y(x) funtzio ja rra itua ba ld in ba d a [a, b] ta rtea n, eta xk = a + kh, k =
0, 1, . . . n − 1 h = b−a

n
p untua k h a rtzen ba d itugu

ȳ = lim
n→∞

n−1
∑

k=0

hy(zk) (5.8)

(5.8) ekuazioan azaltzen den gaia interes handiko gaia da. y(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] denean
h · y(zk) biderkadura lauki zuzen baten azalera da, lauki zuzen horren oinaren luzera h eta
altuera y(zk) dira (ikus (5.12) irudia) Irudi horretan

1
∑

k=0

hy(zk) = hy(z0) + hy(z1)

batura marraztu ditugun lauki zuzenen azaleren batura da.

a bx
1

z’0 z
1

h h

5.12 Irudia: Lauki zuzenen azalerak

Beraz, y(x) ≤ 0∀x ∈ [a, b] betetzen denean
∑

n−1

k=0
hy(zk) batura, funtzioak eta OX

ardatzak x ∈ [a, b], mugatzen duten eremuaren azaleraren hurbilketa da, eta baturaren

UEP Donostia Matematika Aplikatua Saila



5.2. Y (X) FUNTZIOAREN BATEZBESTEKO BALIOA [A, B] TARTEAN 195

limitea azalera da.

lim
n→∞

n−1
∑

k=0

hy(zk)

Batezbesteko balioa lortzeko bidea bilatzerakoan lerromakurrak eta OX ardatzak, x ∈ [a, b]
mugatzen duten eremuaren (ikus (5.13 irudia) azalera lortzeko bidea aurkitu dugu.

A = lim
n→∞

n−1
∑

k=0

hy(zk)

a b

A

5.13 Irudia: Lerromakurrak eta OX ardatzak mugatzen duten eremua

Kalkulu infinitesimalen garrantzi handiko kontzeptua dugu honako hau:

5.2. Definizioa y(x) funtzioa jarraitua da [a, b] tartean, y(x)-ren integral m ugatua [a, b]
tartean era honetan lortzen dugun balioa da.

∫

b

a

y(x)d x = lim
n→∞

n−1
∑

k=0

hy(zk)

Kontzeptu honentzat bi erabilpen ikusi ditugu:

1. y(x) funtzioaren [a, b] tartean, batezbesteko balioa, ȳ, era honetan lortzen da

ȳ =
1

b − a

∫

b

a

y(x)d x
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196 5. KAPITULUA INTEGRAZIOA

a b

A

a b

A

5.14 Irudia: ȳ = 1

b−a

∫

b

a
y(x)dx

2. y(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] lerromakurrak eta OX ardatzak, x ∈ [a, b], mugatzen duten
eremuaren azalera

A =

∫

b

a

y(x)dx

a b

A

5.15 Irudia: A =
∫

b

a
y(x)dx

Oharra

∫

b

a
y(x)dx-ren balioa ez da beti lerromakurrak eta OX ardatzen mugatzen duten eremuaren

azalera, beharrezkoa da y(x) ≥ 0 betetzea. Adibidez (5.16) irudian dugun lerro makurrak
eta OX ardatzak mugatzen duten azalera

A =

∫

c1

a

y(x)dx −

∫

c2

c1

y(x)dx −

∫

b

c2

y(x)dx

formularen bidez lortzen da.
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a c bc
1 2y

_

5.16 Irudia: A =
∫

b

a
y(x)dx ez da mugatutako eremuaren azalera

5.1. Ad ib id ea y(x) = 2x, x ∈ [−1, 2], a > 0 funtzioaren, (ikus (5.17) irudia) batezbeste-
koa lortu
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..

..

..

.

a

2
−1

2a

ȳ = a/ 2

−a

5.17 Iru d ia : Ad ib id e a

ȳ =
1

b − a

∫

b

a

y(x)d x =
1

3

∫

2

−1

axd x =
1

3

[

−

a

2
+

4a

2

]

=
a

2
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5.3 In te g ra l mu g a tu a re n p ro p ie ta te a k

G erta daitek e y(x) fun tz ioa beste fun tz ioen bidez defi n ituta izatea, fun tz ioen batuk etaz edo

biderk etaz . . . Adibidez

y(x) = y1(x) · y2(x), y(x) = y1(x) + y2(x), y(x) =
y1(x)

y2(x)

y(x) fun tz ioaren in teg ral mug atua beste fun tz io h orien in teg ralen bidez lortzea oso ba-

liog arria izan daitek e.

5.2. Ariketa D emag un y1(x) eta y2(x) fun tz ioa [a, b] tartean jarraituak direla. H auetak o

p rop ietateetatik zein tzuk betetzen dira beti?

P1

∫ b

a
(y1(x) ± y2(x)) dx =

∫ b

a
y1(x)dx ±

∫ b

a
y2(x)dx

P2

∫ b

a
(y1(x) · y2(x)) dx =

∫ b

a
y1(x)dx ·

∫ b

a
y2(x)dx

P3

∫ b

a

y1(x)
y2(x)dx =

R

b

a
y1(x)d x

R

b

a
y2(x)d x

P4

∫ b

a
py(x)dx = p

∫ b

a
y(x)dx, ∀p ∈ R

5.3 . Ariketa y(x) fun tz ioa [0 , b], b ≥ 1 tartean era h on etan defi n itzen dug u:

y(x) =

{

x x ∈ [0 , 1]
1 x ∈ (1, b]

L ortu ȳ-ren balioa. D emag un b v abiadurarek in aldatzen dela. ȳ ren balioa zer n olak o

abiadurarek in aldatzen da b-rek ik o?

5.4 B a te z b e ste k o a re n te o rema

G og oratu berri dug u badela z ∈ (a, b) p un turen bat n on y(x)-ren abiadura batezbestek o

abiadura den . B atezbestek oaren teorema den a h ain zuzen :

y(x) jarraitua [a, b] tartean

y(x) deribag arria(a, b) tartean

}

=⇒ ∃z ∈ (a, b) | y′(z) = ỹ = y(b)−y(a)
b−a

ȳ-ren tzat an tzerak o p rop ietatea betetzen den ala ez az tertuk o dug u. H au da: y(x), [a, b]

tartean jarraitua baldin bada, ba al da z ∈ [a, b], y(z) = ȳ = 1
b−a

∫ b

a
y(x)dx betetzen duen ik ?
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E rantzuna baiezkoa bada, propietate honen erabilpen anitz lor ditzakegu. Adibidez lehe-
nengo atalean ikusitako adibideetan, esan dezakegu egunaren zehar une baten tenperatura
eta batezbesteko tenperatura berdinak izan direla? edo une baten ibilgailuaren abiadura eta
batezbesteko abiadura berdinak izan direla? edo barraren punturen baten dentsitatea eta
batesbezteko dentsitatea bat datozela?

P ropietate hau egia da [a, b] tartean jarraituak diren funtzioentzat.

5.1. Teorema y(x) funtzioa [a, b] tartean jarraitua bald in bad a, ord uan ∃z ∈ [a, b] h onako

h au betetzen d uena

y(z) = ȳ =
1

b − a

∫ b

a

y(x)dx

Frog apena

Berehalakoa da propietate hau erabiltzen badugu: m [a, b] tartean y(x)-en balioen tx i-
kiena eta M handiena baldin badira, orduan

m(b − a) ≤

∫ b

a

y(x)dx ≤ M(b − a) (5.9)

betetzen da. y(x) ≤ 0 denean erraz egiaztatzen da propietate hau, (5.18) irudian marraz-

a
b

M

m

a
b

M

m

a
b

M

m

5.18 Irudia: Batezbesteko teorema

tutako eremuen azalerak ezkerreko irudian m(b − a), erdikoan
∫ b

a
y(x)da eta eskuinekoan

M(b − a) direla erabiliz. Gogoratzen al duzu zergatik ziurtatzen dugu max imo eta minimo
horiek daudela? (5.9) formula era honetan berridatz dezakegu:

m ≤
1

b − a

∫ b

a

y(x)dx ≤ M
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•

•

••

M

m
ȳ

a

az1 z2 b

b

5.19 Irudia: Batezbesteko balioa ȳ = y(z)

hau da, ȳ balioa m eta M -ren artean dauden balioa da. (??)-n ikusi genuen bitarteko balioen
teoremaren arabera, bada z ∈ [a, b] | y(z) = ȳ den.

Azter dezagun (5.19) irudian dugun adierazpen grafikoa, y(x) funtzioaren batezbesteko
balioa, ȳ, funtzioaren balio minimoa eta maximoaren artean dago eta gainera funtzioan balio
hori hartzen du z ∈ [a, b] punturen baten. Adibide horretan, ȳ = y(z) baldintza betetzen
duten bi z ditugu.

Batezbesteko balio honek batezbesteko aritmetikoak betetzen duen propietate hau be-
tetzen du:

x1 < x2 < . . . < xn ⇒ m = x1 <
x1 + x2 + · · · + xn

n
< xn = M

n balioen batezbesteko aritmetikoa balio horien txikiena eta handiarenaren tartean dago,
baina batezbesteko aritmetikoa ez da x1, x2, . . . xn balioren baten berdina izan behar. Adi-
bidez

x1 = 1, x2 = 2 ⇒ x̄ =
x1 + x2

2
= 1.5, x1 6= x̄ 6= x2

x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1 ⇒ x̄ =
x1 + x2 + x3

3
= 0 = x2

5.4 . Ariketa y(x) funtzioa jarraitua ez bada [a, b] tartean, ziurta dezakegu batezbesteko
balioa ȳ = y(z), z ∈ [a, b] betetzen dela?

Azter ezazu (5.20) irudian agertzen den adierazpen grafikoa. Z ein da ȳ-ren funtzioa? Ba
al da z ∈ [1, 2] | y(z) = ȳ betetzen duena? Hasteko era horretako jarraituak ez diren fun-
tzioentzat integral mugatuaren balioa definitu behar duzu, orain arte beti jarraitutasunaren
hipotesia erabili baitugu.
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5.20 Irudia: J arraitua ez den funtzioa

5.5 y(x)-en b a tez b estek o b a lioa ren a d iera z p en g ra fi k oa
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5.21 Iru d ia : B a te zbe stekoa re n e sa n g u ra

(5.21), (5.22) e ta (5.23 ) iru d ia k a z te rtu . H iru re ta n le rro h orizon ta l ba t d a g o ȳ-re n ba -
lioa ri d a g okin a ltu e ra n . y = ȳ z u z e n a k e ta y(x) fu n tz ioa re n a d ie ra z p e n g ra fi koa k d e fi n itz e n
d u te n p la n oko bi e re m u ek a z a le ra be rd in a d u te . P rop ie ta te h on ek ȳ-re n ba lioa OY a rd a tz e a n
koka tz e n la g u n tz e n g a itu y(x)-re n a d ie ra z p e n g ra fi kotik a bia tu z .

5.5. A rik e ta Koka tu , g u tx i g ora be h e ra , (5.1) a ta leko a d ie ra z p e n g ra fi koe ta n (te n p e ra tu ta ,
a bia d u ra , d e n tsita te a ) ȳ-re n ba lioa .

Z e rg a tik bete tz e n d a p rop ie ta te h a u ? Ad ibid e ba tek la g u n d u ko g a itu .
H a r d e z a g u n [a,b] ta rte a n d e fi n itu ta e ta ja rra itu a d e n y(x) fu n tz ioa , ba te zbe stekoa re n

teore m a re n a ra be ra

∃z ∈ [a,b] | y(z) = ȳ ⇔ ∃z ∈ [a,b] | y(z)(b − a) =

∫
b

a

y(x)d x
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5.22 Irudia: Batezbestekoaren esangura
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5.23 Irudia: Batezbestekoaren esangura

Beraz (5.24 ) irudian ditugun ȳ altuera eta b − a oina duen lauki zuzenaren azalera eta
y(x) funtzioak [a, b] tartean mugatzen duen azalera berdinak dira, beraz,

1 + 3 + 4 = 2 + 3 + 5

E ta hemendik

1 + 4 = 2 + 5

5.6 K alku lu infinitesim alaren oinarrizko teorem a

D emagun T (t) funtzioak t unean meteorologia-estazio baten neurtutako tenperatura dela.
T -ren batezbestekoa neurtzen ikasi dugu, adibidez 24 orduen zehar

T̄ =
1

24

∫
2

0

4T (t)dt
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1

2

3

4

5

a b

5.24 Irudia: Batezbestekoaren adierazpen grafikoa

T̄ balioa T (t) eta t-ren balioen tartea, gure kasuan t ∈ [0, 24], ezagutzen direnean lor dai-
teken konstantea da. T -ren batezbestekoarekin batera, T̄ denborarekiko nola aldatzen den
ezagutzea interesatzen zaigu.

5.2. Ad ib id ea Demagun T (t) = t, t ∈ [0, 24] dela. L or dezagun T̄ -ren balioa [0, z] tartean
z ∈ [0, 24].

T̄ (z) =
1

z

∫
z

0

tdt =
1

z

z2

2
=

z

2

T -en batezbestekoa [0, z] tartean z-ren funtzioa da. (ikus (5.25) eta (5.26 ) irudiak)
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••

•

•

24

z

24z

T̄ = z/2

5.25 Irudia: Tenperaturen batezbestekoa

G arrantzia du y aldagaiaren batezbestekoaren aldakuntza [a, b] tartean ezagutzea. Adi-
bidez:

Matematika Aplikatua Saila UEP Donostia



204 5. KAPITULUA INTEGRAZIOA

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

.

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

••

•

•

24

z

24z

T̄ = z/2

5.26 Irudia: ¯T (z)-ren adierazpen grafikoa

• T̄ tenperaturen batezbestekoa, [0, z] tartean, baldin bada batezbestekoa hori balioren
bat baino txikiagoa (handiagoa) denean neurriren bat har dezakegu.

• B(t) enpresa baten irabazia urtearen zehar baldin bada, irabazien batezbestekoa inte-
resgarria da haien aldaketa aztertzeko.

Azter dezagun ȳ funtzioa gorakortasun/ beherakortasuna. Ikusi genuen

ȳ′(z) = dȳ
dz

> 0 ⇒ ȳ gorakorra

ȳ′(z) = dȳ
dz

< 0 ⇒ ȳ beherakorra

ȳ(z) funtzioa deribagarria baldin bada z > a denean, deribatua era honetan lor daiteke:

dȳ

dz
=

d

dz

(

1

z − a

∫ z

a

y(t)dt

)

=

=
−1

(z − a)2

∫ z

a

y(t)dt +
1

z − a

d

dz

(
∫ z

a

y(t)dt

)

Beraz, H(z) funtzio hau deribagarria den aztertu behar dugu.

H(z) =

∫ z

a

y(t)dt

z ∈ (a, b] balioentzat H(z) funtzioak y(t), t ∈ [a, z] funtzioaren adierazpenak mugatzen
duen eremuaren azalera da. y(t) funtzioari jarraitua izatea eskatu dugu eta H(z) deribaga-
rria dela ikusiko dugu. Aplika dezagun definizioa:

H ′(z) = lim
h→0

H(z + h) − H(z)

h
= lim

h→0

∫ z+h

a
y(t)dt −

∫ z

a
y(t)dt

h
=

= lim
h→0

∫ z+h

z
y(t)dt

h
.
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Batezbestekoaren teorema erabiliz, y(t), t ∈ [z, z + h], funtzioarentzat ∃u ∈ [z, z + h] |
1

h

∫ z+h

z
y(t)dt = y(u) betetzen den, beraz

H ′(z) = lim
h→0

hy(u)

h
= lim

h→0
y(u) = y(z)

h → 0 doanean u → z doalako eta y(t) funtzioa jarraitua delako limh→0 y(u) = y(z) betetzen
da. Esan dezakegu, beraz, H(z) funtzioa deribagarria dela eta

dH(z)

dz
= y(z) (5.10)

(5.10) ekuazioan ordezkatuz

dȳ

dz
=

−1

(z − a)2

∫ z

a

y(t)dt +
1

b − a
y(z)

(5.10) emaitza kalkulu infinitesimalaren oinarrizko teorema da.

5.2. Teorema [Kalkulu in fi n itesim alaren o in arrizko teo rem a] y(t) fun tzioa [a, b] tartean
jarraitua bald in bad a, o rd uan

H(z) =

∫ z

a

y(t)dt

fun tzioa (a, b) tartean d eribagarria d a eta H ′(z) = y(z)

Teorema hau oinarrizkoa dela esaten dugu teorema horren bidez beste hau lortzen du-
gulako.

5.3 . Teorema [B arro w -en E rregela] F (t) fun tzioak F ′(t) = y(t) betetzen bald in bad u,
o rd uan ,

∫ b

a

y(t)dt = F (b) − F (a)

B erd in tza h o ri N ew to n -L eibn iz- fo rm ula bezala ere ezagutzen d a.

Frog apena
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Demagun F (t) funtzioak F ′(t) = y(t) betetzen duela, orduan

H ′(z) = y(z) = F ′(z) ⇒ H ′(z) = F ′(z) ⇒ ∃k ∈ R | F (z) = H(z) + K

z = a denean

F (a) = H(a) + k ⇔ F (a) =

∫ a

a

y(t)dt + k ⇒ k = F (a)

z = b denean

F (b) = H(b) + k ⇔ F (b) = H(b) + k = H(b) + F (a) ⇔

∫ b

a

y(t)dt = F (b) − F (a)

Teorema hau erabiliz,

∫ b

a

y(t)dt

balioa lortzeko, F (t) F ′(t) = y(t) betetzen duen funtzioa aurkitu behar dugu, kalkulatzeko
zaila den formula hau erabili beharrean.

∫ b

a

y(x)dx = lim
n→∞

n−1
∑

k= 0

hy(zk),

zk ∈ [xk, xk+1], k = 0, . . . n − 1, h =
b − a

n
, xk = a + kh, k = 0, . . . n

5.3. Adibidea y(x) = x2 denean ȳ(z), z ∈ [0, 1] lortu.

H(z) =

∫ z

0

x2dx = F (z) − F (0)

lortzeko,

F (x) =
x3

3
; F ′(x) = x2

betetzen dela erabiltzen dugu eta

H(z) =

∫ z

0

x2dx = F (z) − F (0) =
1

3
z3
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hemendik, batezbestekoa

ȳ(z) =
1

z
H(z) =

1

3
z2

eta deribatuz

dȳ

dz
=

2

3
z

z ∈ [0, 1] delako deribatua positiboa, beraz gorakorra.
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......
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......
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......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
......
.....

y(z)

ȳ(z)

z

5.27 Irudia: ¯y(z)-ren gorakortasuna

5.7 Integrazio-aldagaiaren aldaketa

Demagun ura bare duen putzu baten harri bat botatzen dugula, Horren eraginez r erradioko
z irku lu -form ako u h in ak sortzen dira. r balioren tzat u h in ek A(r) azalera ditu z te, zein da
A(r)-ren batezbestekoa r ∈ [1, 3] den ean ?

B atezbestekoa r-rekiko lortzen du g u :

Ā =
1

3 − 1

∫ 3

1
A(r)d r =

π

2

∫ 3

1
r2d r

F (r)= 1

3
r
3

=
π

6
r3

∣

∣

r= 3

r= 1
=

π

6
(33

− 13) =
13π

3
m

B ain a, r aldag aia t den boraren m en p e aldatzen da, eta Ā balioa den boraren arabera lortzea
in teresatzen zaig u . D em ag u n r-ren aldaku n tza t-rekiko 1 .5 m / s dela. A ldaketak era h on etan
eg iten baditu g u :

d r

d t
= 1.5 ⇒ r(t) = 1.5t + k
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.
.

A

r

5.28 Irudia: P utzuan uhina

r(0) = 0 ⇒ k = 0 ⇒ r(t) = 1.5t

A(t) = π(1.5t)2 = 2.25πt2

r = 3 ⇒ t = 3/1.5 = 2s

r = 1 ⇒ t = 1/1.5 = 0.67s

Ā =
1

2 − 0.67

∫ 2

0.6 7
A(t)dt =

1

0.33

∫ 2

0.6 7
2.25πt2dt =

= 7.5π

∫ 2

0.6 7
t2dt =

7.5π

3
t3

∣

∣

∣

∣

2

0.6 7

= 19 .2πs

lortzen dugun emaitza eta hasierakoa ez dira berdinak.

I1 =

∫ b

a

y(x)dx

integralean x(t), t ∈ [α, β] aldaketa era honetan egiten baditugu

I2 =

∫ β

α

y(x(t))dt,

orokorrean, emaitzak ez dira berdinak.

S arritan aldagai aldaketak emaitza lortzeko kalkuluak errazten ditu eta teorema honek
azaltzen digu nola egin behar den.
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5.4. Teorema y(x) funtzioa jarraitua bad a [a , b] tartean eta ald agai ald aketa h au

x = x(z), z ∈ [α, β], x(α) = a , x(β) = b

egiten d ugunean y(x(z)) funtzioa [α, β] tartean jarraitua bald in bad a, ord uan

∫ b

a

y(x)dx =

∫ β

α

y(x(z))x′(z)dz

betetzen d a.

Teoremak x(z) funtzioak deribatu jarraitua edukitzea eskatzen du, bigarren integralean
lortzen den funtzioa integragarria izan dadin. Integrakizunean sartzen dugun x′(t) biderka-
gaia aurreko kasuan falta zen eta horregatik lortu ditugun emaitzak ez dira berdinak.

5.4. Ad ib id ea L ortu
∫ 2
0 xdx integralaren balioa x(z) = (z − 1)(z − 2) aldagai aldaketa eta

integrazio tarte ezberdinak erabiliz. (ikus (5.29) irudia)

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

1 2 3
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..
..
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..
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..
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..
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..
..
..
..
..
..
.

x(z)

5.29 Irudia: x(z) = (z − 1)(z − 2)

K asu honetan integrala zuzenean erraz lor dezakegu

∫ 2

0
xdx =

1

2
x2

∣

∣

∣

∣

x=2

x=0

= 2

Aldagai aldaketa egingo dugu orain

x(z) = (z − 1)(z − 2) = z2
− 3z + 2, x′(z) = 2z − 3, x(1) = 0, x(3) = 2
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∫ 3

1
(z2

− 3z + 2)(2z − 3)dz =

∫ 3

1
(2z3

− 9z2 + 13z − 6)dz =

=

[

1

2
z4

− 3z3 +
13

2
z2

− 6z

]z=3

z=1

= 2

baina beste hau ere betetzen da x(2) = 0, x(3) = 2

∫ 3

2
(z2

− 3z + 2)(2z − 3)dz =

[

1

2
z4

− 3z3 +
13

2
z2

− 6z

]z=3

z=2

= 2

eta beste hau x(2) = 0, x(0) = 2

∫ 0

2
(z2

− 3z + 2)(2z − 3)dz =

[

1

2
z4

− 3z3 +
13

2
z2

− 6z

]z=0

z=2

= 2

Adibide honek α eta β muga ezberdinak aukera ditzakegula adierazten digu.
(5.3 0) irudian adierazitako x(z) aldagai aldaketa egiten dugu
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.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

x(z)

β2β1α1α

a
b

β

5.3 0 Irudia: x(z) aldaketa

∫ b

a

y(x)dx =

∫ β

α

y(x(z))x′(z)dz =

∫ β1

α

y(x(z))x′(z)dz =

∫ β2

α1

y(x(z))x′(z)dz = . . .

betetzen da.
(5.3 1) irudian adierazitako x(z) aldagai aldaketarekin

∫ b

a

y(x)dx =

∫ β1

α1

y(x(z))x′(z)dz
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..
..
..
..
..
..
..
..
.

x(z)

β2β1α1 α2

a

b

5.31 Irudia: x(z) aldaketa

lortzen dugu. α1 > β1 izanik
Beste hauek ere lortzen ditugu

∫ b

a

y(x)dx =

∫ β2

α1

y(x(z))x′(z)dz =

∫ β2

α2

y(x(z))x′(z)dz = . . .

5.5. Adibidea (5.32) irudian dugun zirkuluaren azalera lortu.
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.

A

5.32 Irudia: Z irkuluaren azalera

Z irkunferentziaren ekuazioa x2 + y2 = R2 da, beraz y = ±
√

R2 − x2. Azalera lortzeko

A = 4

∫ R

0
+

√

R2 − x2dx

egin behar dugu. Aldagai aldaketa hau eginez eta mugak era honetan aukeratzen badugu

x = R sin z; dx = R c o s zdz,
x = 0 = R sin z ⇒ z = 0
x = R = R sin z ⇒ z = π/2
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A = 4

∫ R

0
+

√

R2 − x2dx = 4

∫ π/2

0
R2(+

√

1 − sin2 z) cos zdz =

= 4R2

∫ π/2

0
+
√

cos2 cos zdz = 4R2

∫ π/2

0
cos2 zdz =

= 4R2

∫ π/2

0

1 + 2 cos 2z

2
dz = 2R2

∫ π/2

0
(1 + cos 2z)dz =

= 2R2

(

z +
sin 2z

2

)
∣

∣

∣

∣

z=π/2

z=0

= 2R2 π

2
= πR2

Integrazio tartea aldatzen dugu x = 0 ⇒ z = 0; x = R ⇒ z = 5π
2 tartea hartuz eta hau

lortzen dugu:

A = 4

∫ R

0
+

√

R2 − x2dx = 4

∫ 5π/2

0
R2(+

√

1 − sin2 z) cos zdz =

= 2R2

(

z +
sin 2z

2

)∣

∣

∣

∣

z=5π/2

z=0

=

= 2R2 5π

2
= 5πR2

N ola izan daiteke emaitza ez berdinak lortzea? Azkenengo integral hau azkarregi egin
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5.33 Irudia: x(z) = R sin(z)

dugulako. [0π/2] tartean cos z ≥ 0 delako +
√

cos2 z = cos z betetzen da, baina [0, 5π/2]
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tartean −1 ≤ cos z ≤ 1 betetzen da eta +
√

cos2 z = | cos z| erabili behar dugu.

A = 4

∫ R

0
+

√

R2 − x2dx = 4

∫ π/2

0
R2(+

√

1 − sin2 z) cos zdz =

= 4R2

∫ 5π/2

0
+
√

cos2 cos zdz

= 4R2

∫ π/2

0
cos2 zdz + 4R2

∫ 3π/2

π/2
(− cos2 z)dz + 4R2

∫ 5π/2

3π/2
cos2 zdz =

= 4R2

∫ π/2

0
cos2 zdz − 4R2

∫ 3π/2

π/2
(cos2 z)dz + 4R2

∫ 5π/2

3π/2
cos2 zdz =

= 2R2

(

z +
sin 2z

2

)
∣

∣

∣

∣

z=π/2

z=0

+ 2R2

(

z +
sin 2z

2

)
∣

∣

∣

∣

z=3π/2

z=π/2

+ 2R2

(

z +
sin 2z

2

)
∣

∣

∣

∣

z=5π/2

z=3π/2

=

= 2R2

[

π

2
−

(

3π

2
− π

2

)

+

(

5π

2
− 3π

2

)]

= πR2
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5.8 In te g ra la re n be ste a p lik a z io a k

O rain arte ikusitako integralaren aplikazioak honako hauek dira:

1. y(x), x ∈ [a, b], kurbak eta OX ardatzak mugatutako azaleraren kalkulua. Posible da,
ere, bi kurbek mugatutako azaleraren kalkulua (5.34 Irudia):

a b

A

y ( x )

v ( x )

( )ò -=
b

a
d xxvxyA )()(

5.34 Irudia: Bi kurbek mugatutako azalera

2. y(x), x ∈ [a, b], funtzioaren ȳ batezbesteko balioa (5.35 Irudia):

a b

ò
-

=

b

a
d xxy

ab
A )(

1

y

5.35 Iru d ia : B a te z b e steko b a lioa

B a in a h a u ek e z d ira in te g ra la k d itu e n a p lika z io b a ka rra k. 3.7 e ta 5.2 a ta le ta n e sa n

g e n u e n e z , T b a lioa ka lku la tz eko in te g ra la re n a p lika z io b a t a u rkitz eko p roz e su a h on a ko m od u

h on e ta n la b u r d a iteke :
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1. K alkulatu behar dugun T balioa identifi katu. T balioa y(x), [a, b] tarte batean jarrai-
tua den funtzio batekin erlazionaturik egongo da.

2. [a, b] tartea azpitarteetan banatu (5.36 Irudia):

x
0
= a x

n
= bx

1
x

n - 1
x

2

5.36 Irudia: xk = a + kh, k = 0, . . . , n eta h = b−a

n
dira

zk ∈ [xk, xk+1], k = 0, . . . , n aukeratzen ditugu eta T -ren balioa honela hurbiltzen da:

T ≈

n∑
k= 0

hy(zk)

h-ren balioa geroz eta tx ikiagoa egiten badugu, hobea izango da lortutako hurbilketa,
hau da:

T = lim h→0

n∑
k= 0

hy(zk)

3. Orduan,

T =

∫
b

a

y(x)d x

5.8.1 B ira k e ta g o rp u tz ba te n bo lu m e n a

S uposa dezagun y(x) x ∈ [a, b] funtzioak defi nitutako kurba OX ardatzarekiko biratzen dela.
E spazioan G gorputza defi nitzen da (5.37 Irudia).

1. T = B = G-ren bolumena.

2. H ar dezagun h oinarriko eta y(zk) altuerako laukizuzena (Ikus 5.38 Irudia). L aukizuzen
hori OX ardatzarekiko biratzerakoan lortutako solidoa y(zk) erradioko eta h altuerako
zilindro bat denez (Ikus 5.39 Irudia), bere bolumena Vk = πy2(zk)h izango da.

3. Orduan, biraketa-gorputzaren bolumena honela kalkula daiteke:

V = lim h→0

n∑
k= 0

πhy2(zk) = πlim h→0

n∑
k= 0

hy2(zk) = π

∫
b

a

y2(x)d x
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a b

y ( x )

X

Y
Y

X

Z

G

5.37 Irudia: Biraketa gorputza

a b
x

k z
k

x
k + 1

h

5.38 Irudia: h oinarriko eta y(zk) altuerako laukizuzena

h

y ( z k  )

5.39 Irudia: y(zk) erradioko eta h altuerako zilindroa

5.8.2 S olid o baten bolumena sekzioen azaleren bid ez

Izan bedi S solidoa. Suposa dezagun S gorputza x = kons tantea planoarekin ebakitze-
rakoan lortutako sekzioaren azalera, A(x), ezagutzen dugula (5.4 0 Irudia). P rozedura hau

UEP Donostia Matematika Aplikatua Saila



5.8. INTEGRALAREN BESTE APLIKAZIOAK 217

errepikatuz, S-ren bolumena hau izango da:

B =

∫
b

a

A(x)dx

X

A ( x )

5.40 Irudia: Sekzioen azalera ezaguna da

5.6. Ariketa Frogatu R erradioko eta H altuerako zilindro zirkular baten bolumena πR2H

dela.

5.8.3 Biraketa gainazal baten azalera

a b

y ( x )

X

Y
Y

X

Z

S

5.41 Irudia: Biraketa gainazala
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Suposa dezagun y(x) funtzioaren grafikoa OX ardatzarekiko biratzen dela S gainazal bat
sortuz. Froga daiteke S-ren azalera, A, honela kalkula daitekeela:

A = 2π

∫

b

a

y(x)

√

1 + (y′(x))2dx

Era berean, OY ardatzarekiko biratzen bada:

A = 2π

∫

b

a

x

√

1 + (y′(x))2dx

Ohartu aurreko bi adierazpenetan y′(x) agertzen dela; beraz, [a, b] tartean y(x) deriba-
garria eta y′(x) jarraitua izatea beharrezkoa da.

5.8.4 K urba-arku baten luzera

Interesgarria da ere kurba-arku baten luzera ezagutzea. Adibidez, linea elektrikoko bi do-
rreen artean kable batek hartzen duen forma, gutxi gora behera, katenaria izeneko y(x)
kurba batena da (5.42 Irudia). Katenariaren ekuazioa hau da:

y(x) = a ch
x

a
= a

e
x

a + e
−

x

a

2

a

y ( x )

5.42 Iru d ia : K a te n a ria

B e h a rre zkoa d e n ka ble a re n lu z e ra ka lku la tz e a in te re sa tz e n z a ig u .

P roble m a h a u in te g ra l ba te n ka lku lu a re n bid e z eba z teko p roz e su be rd in a ja rra itu ko d u g u :
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1. T = L = y(x) x ∈ [a , b] funtzioak defi nitutako kurba-arkuaren luzera.

2. y(x) funtzioaren grafi koa kurba poligonal baten bidez hurbiltzen da (5.43 Irudia).

a bx k x k + 1

h

y ( x k  )

y ( x k + 1  )

5.43 Irudia: L erro poligonalen bidezko hurbilketa

(xk, y(xk)) eta (xk+1, y(xk+1)) puntuak lotzen dituen kurba-arkuaren gutx i beherako
balioa:

Sk ≈

√

h2 + (y(xk+1) − y(xk))
2 = h

√

1 +

(

y(xk+1) − y(xk)

h

)2

Beraz,

S ≈

n−1
∑

k= 0

h

√

1 +

(

y(xk+1) − y(xk)

h

)2

y(x) (a , b) tartean deribagarria dela suposatuz, batezbesteko balioaren teorema [xk, xk+1],
k = 0, . . . , n − 1, azpitarte bakoitzean aplikatzen diogu eta orduan:

∃zk ∈ (xk, xk+1) non y′(zk) =
y(xk+1) − y(xk)

h
⇒

⇒ S ≈

n−1
∑

k= 0

h

√

1 + (y′(zk))
2

3 .

S = lim
h→0

n−1
∑

k= 0

h

√

1 + (y′(zk))
2 =

∫

b

a

√

1 + (y′(x))2d x
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O hartu y′(x) [a, b] tartean jarraitua bada ziurtatuta daukagula S-ren balioaren existentzia.

5.9 In te g ra l e z p ro p io a

Izan bedi y(x) [a, b] tartean jarraitua den funtzio bat, badakigu tarte horretan y(x) fun-
tzioaren batezbesteko balioa horrela kalkula daitekeela:

ȳ =
1

b − a

∫

b

a

y(x)dx

G ainera, [a, b] tartean y(x) ≥ 0 bada, funtzioaren grafikoak mugatutako azaleraren balioa
(5.44 Irudia) modu honetan kalkula daiteke:

A =

∫

b

a

y(x)dx

a b

y

A

5.44 Irudia: y(x) funtzioak mugatutako azalera

Batzuetan, interesgarria izan daiteke ere ȳ eta A-ren balioen azterketa epe luzean, hau
da, tartearen eskuineko muga b handitzen denean. Adibidez, p(t) gelditzen ez den makina
baten prestazioen neurri bat izan daiteke (5.45 Irudia).

p̄-ren balioaren aldaketa epe luze batean aztertu nahi dugu. “E pe luzea” modelizatu
daiteke t → ∞ konbergentziaren kontzeptua erabiliz.

p(t)-ren batezbesteko balioa [0,∞) tartean honela kalkula daiteke:

p̄[0,∞) = lim
c→∞

p̄[0, c] = lim
c→∞

1

c − 0

∫

c

0

p(t)dt
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p

t

p ( t )

5.45 Irudia: p(t) funtzioaren aldaketa

H orretarako beharrezkoa da p(t) funtzioa [0, c], c > 0, tarte guztietan integragarria
izatea.

Era berdinean defini dezakegu y(x) [a,∞] tartean jarraitua den funtzio baten integrala:

∫

∞

a

= lim
b→∞

∫

b

a

f(x)dx

Beraz, ideia honako hau da:

1. Kalkulatu A(b) =
∫

b

a
y(x)dx, b > a (5.46 Irudia).

a b

A ( b )

5.46 Irudia: Eremu mugatuaren azalera

2. limb→∞ A(b) existitzen den aztertu. Baina, konbergentzia hori posible al da?

M uga gabeko eremu baten azalera finitua izan daiteke?
A =

∫

∞

a
y(x)dx integralaren balioa (5.47 Irudia) finitua izan daiteke?
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a

A

5.47 Irudia: Eremu infinituaren azalera

5.6. Ad ib id ea (5.48 Irudia)

A =

∫

∞

1

dx

x
= lim

b→∞

∫

b

1

dx

x
= lim

b→∞

ln x|x=b

x=1
= lim

b→∞

ln b = ∞

D ibergentea da.

1

A

1

5.48 Irudia: 5.6 adibideko irudia

5.7 . Ad ib id ea (5.49 Irudia)

A =

∫

∞

0

dx

1 + x2
= lim

b→∞

∫

b

0

dx

1 + x2
= lim

b→∞

a rc tg (b) =
π

2

Konbergentea da.

Beraz, muga gabeko eremu baten azalera finitua izan daiteke. Harrigarria ez?
y(x) funtzioaren integrala [a,∞), (−∞, b] edo (−∞,∞) eremu batean integral ezp ro p ioa

deitzen da.
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0

A

1

5.49 Iru d ia : 5.7 . a d ibid eko iru d ia

5.7. A rik e ta H on a ko kon tz eptu h a u ek d e fi n itu :

∫
b

−∞

y(x)d x

∫
∞

−∞

y(x)d x

D e fi n iz ioek z e n tz u a iz a teko beh a rre zkoa k d ire n ba ld in tz a k a z a ld u .

Ad ibid e ba te a n a plika tu .

5.8 . A rik e ta S u posa d e z a g u n y(x) fu n tz ioa [a,b) ta rte a n ja rra itu a d e la e ta x = b pu n tu a n
porta e ra a sin totikoa d e la (5.50 Iru d ia ).

a b

A

y ( x )

5.50 Iru d ia : Asin tota x = b pu n tu a n

O rd u a n ,
∫

b

a
y(x)d x e z d a g o d e fi n itu ta e ta e z in d a B a rrow -e n e rre g e la a plika tu .

Arike ta h on e n h e lbu ru a
∫

b

a
y(x)d x in te g ra la re n ba lioa d e fi n itz e a d a . In te g ra la d e fi n itu

e re y(x) fu n tz ioa re n a sin tota ta rte a re n a mu g a n e ta c ∈ (a,b) pu n tu a n d a g oe n eko ka su e ta n
(5.51 Iru d ia ).
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a b

A

a b

A

c

5.51 Irudia: Asintota beste puntuetan

Definizio hau aplikatuz, integral hau kalkulatu:

∫
1

−1

dx

x2

5.10 Z e n b a k iz k o in te g ra z ioa

Dakizuenez, Newton-Leibniz -en formula y(x) [a, b] tartean jarraitua den funtzio baten inte-
grala kalkulatzeko bidea ematen digu.

∫
b

a

y(x)dx = F (b) − F (a), non F ′(x) = y(x)

Baina F (x) jatorrizko funtzioaren kalkulua oso neketsua izan daiteke y(x) funtzioaren adie-
razpena zaila bada. G ainera, batzuetan ez da ex istitzen oinarrizko jatorrizko funtzioa bat,
adibide hauetan gertatzen den bezala:

y(x) =
co s x

x
y(x) = sin x2 y(x) = ex

2

K asu hauetan zenba kizko integra zio m etod oa k erabiltzen dira integralaren balio hurbildu bat
kalkulatzeko. y(x) hurbiltzeko [xk, xk+ 1], k = 0, . . . , n−1, tartean hartutako balioa zein den
arabera, askotariko zenbakizko integrazio eskemak daude. 5.52 Irudian hauetako eskema
batzuk agertzen dira.

N abaritu lehenengo lau eskemetan y(x) funtzioaren hurbilketa zuzenen bidez egiten dela.
Simpson-en metodoak, berriz, tarte bakoitzean parabola bat erabiltzen du. Simpson-en
erregela honako hau da:
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0 . 5 1 1 . 5 2 2 . 5  3

E S K U I N  M U T U R R A

0 . 5 1 1 . 5 2 2 . 5  3

E Z K E R  M U T U R R A

0 . 5 1 1 . 5 2 2 . 5  3

T R A P E Z I O A K

0 . 5 1 1 . 5 2 2 . 5  3

E R D I K O  P U N T U A

0 . 5 1 1 . 5 2 2 . 5  3

P A R A B O L A K  ( S I M P S O N )

5.52 Irudia: Integratzeko eskemak

1. Izan bedi y(x) [a, b] tartean jarraitua den funtzioa. [a, b] tartean honako 2n + 1 puntu
hauek hartzen ditugu:

xk = a + kh, h =
b − a

2n
k = 0, . . . , 2n
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2. Kalkulatu:

S0 = y(x0) + y(x2n)

S1 = y(x1) + y(x3) + · · · + y(x2n)

S2 = y(x2) + y(x4) + · · · + y(x2n−2)

3 . Hurbilketa hau da:
∫

b

a

y(x)dx ≈
h

3
(S0 + 4S1 + 2S2)

4. [a, b] tartean yiv (x) jarraitua existitzen bada, azaltzen den erroreak, E, ondorengo
erlazioa betetzen du:

|E| ≤
(b − a)5

18 0n4
· m a x

∣

∣yiv (x)
∣

∣ a ≤ x ≤ b

yiv (x) [a, b] tartean jarraitua denez, Weierstrass-en teoremak [a, b] tartean mugatua
dela esaten digu eta, ondorioz, errorearen muga:

(b − a)5

18 0n4
· m a x

∣

∣yiv (x)
∣

∣

0-rantz jotzen du n → ∞ doanean.

Orduan, hurbilketa kalkulatzerakoan nahi dugun zehaztasuna lor dezakegu n behar
den bezain handia harturik.

5.8. Ad ib id ea 5.53 irudian y(x) = x sin x eta yiv x ∈ [a, b] funtzioen grafikoak azaltzen
dira.

∫

1.5

0
x sin x integrala kalkulatzeko Simpson-en erregela aplikatzen badugu, 2n + 1 puntu

harturik, errorearen borne bat (
∣

∣yiv
∣

∣ ≤ 4 denez):

|E| ≤
(1. 5 )5

18 0n4
· m a x

∣

∣yiv (x)
∣

∣ ≤
0. 042

n4
· 4 ⇒ |E| ≤

0. 17

n4

Orduan, adibidez, |E| ≤ 10−5 bete dadin:

0. 17

n4
< 10−5 ⇒ n ≥ 12

eta Simpson-en erregela aplikatuko dugu 2n + 1 = 25 puntu erabiliz.
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1 2

- 4

- 3

- 2

- 1

1

x

y y ( x ) = x s i n ( x )

y I V ( x )

5.53 Irudia: 5.8 adibideko irudia

E rregela honen bidez kalkulatutako integralaren balio hurbildua S = 0. 89 139 dela froga
daiteke.

Beraz, integralaren balio zehatza I bada:

|E| ≤ 10−5 ⇔ |I − S| ≤ 10−5 ⇒ −10−5 ≤ I − S ≤ 10−5 ⇔ S − 10−5 ≤ I ≤ S + 10−5

⇔ 0. 89 138 ≤

∫

1.5

0

x sin x ≤ 0. 89 14

5.11 y(x)-ren ja torrizko fu ntz ioen ka lku lu a

Inte g ra la ka lku la tz eko N e w ton-L e ibniz -en formu la iku si ond oren inte re sg a rria iz a ng o d a y(x)
fu ntz io ba t ema nik F ′(x) = y(x) bete tz en d u en, F (x), fu ntz io ba t, a u rkitz eko metod oa k

a z te rtz e a .

F (x) fu ntz io g u z ti h a u en mu ltzoa ri integral m u gagabea d e itz en z a io e ta h one la a d ie ra z ten

d a : ∫
y(x)d x = F (x) + K, K ∈ R, F ′(x) = y(x)
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Ikus ditzagun oinarrizko metodo batzuk:

5.11.1 In te g ra le n ta u la

Integratzailea identifi katu ondoren, berehalako integrazioa (Ikus 5 .3 taula) ap likatuko dugu.

5.9. Ad ib id ea

∫
x sin x2dx =

1

2

∫
2x sin x2dx

(∗)
= −

1

2
co s x2 + K

(∗)

∫
y′(x) sin y(x)dx = − c o s y(x) + K

5.11.2 Z a tik a k o in te g ra z ioa

u(x) eta v(x) funtzioak deribagarriak badira:

d

dx
(u · v) = u′v + uv′ ⇒

∫
d

dx
(u · v)dx =

∫
u′vdx +

∫
uv′dx

du = u′dx eta dv = v′dx adierazten:

u · v =

∫
vdu +

∫
udv ⇔

∫
udv = u · v −

∫
vdu

A zkeneko adierazp en honi zatikako integrazioa deitzen zaio eta

∫
udv (1)

integralaren balioa kalkulatzen du

∫
vdu (2)

integralaren balioaren menp e.

u eta v funtzioen aukera egokia bada, batzuetan (2) integrala (1) baino errazagoa da.
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B erehalako Integralen Taula

1.-
∫

adx = a
∫

dx = ax + K

2 .-
∫

xndx = xn+1

n+1 + K, n 6= −1 bada

3 .-
∫

[f(x)]nf ′(x)dx = [f(x)]n+1

n+1 + K, n 6= −1 bada

4 .-
∫ f ′(x)

f(x) dx = ln[f(x)] + K

5.-
∫

exdx = ex + K

6 .-
∫

ef(x)f ′(x)dx = ef(x) + K

7 .-
∫

af(x)f ′(x)dx = af(x)

ln a
+ K a > 0 eta a 6= 1 bada

8 .-
∫

sin xdx = − cos x + K

9.-
∫

sin[f(x)]f ′(x)dx = − cos[f(x)] + K

10 .-
∫

cosxdx = sin x + K

11.-
∫

cos[f(x)]f ′(x)dx = sin[f(x)] + K

12 .-
∫ f ′(x)

c o s2[f(x)]
dx = tg[f(x)] + K

13 .-
∫ f ′(x)

sin 2[f(x)]
dx = − ctg[f(x)] + K

14 .-
∫ f ′(x)√

1−[f(x)]2
dx = a rcsin[f(x)] + K

15.-
∫

−f ′(x)√
1−[f(x)]2

dx = a rccos[f(x)] + K

16 .-
∫

−f ′(x)
1+[f(x)]2

dx = a rctg [f(x)] + K

5.3 Taula: B erehalako integralak
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5.10. Adibidea

∫

xexdx
(∗)
= xex −

∫

exdx = xex − ex + K

(∗) u = x du = dx

dv = exdx v = ex

5.11.3 A ld agai-ald aketa

M etodo hau x = h(u) aldaketa aplikatzean datza, non h deribagarria eta bere deribatua h′

jarraitua izatea beharrezkoa den:

∫

y(x)dx =

∫

y(h(u)) · h′(u)du

5.11. Adibidea

∫

x
√

x − 1dx
(∗)
=

∫

(1 + u2)u · 2udu = 2

∫

(u4 + u2)du =

=
2

5
u5 +

2

3
u3 + K

(∗∗)
=

2

5
(x − 1)5/2 +

2

3
(x − 1)3/2 + K

(∗) x − 1 = u2 ⇒ x = u2 + 1 = h(u) (∗∗) u =
√

x − 1

h′(u) = 2u

5.11.4 Funtzio trigonom etriko b atzuen integrazioa

Integral hauek formula trigonometrikoak eta aldagai-aldaketak erabiltzen ebazten dira.

5.12. Adibidea

∫

sin 3x cos 5xdx =
1

2

∫

(sin(3 + 5)x + sin(3 − 5)x)dx =

=
1

2

(
∫

sin 8xdx −
∫

sin 2xdx

)

= − 1

16
cos 8x + cos 2x + K
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5.13. Adibidea
∫

cos2 xdx =

∫

1 + cos 2x

2
dx =

1

2
x +

1

4
sin 2x + K

5.14. Adibidea

∫

sin3 xdx

2 + cos x
=

∫

sin2 x sin xdx

2 + cos x

(∗)
= −

∫

(1 − z2)dz

2 + z
=

∫
(

z − 2 +
3

z + 2

)

dz =

=
1

2
z2 − 2z + 3 ln |z + 2| + K =

1

2
cos2 x − 2 cos x + 3 ln |cos x + 2| + K

(∗) cos x = z

sin xdx = −dz

sinx = 1 − z2

5.11.5 Funtzio arrazionalen integrazioa

P (x) eta Q(x) bi polinomio izanik, honako integral hau kontsideratzen da:
∫

P (x)

Q(x)
dx

Metodo honekin P (x)
Q(x) beste frakzioen arteko baturan deskonposatzen da, hauen integralak

errazagoak izanik.
P (x)-ren gradua Q(x)-rena baino handiagoa edo berdina bada, lehenik polinomioen ar-

teko zatidura kalkulatuko dugu.

P (x)

Q(x)
= D(x) +

R(x)

Q(x)

P (x) polinomioaren gradua Q(x)-rena baino tx ikiagoa bada, Q(x)-ren erroak kalkulatuko
ditugu eta, erroen arabera, frakzioetan deskonposaketa modu desberdinetan kalkulatzen da:

1. kasua: E rro erreal bakunak.

5.15. Adibidea
∫

P (x)dx

(x − α1)(x − α2)
, α1, α2 ∈ R, α1 6= α2

P (x)

(x − α1)(x − α2)
=

A

(x − α1)
+

B

(x − α2)
⇒ A eta B lortu

Matematika Aplikatua Saila UEP Donostia



232 5. KAPITULUA INTEGRAZIOA

2. kasua: Erro erreal anizkoitzak.

5.16. Adibidea
∫

P (x)dx

(x − α)n
, α ∈ R

P (x)

(x − α)n
=

A1

(x − α)
+

A2

(x − α)2
+ · · · + An

(x − α)n
⇒ A1, A1, . . . , An lortu

3. kasua: Erro konplexuak.

5.17. Adibidea
∫

P (x)dx

(ax2 + bx + d)(x − α)2
, ax2 + bx+d polinomioaren erroak konplexuak izanik

P (x)

(ax2 + bx + d)(x − α)2
=

Ax + B

ax2 + bx + d
+

E

(x − α)
+

F

(x − α)2
⇒ A, B, E eta F lortu

5.12 L ab urp ena

[a, b] tartean y(x) funtzioaren integral mugatuaren kontzeptua y(x)-ren portaera aztertzeko
beste bide bat da.

G ai honetan ikusi ditugun integralaren aplikazioak: batezbesteko balioa, kurba batek
mugatutako azalera, arku baten luzera,... ez dira kalkulu integralaren ingeniaritzarako apli-
kazio guztiak, beste asko daude.

G ainera, integralaren kontzeptua oso “merkea” dela esan dezakegu: y(x) funtzioa jarrai-
tua bada [a, b] tartean, honez gero existitzen da integral mugatua

∫ b

a
y(x)dx

Beste aldetik, deribatua eta integralaren arteko oso erlazio garrantzitsua lortu dugu:
∫ b

a
y(x)dx = F (b) − F (a) non F ′(x) = y(x) den

Beraz, integralaren kontzeptua “bitxi matematiko” berri bat bezala kontsideratzeko arra-
zoiak ditugu.

H urrengo gaietan Ingeniaritzan agertzen diren problemak ebazteko erabilitako beste kon-
tzeptuak ikasiko ditugu, eta guztien atzean integralaren kontzeptua egongo da.
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)(' xyd xy
b

aò

A B I A D U R A

M U T U R R A K

A Z A L E R A

B A T E Z B E S T E K O

B A L I O A

B O L U M E N A

H U R B I L K E T A

L U Z E R A

5.9. A rik e ta Laburtu in te g ralare n kon tz e p tuarekin e rlaz ion aturik d aud e n e m aitza g arran -

tz itsue n ak. E m aitza h auek aurreko g aietan ag ertu d ire n be ste kon tz e p tuekin e rlaz ion atu.
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