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Oharra: iku rra rekin ma rka tu ta ko a riketa k eba z teko komen ig a rria iz a n g o d a fu n -
tz ioen a d iera z p en g ra fi ko eta zen ba kizko ka lku lu ra ko p rog ra ma in forma tiko ba t era biltzea ,
W in p lot a d ibid ez .

5 .1 . y(x) [a, b] ta rtea n ja rra itu a d en fu n tz io ba ten in teg ra la d efi n itzeko on d oren g o p rozesu a
ja rra itu d u g u (Iku s 5 .1 iru d ia ):

5 .1 Iru d ia : In teg ra la k ka lku la tzeko p rozed u ra .

• [a, b] ta rtea a z p ita rteeta n ba n a tu [xk, xk+1], k = 0, . . . , n−1, n on xk eta xk+1-en a rteko
d ista n tz ia h = (b − a)/n d en .

• K a lku la tu T (h) =
∑

n

k= 0
hy(zk), zk ∈ [xk, xk+1]. y(x) ≥ 0 ba d a , T (h) g u tx i g ora

behera y(x), x ∈ [a, b] ku rba k eta OX a rd a tz a k mu g a tu ta ko A a z a lera d a .

• h 0 -ra n tz a ld a tzen d en ea n , T (h) g eroz eta g ehia g o hu rbiltzen d a A-ren ba liora . B era z :

lim
h→0

T (h) =

∫
b

a

y(x)d x = A

B a in a , lor a l d a iteke kon berg en tz ia a z a lera ren A ba liora n tz [a, b] ta rtea beste mod u ba tea n
eba kitzen ba d a ? O n d oren g o bi eg oera a z tertu eta on d orioa k a tera :

a) K a su g u z tieta n lehen en g o ta rtea [a, (a + b)/2], [a, b] ta rteko ezkerreko erd ia , ha rtzen
d u g u . B este erd ia [(a + b)/2, b] lu zera berd in eko ta rteeta n ba n a tzen d a . (Iku s 5 .2
iru d ia )

b ) K a rra tu ba ten a z a lera z irku lu en bid ez hu rbiltzen d u g u (Iku s 5 .3 iru d ia ). H u rbilketa k
g eroz eta zeha tz a g oa k a l d ira ?
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5.2 Irudia: L ehenengo tartea berdina.

5.3 Irudia: Z irkuluen bidezko hurbilketa.

5.2. Kalkulatu y(x) funtzioaren batezbesteko balioa [0, c] tartean.

y(x) =

{

x 0 ≤ x ≤ 1 bada

1 x > 1 bada

A ztertu bateztesteko balio honen gorapena eta bere konbergentzia c infiniturantz doanean.

5.3 . Ondorengo baieztapena baiezkoa den ala ez azaldu: “S uposa dezagun y(x) funtzioa R-n
jarraitua dela bere integrala [a, b] edozein tartean nulua izanik. Orduan, y(x) = 0 ∀x ∈ R”.

5.4 . Izan bitez y(x) eta u(x) lehenengo bi deribatuak jarraituak dituzten bi funtzio non x
guztientzat y(x) ≤ u(x) betetzen den. Hauetako zein baieztapenak dira egiazkoak?

a) x guztientzat y′(x) ≤ u′(x).

b) x guztientzat y′′(x) ≤ u′′(x).
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d) [a, b] tarte guztientzat
∫

b

a
y(x)dx ≤

∫

b

a
u(x)dx

5.5. Izan bedi y(x) [0, 2] tartean jarraitua den eta 2 ≤ y(x) ≤ 4 betetzen duen funtzio bat.
y(x) funtzioaren batezbestekoaren balioa bornatu.

5.6 . Ondorengo balioetatik, zeintzuk ez dira nuluak?

a)

∫

π

−π

sin 3 xdx b)

∫

π

−π

x2 sin xdx d)

∫

π

0

c o s xdx e)

∫

π

−π

c o s3 xdx f)

∫

π

−π

c o s2 xdx

5.7 . 5.4 irudian agertzen diren grafikoetan bi ibilgailuek [a, b] denborako epean ibilitako
espazioa, E(t), adierazten da.

E

a b

E ( t )

t

E

a b

E ( t )

t

5.4 Irudia: 5.7 ariketako grafikoak

E skatzen da:

a) Kasu bakoitzean, azelerazioa positiboa ala negatiboa izan da?

b) Suposa dezagun ibilgailu baten abiadura t = a momentuan 70Km/ ordu zela eta t = b-n
40Km/ ordu. Bestearen abiadura t = a-n 12Km/ ordu eta t = b-n 35Km/ ordu izan zen.
G rafiko bakoitza dagozkion datuen bikotearekin erlazionatu.

d) D atu-pare bakoitza bere grafikoan adierazi.
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e) Ibilgailuak 15 segunduetan zirkulatzen badira, zein da bakoitzaren batezbesteko aze-
lerazioa?

5.8 . Lortu honq ako funtziioa hauen batezbesteko balioa [0, 1] tartean:

y(x) = x, y(x) = x2, y(x) = x3

Emaitza zabaldu tarte berdinean y(x) = xn funtzioaren batezbesteko balioa lortzeko.

Zer esan dezakegu batezbesteko balio honi buruz n geroz eta handiagoa egiten denean?

Azal daiteke emaitza hau y(x) = xn funtzioaren grafikotik abiatuz?

5.9 . Lortu honq ako funtziioa hauen batezbesteko balioa [0, 1] tartean:

y(x) = x1/2, y(x) = x1/3

Emaitza zabaldu tarte berdinean y(x) = x1/n funtzioaren batezbesteko balioa lortzeko.

Zer esan dezakegu batezbesteko balio honi buruz n geroz eta handiagoa egiten denean?

Azal daiteke emaitza hau y(x) = x1/n funtzioaren grafikotik abiatuz?

5.10 . Kalkulatu ondorengo funtzioen batezbesteko balio adierazitako tarteetan:

a) y(x) = x [−1, 1] tartean.

b) y(x) = x3 − x [−1, 1] tartean.

d) y(x) = sin x [−π, π] tartean.

e) Zergatik izan da hain erreza batezbesteko balio hauen kalkulua? Orokor dezakezu
emaitza hau?

5.11. Suposa dezagun 5x3 +40 =
∫ x
a y(z)dz betetzen dela. Kalkulatu y(x) eta a-ren balioa.

Zer baldintzak izan dira beharrezkoak?

5.12. G(x) =
∫ x
0

√
16 − z2dz bada, kalkulatu: G(x) funtzioaren eremua, G′(x), G(4) eta

G(−4). Zer esan nahi dute G(4) eta G(−4) balioek? Orokortu emaitza hau.

5.13. G(x) =
∫ x3

0
ez2

dz bada, G(x) deribagarria dela frogatu, G′(x) kalkulatu, eta G(x)
funtzioaren gorapena aztertu. Orokortu emaitza hau.

Matematika Aplikatua Saila UEP Donostia



52 5. KAPITULUA INTEGRAZIOA

5.14. Kalkulu Infinitesimako Oinarrizko Teoremak esaten digunez, y(x) funtzioa [a, b] tar-
tean jarraitua bada, orduan G(x):

G(x) =

∫ x

a
y(z)dz

deribagarria da (a, b) tarte osoan eta G′(x) = y(x) nahiz eta y(x) funtzioa (a, b) tartean
deribagarria ez izan. Beraz, integrazioaren bidez, jarraitua baizik ez den y(x) funtzio batetik
G(x) funtzio deribagarri bat lor dezakegu.

Beste kasuetan, integrazioaren bidez eraiki dezakegu ere H(x) funtzio jarraitu bat y(x)
jarraitua ez den funtzio batetik. Eskatzen da:

a b

y ( x )

G ( x )

x a b

y ( x )

H ( x )

x

5.5 Irudia: 5.14 ariketako irudia

a) H(x) balioaren esanahia azaldu 5.5 irudiaren arabera. U ste al duzu H(x) funtzioa
jarraitua dela? Zergatik?

b) Izan bedi y(x) ondorengo funtzio etena:

y(x) =

{

p 0 ≤ x ≤ 1 bada

q 1 < x ≤ 2 bada
(p 6= q)

Eraiki, integrazioaren bidez, H(x) funtzio jarraitu bat. Gero, H(x) funtzioari aplika-
tutako prozedura erabiliz G(x) funtzio deribagarri bat eraiki. Funtzio hauek grafikoki
adierazi.
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5.15. 180m-ko dintantzi batera kokatuta dauden bi goi-tentsio dorreen artean kable
bat zintzilikatu nahi da. Kableko puntu baxuena 100m-ko altueran egon behar da behean
dauden etxeetako teilatuekin seguntasun-distantzia mantentzeko. Kableak hartzen duen
forma adierazteko y(x) = a ch(x/a) funtzio erabiliz, kalkulatu:

a) Kurbaren a parametroa.

b) Kablearen luzera.

d) Dorreen altuera.

e) Emaitza orokortu. 2d distantziara kokatuta dauden altuera berdineko bi dorreen ar-
tean zintzilikatutako a parametroko katenariaren arku baten luzera kalkulatu.

5.16. Izan bedi D y(x) eta z(x) funtzioen grafikoek mugatutako eremu laua (Ikus 5.6 irudia).

a b

y ( x )

z ( x )

5.6 Irudia: 5.16 ariketako irudia

Suposa dezagun D eremua OX ardatzarekiko biratzen dela. Eskatzen da:

a) Lortutako biraketa-gainazalaren azalera kalkulatu.

b) Lortutako biraketa-gorputzaren bolumena kalkulatu.

d) Emaitza hauek aplikatu D Ox ardatzaren gainetik kokatuta dagoen zirkulu bat deneko
kasuan.

5.17. Bonbilla baten beirazko azala y(x) = 1

3
x1/2 − x3/2, 0 ≤ x ≤ 1/3 funtzioaren

grafikoa OX ardatzarekiko biratuz simulatu behar dugu (Ikus 5.7 irudia). Bonbilla bakoitzak
behar duen beirako kantitatea kalkulatu, lodiera 0.5mm-koa dela jakinik.
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0 . 1

0 . 1

0 . 2 0 . 3

5.7 Iru d ia : 5.1 7 a riketa ko iru d ia

5.18. D a kig u n ez , objetu ba t F in d a r kon sta n te ba ten era g in a z D d ista n tz ia z u zen ba t

mu g itzen ba d a , ord u a n , F in d a rra k eg in d a ko T la n a T = FD berd in tz a betetzen d u . S u posa

d ez a g u n ora in objetu a mu g itzen d ela , ba in a a ld a kor eta ja rra itu a d en F (x) in d a r ba ten

era g in a z , x posiz ioa iz a n ik. F -k eg in d a ko T la n a ka lku la tu . E ma itz a on d oren g o eg oereta n

a plika tu :

a) M a lg u ki ba t tira tzeko ed o kon prima tzeko beha rrezkoa d en F in d a rra pa u sa g u n e-posiz ioa rekiko

d espla z a men d u a rekin proportz ion a la d a . S u posa d ez a g u n ma lg u kia ren lu zera pa u sa -

g u n ea n 0 .2 5m-koa d ela , eta 0 .0 5m kon prima tzeko 3 N -ko in d a r ba t a plika tu beha r d ela

(N = Kg · m / s e g2). In d a rra k eg in d a ko la n a ka lku la tu . 3 cm g ehia g o kon prima tzeko

in d a rra k eg in d a ko la n a ka lku la tu .

b ) S u posa d ez a g u n F in d a r ba tek objetu ba t x = 0 pu n tu tik x = 6 pu n tu ra mu g itzen

d u ela . 5.8 iru d ia n F -ren g ra fi koa a d iera z ten d a . F -k eg in d a ko T (x) la n a ka lku la tu , x
ibilbid ea ren ed ozein pu n tu iz a n ik.

d ) F (x) in d a rra ren ba tezbesteko ba lioa eg in d a ko la n a rekin erla z ion a tu .

5.19 . S u posa d ez a g u n L y(x) fu n tz io d eriba g a rria k a d iera z ita ko ku rba ren lu zera d ela :

L =

∫

1

−1

√

1 +
4x2

(1 + x2)2
d x

L or d a iteke y(x) fu n tz ioa ? Z er ba ld in tz a k beha rko g en itu zke y(x) lortu a ha l iz a teko? L-ren

ba lio hu rbild u a ka lku la tu errorea born a tu z .

U E P D o n o stia M ate m atik a A p lik atu a S aila



55

F ( x )

x

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

5.8 Irudia: 5.18 ariketako irudia

5.20. Ondorengo ataletan kurba batek OX ardatzarekiko biratzerakoan sortutako gor-

putzaren bolumena agertzen da. K asu bakoitzean dagokion y(x) funtzioa lortu eta biraketa-

gorputza marraztu:

a) π

∫

h

0

(rx

h

)2

dx b) π

∫

h

0

r2dx d) π

∫

r

−r

√

r2
− x2dx e) π

∫

b

−b

1 −

x2

b2
dx

5.21. 5.9 irudian eta 5.1 taulan y(x) funtzioaren 13 balio azaltzen dira. Suposa dezagun

kurba OX ardatzarekiko biratzen dela. Sortutako gorputzaren bolumenaren balio hurbildua

kalkulatu.

x 0.00 0.13 0.25 0.38 0.50 0.6 3 0.75 0.88 1.00 1.13 1.25 1.38 1.50

y 1.00 0.9 8 0.9 4 0.88 0.80 0.72 0.6 4 0.57 0.50 0.4 4 0.39 0.35 0.31

5.1 Taula: 5.21 ariketako balioen taula

5.22. Ondorengo integralaren balioa eztabaidatu, r parametro erreal bat izanik:

∫

∞

1

dx

xr
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0 . 50 . 2 5 1 . 00 . 7 5 1 . 2 5 1 . 5

0 . 2 5

0 . 5

0 . 7 5

1 . 0

5.9 Irudia: 5.21 ariketako grafikoa

5.23. Kalkulatu:

∫

1

0

dx
√

1 − x

5.24 . Kalkulatu:

1)

∫

2

1

dx
√

5x − 2
2)

∫

dx

ex + 1
3 )

∫ π/2

0

c o s xdx
√

1 + sin 2 x

4)

∫

1

0

xdx
√

1 + x4
5)

∫

x2 ln xdx 6)

∫ π

0

ex sin xdx

7 )

∫ π/2

π/4

xdx

sin 2 x
8 )

∫

x2−xdx 9 )

∫

(5 − x)dx

x2 − 1

10)

∫

(4x2
− 4x − 3 )dx

(x2 + 1)(x − 2)
11)

∫

(3x2
− 4x + 6)dx

(x − 1)3
12)

∫

√

x + 4

x
dx
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13)

∫

sin 4x cos 2xdx 14)

∫ π

0

sin 5x sin 3xdx 15)

∫ a

0

√

a2 − x2dx

16)

∫

sin4 5xdx 17)

∫

x(5x2
− 3)26 dx 18)

∫

4

0

(1 + x)

1 +
√

x
dx

19)

∫ a

0

√

a2 − x2

x2
dx 20)

∫ π/4

0

a rctg
x

(1 + x2)2
dx
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