
ANÁLISIS MATEMÁTICO DE FUNCIONES REALES DEUNA Y VARIAS VARIABLES REALESEJERCICIO DE AUTOEVALUACIÓNTEMAS 1 A 5 - EJERCICIO 11. Sean f(x) y g(x) dos fun
iones de�ni-das en el intervalo [a, b].a) En
ontrar la rela
ión que existeentre el valor medio de f(x)g′(x)y el de f ′(x)g(x).b) Supongamos que [a, b] = [0, 1] yque la �gura adjunta muestra lagrá�
a de la fun
ión f(x)g′(x).Utilizando esta grá�
a, 
al
ula de forma aproximada, razonadamente,el valor medio de la fun
ión f(x)g′(x).
) Supongamos que g(0) = 0, g(1) = 1 y f(1) = 0. 8. Utiliza losapartados a) y b) para 
al
ular de forma aproximada el valor medio dela fun
ión f ′(x)g(x).2. Se sabe que dos fun
iones F (z) y G(z) veri�
anlas siguientes 
ondi
iones:
F ′(z) + G(z) = ez + z2

F (z) + G′(z) = ez + 2z

F (0) = 1, G(0) = 0a) Cal
ular el polinomio de M
Laurin de F (z)de orden 3. Utilizar este polinomio para
al
ular de forma aproximada el valor de
F (0. 2).b) Sabiendo que la �gura adjunta muestra lagrá�
a de la fun
ión H(z) = ez − d3G/dz3,emplear el teorema de Taylor para 
al
ularuna 
ota del error 
ometido en la aproxima-
ión del apartado anterior.



3. Queremos 
onstruir 
on 
hapa metáli
a de
0. 5 
m de grosor un depósito 
ilíndri
o abier-to por la parte superior, que tenga una 
apa-
idad de 1 m3. Naturalmente, nos interesautilizar la menor 
antidad posible de 
hapapara fabri
arlo. El problema es que el depósi-to tiene que instalarse en un hue
o de 80x80
m de base y 215 
m de altura (ver �gura).Se trata de en
ontrar las dimensiones que de-be tener el depósito y el pre
io de la 
hapane
esaria para fabri
arlo.

4. Supongamos que h(x) es una fun
ión 
ontinua en [0, 2] y que para 
al
u-lar su integral I hemos apli
ado el 
ambio de variable de integra
ión
x = x(z) (ver la grá�
a de x(z) en la �gura). De este modo obten-dremos una nueva fun
ión F (z) que deberemos integrar en un nuevointervalo [p, q]:a) Indi
a 
ómo habría que obtener la fun
ión F (z).b) Cal
ula los nuevos límites de integra
ión p y q. ¿Hay varias formasde elegirlos?
) Hemos 
al
ulado una primitivaH(z) de la fun
ión F (z) y la hemosrepresentado grá�
amente (ver �gura). A partir de esta grá�
a,
al
ula aproximadamente el valor I de la integral.



5. De�nir el límite de una su
esión {xn}. Apli
ando la de�ni
ión, demos-trar que el límite de la la su
esión xn =
2n

n + 1
es 2.6. La �gura adjunta representa la forma de una vasija a la que e
hamosagua a ritmo 
onstante, de modo que en 
ada instante t el agua al
anza
ierta altura h(t). Esboza de forma razonada una posible grá�
a de h(t)(dis
ute la 
ontinuidad, derivabilidad, 
re
imiento, 
on
avidad de h(t)).



RESPUESTAS1. Apli
ando el método de integra
ión por partes:a)
∫ b

a
f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)

∣
∣
∣

x=b

x=a
−

∫ b

a
f(x)g′(x) dx⇒

⇒ 1

b− a

∫ b

a
f ′(x)g(x) dx =

f(b)g(b)− f(a)g(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a
f(x)g′(x) dx⇒

⇒ ȳ1 =
f(b)g(b)− f(a)g(a)

b− a
− ȳ2b) Ambas áreas deben ser iguales

ȳ2 ≈ 0. 27
) ȳ1 = 0. 8− ȳ2 ⇒ ȳ1 ≈ 0. 8− 0. 27 = 0. 532. F (z) = F (0) + F ′(0) z +
F ′′(0)

2!
z2 +

F ′′′(0)

3!
z3 +

F ′′′′(u)

4!
z4 u ∈ (0, z)Hipótesis: F (z) y G(z) son derivables de orden su�
iente.

F ′(z)+G(z) = ez + z2 ⇒ F ′′ +G′ = ez +2z ⇒ F ′′′ +G′′ = ez +2⇒

⇒ F ′′′′ + G′′′ = ez ⇒ F ′′′′ = ez −G′′′

F (0) = 1 G(0) = 0
F ′ + G = ez + z2

F ′′ + G′ = ez + 2z
F ′ + G′′ = ez + 2z







⇒

F ′(0) + G(0) = 1⇒ F ′(0) = 1
F (0) + G′(0) = 1⇒ G′(0) = 1− 1 = 0
F ′′(0) + G′(0) = 1⇒ F ′′(0) = 1
F ′(0) + G′′(0) = 3⇒ G′′(0) = 3− 1 = 2
F ′′′(0) + G′′(0) = 3⇒ F ′′′(0) = 3− 2 = 1

P3(z) = 1+z+
z2

2;

∣
∣
∣
∣

F ′′′′(u)

4!
0. 24

∣
∣
∣
∣
u∈(0,0.2)

GRÁFICA
≤ 1. 3

4!
(0. 2)4 ← COTAAPROX = P3(0. 2) = 1 + 0. 2 +

(0. 2)2

2



3. Volumen V = πx2h = 1⇒ h =
1

πx2Super�
ie S = πx2 + 2πxh = πx2 +
2

x

S ′(x) = 2πx− 2

x2
; S ′ = 0⇔ x =

1
3
√

π
≈ 0. 68

h =
1

π
1

3
√

π2

=
1

3
√

π
≈ 0. 68 m

S ′′ = 2π + 4x−3; S ′′(
1
3
√

π
) > 0⇒ MínimoEl problema es que no entra en el hue
o ya que 68 · 2 + 2 · 0. 5

︸ ︷︷ ︸grosor 
hapa > 80
mTomemos el valor de x más próximo a 80 
m que entre en el hue
o:
2x + 2 · 0. 5 = 80⇒ x = 39. 5 
mVeamos ahora si hay altura su�
iente:
h =

1

π(0. 395)2
= 2. 04 m < 2. 154. a) F (z) = y(x(z)) · x′(z) suponiendo que x′(z) es 
ontinuab) x ∈ [0, 2]

x = 0 ⇒ z = 1, 2
x = 2 ⇒ z = 0, 3Por tanto, hay varias formas de elegir p y q

I =

∫ 0

1

F (z) dz =

∫ 3

1

F (z) dz =

∫ 0

2

F (z) dz =

∫ 3

2

F (z) dz
) I = H(q)−H(p) = H(0)−H(1) = H(3)−H(1) = H(0)−H(2) =
H(3)−H(2) ≈ 2. 4− 1. 5 = 0. 95.
ĺım

n→∞

xn = l ⇔ ∀ǫ > 0 ∃n0 ∈ N | ∀n ≥ n0 xn ∈ (l − ǫ, l + ǫ)

l = 2 xn =
2n

n + 1
; 2− ǫ <

2n

n + 1
< 2 + ǫ⇔

⇔ −ǫ <
2n

n + 1
− 2 < ǫ⇔ −ǫ <

−2

n + 1
< ǫ



Enton
es, dado un ǫ > 0 
ualquiera, tomamos n tal que:
−ǫ <

−2

n + 1
⇒ ǫ >

2

n + 1
⇒ 2

ǫ
< n + 1⇒ n >

2

ǫ
− 1Por ejemplo:Si ǫ = 0. 01, tomamos n > 2

0.01
− 1 = 200− 10199Si ǫ = 0. 001, tomamos n > 2

0.001
− 1 = 2000− 1 = 1999

6. h es 
re
ienteen (0, t4)

t ∈ (0, t1) velo
idad de
re
iente ⇒ h′′ < 0⇒ h 
onvexa
t ∈ (t1, t2) velo
idad 
re
iente ⇒ h′′ > 0⇒ h 
ón
ava
t ∈ (t2, t3) velo
idad de
re
iente ⇒ h′′ < 0⇒ h 
onvexa
t ∈ (t3, t4) velo
idad 
re
iente ⇒ h′′ > 0⇒ h 
ón
avaPuntos de In�exión en t1, t2, t3; 
ontinua en [0, t4]


