
ANÁLISIS MATEMÁTICO DE FUNCIONES REALES DEUNA Y VARIAS VARIABLES REALESEJERCICIO DE AUTOEVALUACIÓN DE CONOCIMIENTOSPREVIOSEJERCICIO 21. Estudia las propiedades de la fun
ión 
uya grá�
a apare
e en la �gura.

2. La velo
idad media de un vehí
ulo en un viaje ha sido de 84 Km/h.¾Ha existido algún instante durante el viaje en el que la velo
idad delvehí
ulo ha sido exa
tamente igual a 84 Km/h?3. Supongamos que el bene�
io que tiene 
ierta empresa después de xaños de fun
ionamiento viene dado por la siguiente fun
ión:
B(x) =

2x2 − 1

x + 3Una analista ha asegurado que, de seguir la misma tenden
ia, el bene-�
io de la empresa a largo plazo será aproximadamente lineal, es de
ir,una fun
ión de la forma B(x) = ax + b. ¾En qué 
rees que se basa elanalista para realizar esa a�rma
ión?4. Supongamos que A es un 
onjunto de números reales. Un número a ∈
A se di
e que es aislado en el 
onjunto A si se 
umple la siguiente
ondi
ión:

∃ǫ > 0 | (a − ǫ, a + ǫ) ∩ A = {a}



a) Es
ribe formalmente la 
ondi
ión 
ontraria, es de
ir, la 
ondi
iónque debe 
umplir un punto a A para que no sea un punto aisladoen el 
onjunto A.b) Cal
ula los puntos a ∈ A que son aislados en el 
onjunto A en lossiguientes apartados:1) A = {1, 1/2, 1/3, 1/4, ...}2) A = (1, 3] ∪ {4}



SOLUCIÓN DE LOS PROBLEMAS1. Resultados rela
ionadosa) Sea y(x) una fun
ión derivable en (a, b). Enton
es, y′(x) > 0 sólosi y(x) es 
re
iente en (a, b); y′(x) < 0 sólo si y(x) es de
re
ienteen (a, b).b) Si y(x) es derivable en (a, b), se di
e que la grá�
a de y(x) es
ón
ava (
ón
ava ha
ia arriba) en (a, b) si la re
ta tangente a la
urva por un punto x 
ualquiera del intervalo (a, b) está situada,en un entorno de x, por debajo de la grá�
a de y(x); se di
e quela grá�
a de y(x) es 
onvexa (
ón
ava ha
ia abajo) en (a, b) si lare
ta tangente a la 
urva por un punto x 
ualquiera del intervalo
(a, b) está situada, en un entorno de x, por en
ima de la grá�
ade y(x).
) Si la grá�
a de y(x) 
ambia de 
on
avidad 
uando la variable xpasa por un 
ierto punto c, el punto x = c es un punto de in�exiónde y(x).d) Si y(x) es derivable en (a, b), la grá�
a de y(x) es 
ón
ava en (a, b)solo si y′′(x) > 0; la grá�
a de y(x) es 
onvexa en (a, b) solo si
y′′(x) < 0.e) Sea y(x) es una fun
ión de�nida en (a, b) y c ∈ (a, b). Si y(x) esderivable en x = c, las tangentes por la dere
ha y por la izquierdade x = c son iguales. Si las tangentes laterales son diferentes,enton
es y(x) no es derivable en x = c.Resolu
iónA partir de la grá�
a de la fun
ión y(x) que apare
e en la �gura, nopuede asegurarse que y(x) sea 
ontinua ni derivable ni dos ve
es deriva-ble. Sólo puede demostrarse la regularidad de una fun
ión si se disponede su expresión analíti
a. Sin embargo, la grá�
a de y(x) en este 
asonos permite estable
er 
omo hipótesis razonable que y(x) es 
ontinuaen (a, b) y dos ve
es derivable en todo punto salvo en x = c.Bajo estas hipótesis:

y(x) es 
re
iente en (a, c), de modo que y′(x) ≥ 0 en (a, c)

y(x) es de
re
iente en (c, b), de modo que y′(x) ≤ 0 en (c, b)

y(x) presenta un máximo relativo en x = c



La grá�
a de y(x) es 
ón
ava en (a, c), de modo que y′′(x) ≥ 0 en (a, c)La grá�
a de y(x) es 
onvexa en (c, b), de modo que y′′(x) ≤ 0 en (c, b)En el punto x = c la grá�
a de y(x) pare
e tener tangentes lateralesdistintas, de modo que en este 
aso y(x) no sería derivable en x = c.La grá�
a pasa de 
ón
ava a 
onvexa, de modo que presenta un puntode in�exión en x = c.2. Resultados rela
ionadosa) Si y(x) es una fun
ión fun
ión 
ontinua en [a, b] y derivable en
(a, b), la velo
idad de y(x) es la fun
ión v(x) = y′(x). La velo
idadmedia de y(x) en [a, b] es

v
m

=
y(b) − y(a)

b − ab) (Teorema del valor medio) Si y(x) es una fun
ión 
ontinua en
[a, b] y derivable en (a, b), enton
es existe un punto z ∈ (a, b) en elque y(x) al
anza el valor de la velo
idad media, es de
ir, y′(z) =
(y(b)−y(a))/(b−a). Grá�
amente, signi�
a que existe algún punto
z ∈ (a, b) en el que la tangente es paralela a la se
ante que pasapor los puntos (a, y(a)) (b, y(b)). En el ejemplo de la �gura, existendos puntos z1 y z2 en los que se 
umple esta 
ondi
ión.

Resolu
iónSi alguna de las hipótesis del teorema del valor medio no se 
umple,enton
es no es ne
esariamente 
ierto el resultado. La �gura más abajomuestra la grá�
a de una fun
ión 
ontinua pero no derivable, tal queen ningún punto z ∈ (a, b) veri�
a y′(z) = (y(b) − y(a))/(b − a)



Pero en este 
aso las hipótesis de 
ontinuidad de y(x) en el intervalo
[a, b] y derivabilidad en (a, b) son razonables porque se trata de undesplazamiento físi
o. Enton
es, el teorema del valor medio aseguraque existe al menos un z ∈ (a, b) tal que E ′(z) = 84.3. Resultados rela
ionadosa) El 
omportamiento lineal a largo plazo de B(x) se tradu
e mate-máti
amente en que B(x) tiene una asíntota obli
ua y = ax + b
uando x → ∞.b) Para 
al
ular los 
oe�
ientes a y b de la asíntota obli
ua:

a = ĺım
x→∞

y(x)

x

b = ĺım
x→∞

(y(x) − ax)Resolu
iónEn este 
aso:
ĺım

x→∞

y(x)

x
= ĺım

x→∞

2x2 − 1

x(x + 3)
= 2 = a

b = ĺım
x→∞

(

2x2 − 1

x + 3
− 2x

)

= ĺım
x→∞

−7x

x + 3
= −6Por tanto el analista tiene razón, el 
omportamiento de B(x) a largoplazo será similar al de la fun
ión lineal y = 2x − 6.



4. Resultados rela
ionadosa) Si A es un 
onjunto y a es un elemento de A, de
imos que apertene
e a A y lo denotamos a ∈ A.b) Si A y B son dos 
onjuntos tales que todo elemento de A se en-
uentra en B, de
imos que A está in
luido en B, y lo denotamos
A ⊂ B.
) Si A y B son dos 
onjuntos, el 
onjunto A ∪ B es el 
onjuntoformado por los elementos que se en
uentran en A o en B.d) Si A y B son dos 
onjuntos, llamamos 
onjunto unión al 
onjuntoque denotamos por A ∪ B y que está formado por los elementosque se en
uentran en A o en B.e) Si A y B son dos 
onjuntos, llamamos 
onjunto interse

ión al
onjunto que denotamos por A ∩ B y que está formado por loselementos que se en
uentran en A y en B.Resolu
ióna) ∀ǫ > 0 ∃ y 6= a | y ∈ (a − ǫ, a + ǫ) ∩ Ab) 1) {1, 1/2, 1/3, . . . , } = A2) {4}


