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9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 361

9.1. Planteamiento del problema

Como ya sabes, los fené6menos naturales involucran variables que dependen funcional-
mente unas de otras (distancias, alturas, niveles, densidades, fuerzas, temperaturas, etc), de
tal modo que si una variable x experimenta una variacién, entonces también pueden expe-
rimentar una variaciéon todas las variables y1, yo, ¥s,... que dependan de x. Recuerda que
el proposito del Célculo Infinitesimal es precisamente estudiar el modo en que una variable
y cambia en funcién del cambio de otra variable x. Las ciencias y las ingenierias, cuando
estudian un fenéomeno real, determinan qué variables son las realmente importantes y a
continuacién tratan de encontrar relaciones de dependencia entre ellas, esto es, buscan un
modelo matemaético capaz de explicar el fenémeno de forma aproximada. Algunos modelos
matematicos que ya has utilizado para estudiar fenémenos reales son: la segunda ley de
Newton (F = ma), la ley de Ohm (R = V/I) y el espacio recorrido a velocidad constante
(E=Vt).

Por otra parte, sabes que si y es una variable que depende de otra variable z, entonces la
derivada de y(x) respecto a x se interpreta como la velocidad de cambio de y respecto a x,
y se denota y'(z) = dy/dz. Del mismo modo, la segunda derivada de y respecto a x es igual
a la velocidad de la velocidad, esto es, la aceleracion de y respecto a x, y"(x) = d?y/dx?.

Pues bien, muchos fen6menos naturales que nos interesan en ciencias y en ingenieria
se pueden escribir mediante una o varias ecuaciones que involucran tanto a las propias
magnitudes como a sus velocidades de cambio. Es decir, involucran a y(x), ¥'(z), y"(x), etc.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 9.1 ( Caida libre de un so6lido)

La segunda ley de Newton que antes citdbamos, involucra cierta magnitud y(¢) que
representa la distancia recorrida por un objeto de masa constante m que esta sometido sélo
a cierta fuerza F(t). Ya que la aceleracion de y(t) respecto a t es a(t) = y”(t), el modelo
matematico que describe el movimiento rectilineo del cuerpo es F(t) = my” (t).

Supongamos que el cuerpo cae libremente tan solo por la acciéon de la fuerza de la
gravedad. En éste caso, F = mg, donde g es la aceleracion debida a la gravedad (g =
9.8m/s?). La variable y(t) representa la distancia recorrida por el cuerpo desde el instante
en que comenzo6 a caer (¢t = 0) hasta el instante ¢. Por tanto:

2 2
m%:mg = %:g (9.1)

La ecuacion (9.1) es un posible modelo matematico que puede utilizarse para estudiar
el fenomeno de caida de un objeto. El modelo (9.1) es muy sencillo, y podemos pensar en
mejorarlo haciendo participar también la fuerza de resistencia a la caida del objeto que
ejerce el aire. Por ejemplo, podemos trabajar con la hipotesis de que la fuerza de resistencia
del aire es proporcional a la velocidad en cada instante. Asi pues, ya tenemos un segundo
modelo (9.2) més completo que el anterior para estudiar el fenémeno de caida libre:

m LY
dt?

d
=mg— K d_gzi (9.2)
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362 CAPITULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ambos modelos (9.1) y (9.2) involucran a la magnitud que nos interesa (que es y(t)) y
también a las derivadas de y(t) respecto al tiempo. Las ecuaciones (9.1) y (9.2) son ejemplos
de ecuaciones diferenciales ordinarias. El término “ordinaria” se refiere a que unicamente
aparecen en este tipo de ecuaciones las derivadas respecto a una sola variable, la variable
t en este caso. Es decir, una ecuaciéon diferencial ordinaria es una ecuaciéon que relaciona
cierta magnitud y con la variacién de y respecto a una tnica variable x. En lo que sigue,
denotaremos con las siglas EDO a una ecuacion diferencial ordinaria.

Por supuesto, el estudio del fenémeno de caida libre no termina una vez que hemos
determinado un modelo matematico mediante una EDO como (9.1) o (9.2). Lo interesante
es encontrar la soluciéon de la EDO, esto es, determinar qué funcién o funciones hacen cierta
la EDO. Vamos a tomar el ejemplo sencillo (9.1). Basta integrar dos veces para obtener:

1
yV'=9g = y=gt+C1 = y:59t2+clt+cg (9.3)

Observando la solucién (9.3) ya tenemos una primera consecuencia: una EDO no tiene
como solucién una tnica funciéon que la verifica, sino que su solucion es una familia de
funciones. La familia de funciones (9.3) es la solucion de la EDO (9.1). Los valores de Cy y
(5 en la familia (9.3) son valores arbitrarios. Dando valores particulares a Cy y Cy obtenemos
diferentes funciones que pertenecen a la familia (9.3). ; Tendréan algun significado fisico estas
dos constantes? Asi es. C; representa la velocidad del solido en el instante t = 0 (velocidad
inicial), mientras que Cy representa el espacio que ya llevaba recorrido en el instante ¢ = 0.

Vemos, por tanto, que aunque la EDO no tenga una tnica funciéon que sea solucion, si
anadimos ciertas condiciones la solucién puede ya ser tnica. Por ejemplo, supongamos que
el objeto llega a nuestra altura con una velocidad de 3 m/s y que la distancia que el sélido
ya llevaba recorrida era de 6 m. Entonces, elegimos de la familia (9.3) la tnica solucién que
cumple estas condiciones:

1
y(t) = §gt2 +3t+6 (9.4)

La solucion (9.4) se llama solucion particular de (9.3). Las condiciones que hemos im-
puesto para obtener la solucion particular, esto es, y(0) = 6, y'(0) = 3 se llaman condiciones
iniciales, esto es, condiciones que debe cumplir la soluciéon y(t) para cierto valor de ¢ (t = 0
en este caso). También podemos pensar en otro tipo de condiciones para seleccionar una
solucion perteneciente a la familia (9.3). Por ejemplo, supongamos que en el instante ¢t = 1,
el s6lido ha recorrido y = 9.9 m y que en el instante ¢ = 2, el s6lido ha recorrido y = 26.5
m. Es decir:

y(1)=9.9
y(2) =26.5 (9.5)

Las condiciones (9.5) se llaman condiciones de contorno, porque indican condiciones en
diferentes instantes de tiempo. Para estudiar si existe alguna solucion de la familia (9.3) que
cumpla las condiciones de contorno (9.5):

9.9=4.94+C1 + Oy N Cq =
26.5=19.2+4+2C + Cy
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9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 363

y(t) =4.9t* +2t +3

Dependiendo de las condiciones que impongamos, la solucién puede no ser unica. Su-
pongamos por ejemplo que buscamos soluciones de (9.3) tales que y(0) = 0.05. En este
caso:

y(t) = 4.91% + Cot +0.05 (9.6)

(9.6) representa una subfamilia de (9.3). Observa la Figura 9.1, hemos representado
algunas graficas de las funciones de (9.6), obtenidas fijando ciertos valores de Cs.

025+
Q201
015+
010+

005

0.1 0z

Figura 9.1: Familia de curvas para Cy=cte

Ejercicio 9.1 Determinar la subfamilia de soluciones de (9.3) formada por las funciones
que cumplan la condicion y'(0) = 0.3. Representar grdficamente algunas de estas funciones.

Ejercicio 9.2 Dada la EDO y" = x, encontrar la solucion y(x) que cumple las condiciones
iniciales y(0) = 1, y/(0) = 2. Encontrar también la solucion que cumple las condiciones de
contorno y(0) = 1, y(1) = 1/6. ;Eziste alguna solucion que cumpla las condiciones y(0) = 1,
y(1) =19/6, y(—1) = —=7/6¢ Dados tres puntos del plano, (x1,vy1), (x2,y2), (z3,y3), sbajo
qué condiciones ezistird una inica solucion que pase por los dos primeros? sy por los tres?

Ejercicio 9.3 Dada la EDO v = k, representar grdficamente su solucién y determinar la
solucion particular que pasa por un punto cualquiera del plano de coordenadas (xo,yo).

Ejercicio 9.4 Con lo que sabemos hasta ahora, solo tenemos un procedimiento para calcular
la solucion de las EDO de la forma y' = f(z), y"(z) = f(x),...,y™(z) = f(z). Explica
el método que se puede sequir para calcular la solucion de la EDO: y™(x) = f(z), donde
f(x) es una funcion dada. ;Qué forma tendrd ésta solucion? ;Cudntas constantes arbitra-
rias aparecerdn en ella? Piensa en alguna EDO de este tipo y aplica el procedimiento para
encontrar su solucion general.
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Vamos a continuar discutiendo nuestro ejemplo del fenémeno de caida libre. Si elegimos
el modelo (9.1) para describir el fen6meno, entonces hemos visto que somos capaces de
encontrar la trayectoria y(t) (ver ecuacion 9.2), de dar significado fisico a las dos constantes
arbitrarias que aparecen en la soluciéon general y de trazar algunas gréaficas de posibles
trayectorias.

Pero recuerda que pensamos en un segundo modelo para describir el mismo fenémeno,
un modelo en el que intervenia también la fuerza de rozamiento con el aire del objeto en su
caida. Supusimos (es decir, establecimos como hipotesis) que esta fuerza era en cada instante
proporcional a la velocidad del objeto, y asi construimos un nuevo modelo:

2
m%zmg—Ki—Z (9.7)

Para encontrar la solucion general de la EDO (9.7), podemos intentar seguir el mismo

procedimiento, integrar a ambos lados de la ecuacion:

my = mg/dt —ky = my =mgt—ky+C (9.8)

La ecuacion (9.8) es todavia una EDO, porque aparece la funcion y'(t). Volvemos a
integrar a ambos lados de (9.8):

1
my = Emgt2 — k/ydt + Cit + Cy (9.9)

No podemos hacer méas. No podemos calcular

/ydt

porque no conocemos y(t). Precisamente y(t) es la funcién que debemos determinar. Asi
pues, este ejemplo nos muestra que no todas las EDO se pueden resolver simplemente por
integraciéon. Ya tenemos un problema a resolver: habrd que desarrollar métodos con los
que calcular soluciones de EDO, pero que no consistan simplemente en calcular primitivas,
porque hemos visto que no es suficiente.

Ejemplo 9.2 ( Resortes y circuitos eléctricos)

En el ejemplo 9.1 hemos visto como el fenémeno de caida libre de un sélido sometido s6lo a
la fuerza de la gravedad y a la fuerza de rozamiento con el aire, se puede modelizar mediante
una EDO y dos condiciones iniciales que tienen significado fisico:

my" +ky =mg
y(0) = yo
y'(0) = vo (9.10)

m—masa del cuerpo
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9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 365

k=constante de proporcionalidad, que depende del cuerpo
yo=espacio recorrido en t =0
vo—velocidad en t =0

Pues bien, resulta que otros fenémenos fisicos importantes también pueden estudiarse
mediante un modelo muy parecido a (9.10). Y lo curioso es que estos fen6menos pueden no
tener nada que ver con la caida libre de un objeto. Vamos a tomar dos de estos fenémenos:
las oscilaciones libres de un muelle y los circuitos eléctricos. Observa la Figura 9.2(a), que
representa un muelle sobre el que cuelga en equilibrio un cuerpo de masa m. A continuaciéon
tiramos hacia abajo del cuerpo, hasta alargar el muelle una distancia igual a d (Figura
9.2(b)). Si soltamos el sélido, éste comenzaré a oscilar. Podemos incluso seguir sometiéndolo
a cierta fuerza variable F'(t). En estas condiciones, un modelo que sirve para estudiar las
oscilaciones del solido es el siguiente:

my" + ¢y’ + ky = F(t)

y(0) =d
y/(0) = v (9.11)
donde:

y(t)=posicion del solido en el instante ¢

m=masa del s6lido

c=una constante llamada constante de amortiguacion (por ejemplo, el medio fisico en
el que oscila el cuerpo podria ser aire, agua o algiin aceite en el que estuviera sumergido el
muelle para disipar el calor, lo cual nos daria diferentes valores de c).

k=constante que depende de las caracteristicas del muelle. Se mide en unidades de ma-
sa/unidades de desplazamiento. Por ejemplo, si el muelle se estira 20 cm con una masa de
10 Kg, £ =10/20 = 0.5 Kg/cm

d—espacio inicial

vp=velocidad inicial

F(t)=Fuerza a la que esta sometido el cuerpo en cada instante ¢

Observa en el modelo (9.11) la EDO de orden 2, muy similar a la de (9.10). En (9.10)
no aparece el término ky, pero su término independiente (término de la derecha) tiene el
mismo significado fisico que en (9.11), se trata de una fuerza a la que el solido esta sometido.
En (9.10) esta fuerza es constante (F'(t) = mg), mientras que en (9.11) puede ser variable.
Ademés, las condiciones iniciales de (9.11) tienen el mismo significado en ambos modelos. El
modelo (9.11) aparece en una gran variedad de sistemas mecénicos vibrantes (partes moviles
de méaquinas, puentes que vibran con el paso de vehiculos, etc). La Figura 9.3 representa un
motor en movimiento que vibra y transmite su vibracién a todo en sistema en el que esta
instalado.

Pero también el modelo (9.11) puede utilizarse para estudiar algunos circuitos eléctricos
como el que aparece representado en la Figura 9.2(c). Se trata de un circuito en el que se
ha conectado una inductancia L (cuyo valor se mide en Henrios), una resistencia R (cuyo
valor se mide en Ohmios) y un condensador C' (cuyo valor se mide en Faradios) en serie con
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@ ) ©

E®)

Figura 9.2: Resorte y circuito

)—

Figura 9.3: Motor vibrante

una tension variable E(t) (cuyo valor se mide en Voltios). En estas condiciones, un modelo
que puede utilizarse para calcular el valor I(t) de la intensidad que circula por el circuito en
cada instante de tiempo ¢ es:

LI" + RI' + é] = FE'(t)
1(0) =i,
I'(0) = ap (9.12)

Observa en (9.12) que el término independiente de la EDO es igual a E'(t), es decir, a
la velocidad de E(t) respecto al tiempo. El modelo (9.12) es idéntico al (9.11). Pero, jqué
significan en este caso los valores I(0) e I'(0) que aparecen como condiciones iniciales? En
este fenomeno fisico no hay movimientos de objetos sino de cargas eléctricas. Si ¢(t) es la
carga del condensador en cada instante, entonces ¢'(t) = I(t). I(0) representa la intensidad
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9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 367

que circula por el circuito en el instante inicial ¢ = 0, mientras que I'(0) es la velocidad de
cambio de la intensidad en ese mismo instante inicial.

Sin embargo, tanto para resolver las EDO que aparecen en los modelos (9.12) y (9.11),
tenemos el mismo problema con el que tropezamos al tratar de resolver la EDO del modelo
(9.10). No podemos resolver estas EDO por simple integracion. Si y(z) es la solucion de la
EDO, no podemos hacer la operacion

/ydm

precisamente porque y(x) es la funciéon que hay que encontrar. Como dijimos mas arriba,
el problema que hay que resolver es: desarrollar métodos con los que calcular soluciones de
EDO. Y, por otra parte, también necesitamos resolver un problema que es siempre impor-
tante en cualquier teoria matemaética, el de existencia y unicidad de solucién. Es decir, ;bajo
qué condiciones podremos asegurar que existe una tnica solucion y(x) de la EDO? Estos son
los problemas que iremos resolviendo a lo largo de este tema. De momento vamos a definir
los dos conceptos que hemos encontrado acerca de la soluciéon de EDO:

Definicion 9.1 Una EDO de orden n es una ecuacion que establece una relacion entre una
funcion y(x) y sus derivadas ' (), y"(x),...,y"(x). Asi pues, una EDO de orden n tendrd
en general la forma:

F(a,y,y'(x),y"(@),....,y" (@) = 0 (9.13)

Definiciéon 9.2 Toda funcion y(x) que haga cierta la igualdad (9.13), se llama solucion de
la EDO.

Ejercicio 9.5 Demuestra que las funciones y = senx, y = cosx, y = 2cosx — 3senx son
solucion de la EDO de orden 2: y" +y = 0. Demuestra que en general toda funcion de la
familia biparamétrica y = Ccosx + Cosenx es solucion de la EDO.

Ejercicio 9.6 Dada la familia de funciones y = 2> + Cx, donde C es una constante real
cualquiera, se pide:

1. Representar grdaficamente dicha familia de funciones.

2. Dado un punto cualquiera del plano (zg,yo), spodemos asequrar que existe alguna curva
de la familia que pase por él? ;FEs unica esta curva?

3. Encontrar una EDO que tenga como solucion esa familia de funciones.

Ejercicio 9.7 Una esfera de naftalina pierde volumen por evaporacion, a una velocidad que
suponemos como hipdtesis que es proporcional a su drea. Hemos observado que la esfera ha
disminuido su didmetro de 2 cm a 1 ¢cm en 4 meses. Construye un modelo matemdtico para
calcular el didmetro de la esfera en cada instante. Resolver el problema pero ahora suponiendo
como hipdtesis que la esfera de naftalina pierde volumen a una velocidad proporcional al
cuadrado de su drea.
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Ejercicio 9.8 Una sustancia porosa humedecida con cierto liquido y expuesta al aire, pierde
su humedad con una rapidez que suponemos como hipétesis que es proporcional al contenido
de liquido que contiene. Construye un modelo matemdtico para calcular la cantidad de liquido
que contiene la sustancia en cada instante.

9.2. Un primer acercamiento a la solucién de una EDO

Para simplificar, de momento vamos a centrarnos en las EDO de orden 1, y que ademés
tengan forma:

J = F(z,y) (9.14)

Es decir, vamos a estudiar un caso particular de EDO, las ecuaciones de orden 1 en las
que se pueda despejar 3/(x) en funcion de z e y. Algunos ejemplos de EDO que tienen esta
forma o que pueden ser reducidos a ella son los siguientes:

y’:x2+y2
y =axy+1
xy =2y + 3xy

En cambio, las siguientes EDO son de orden 1 pero no pueden escribirse de la forma
(9.14):

y =z + e
sen(zy') =y + zy
In(z+y)=2-3z+79

.Y cual es la razon de querer estudiar ese caso particular (9.14) de EDO? Hay varias
razones:

1. En las situaciones reales aparecen frecuentemente EDO del tipo (9.14). Por ejemplo,
las EDO de los ejercicios 9.5 y 9.6 son de este tipo.

2. Existen diversos métodos con los que resolver una EDO que tenga exactamente la
forma (9.14). Veremos estos métodos en el apartado 9.3.

3. Como veremos en el apartado 9.4, bajo ciertas condiciones es posible asegurar que
existe una tnica solucion de la EDO (9.14) que pase por cierto punto fijo (xo, o), es
decir, bajo condiciones suficientes es posible asegurar que existe una tnica soluciéon
para el problema:

y/ = F(fE,y)
y(zo0) = o (9.15)
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9.2. UN PRIMER ACERCAMIENTO A LA SOLUCION DE UNA EDO 369

En algunas ocasiones seremos capaces de calcular de forma exacta esa tnica solucién de
(9.15) y otras veces tendremos que recurrir al célculo de soluciones aproximadas obtenidas
mediante métodos numeéricos, como veremos en el apartado 9.6.

Pero con lo que sabemos hasta ahora somos capaces de estudiar desde varios puntos de
vista la solucion y(z) de (9.15), a pesar de que todavia no sepamos como calcular y(z).
Las ideas que vamos a explorar en esta apartado para estudiar la solucion de (9.15) son las
siguientes:

» Estudio de las derivadas sucesivas de y(x).

Observa que la EDO de (9.15) nos proporciona directamente la expresion de y'(x).
Esto nos da la idea de estudiar donde es creciente/decreciente y(x) y también calcular
la recta tangente a y(x) en cada punto (zo,yo). Ademas, a partir de la EDO de (9.15)
quizd podamos obtener la expresion de y”(z), con lo cual seremos capaces de estudiar
la concavidad/convexidad de y(z).

» Aproximacion de y(z) mediante polinomios de Taylor.

A partir de la EDO de (9.15) podemos obtener y/(xg), y derivando implicitamente
obtendremos 3" (z), ¥"'(x¢), etc. Con lo cual ya podremos aproximar y(z) mediante
un polinomio en las cercanias de xg. |Ya tenemos aqui de nuevo a nuestra Megaestella:
El Teorema de Taylor, en este caso para darnos informacion acerca de la solucion y(x)
del problema (9.15)!

Vamos a estudiar con detalle estas dos posibilidades.

9.2.1. Estudio de las derivadas sucesivas de y(zx)

Vamos a estudiar el comportamiento de las soluciones de la EDO
y =22y (9.16)
Sabemos que el crecimiento de y(x) esta relacionado con el signo de y/(z):
y(x) creciente en un intervalo (a,b) < y'(x) > 0 en (a,b)
y(x) decreciente en un intervalo (a,b) < 3/(x) < 0 en (a,b)

En este caso, habra que estudiar el signo de y/(z) = 22y:

Y(@) >0 2’y >0 y>0
Y(r) <0 2’y<0sy<0

Asi pues, si y(z) es una solucion de la EDO (9.16), en aquellos intervalos x € (a, b) tales
que y'(z) > 0, la funcion y(z) es creciente. Y en aquellos intervalos x € (a,b) tales que
y'(z) < 0, la funcion y(z) es decreciente. En otras palabras, una solucion y(z) de la EDO
(9.16) cuya gréfica se encuentre en el semiplano superior, serd creciente. Y si su grafica se
encuentra en el semiplano inferior, y(x) es decreciente.
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Estudiemos ahora la concavidad/convexidad de y(x). Habra que estudiar el signo de
y'(z):

y(x) es concava en un intervalo (a,b) < y”(x) > 0 en (a,b)
y(x) es convexa en un intervalo (a,b) < y”(x) < 0 en (a,b)

Para calcular y”(z) derivamos la ecuacion (9.16) de forma implicita:

d
y' = (a%y) = 2wy + 2%y = ya(2 + ") (9.17)

Asi pues, y”(z) esta formada como un producto de los factores y(x) y una funcion
h(z) = 2(2 + 23). Vamos a estudiar el signo resultante:

y"(z) > 0 < y(z) y h(z) tienen el mismo signo
y"(z) <0< y(z) y h(z) tienen diferente signo

La grafica de h(x) nos permite determinar los intervalos en los que h(z) es positiva o
negativa. Observa la Figura 9.4. Las raices de h(x) son z = 0, z = —(2)'/3 = —1.26. Por
tanto:

(2+23)>0s 1€ (—00,—1.26) U (0,00)
2+ 2%) <0s 2 e (-1,26,0)

300+
2501
2004
1.50
1.004

hx)=x2+x)

0301+

I I
~-189 -1g4 ~-0.63 063 126

=100

Figura 9.4: Funcién para el estudio del crecimiento
La siguiente tabla muestra las concavidad/convexidad de y(z)
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| Creciente
Concava
Creciente L30T
Convexa
Creciente
Concava sesl
[;lefj‘eciellteil = - 063 1 "?‘6
Cenyeen Decreciente |
Concava e
Decreciente
ook Convexa
Figura 9.5: Crecimiento y concavidad
Intervalo de | Intervalo de y(z) | Concavidad/convexidad de y(x)
x € (—oo0, —1.26) y € (0,00) Concava
x € (—1,26,0) y € (0,00) Convexa
x € (0,00) y € (0,00) Concava
x € (—o0,—1,26) y € (—00,0) Convexa
z € (—1,26,0) y € (—00,0) Concava
x € (0,00) y € (—00,0) Convexa
Observa que los puntos = —1.26 y =0 son puntos en los que cambia la concavidad de

y(x), de modo que se trata de puntos de inflexion. La Figura 9.5 muestra un par de posibles
graficas de funciones que pasan por sendos puntos fijos, y que verifican las propiedades de
crecimiento y concavidad que hemos obtenido. La gréfica trazada en el semiplano superior
pasa por (—0.63,1.2) y la del semiplano inferior pasa por el punto (1.26,—0.6). Por su-
puesto, no podemos asegurar que estas dos funciones sean solucion de la EDO (9.16), s6lo
podemos decir que se comportan, en cuanto a crecimiento y concavidad, del mismo modo
que una solucion y(z) de la EDO (9.16).

Por otra parte, la EDO y' = F(x,y) nos permite calcular facilmente la recta tangente a
la funcion y(z) en cada punto (xg,yp). Puesto que la pendiente de esta recta es F'(xg,yo),

su ecuacion sera:
Y —yo = F(zo,y0)(w

_ -%'0)

En el caso de la EDO (9.16), la ecuacion de la recta tangente en cada punto (zg,yo) sera:
Yy = yo + xgyo(r — o)
Por ejemplo, en los puntos que aparecen en la Figura 9.5, (—0.63,1.2) y (1.26,—0.6),
las ecuaciones de las rectas tangentes seran respectivamente:

E.U.P. San Sebastian
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Figura 9.6: Mapa de pendientes

y=1.240.476(z + 0.63) e y = —0.6 — 0.953(x — 1. 26).

Si ahora hacemos estas operaciones en un gran nimero de puntos del plano XY y tra-
zamos un pequeno segmento de la recta tangente en cada uno, obtenemos una imagen del
modo en que se comportan las soluciones de la EDO. Se trata del llamado campo de pen-
dientes de y(z). La Figura 9.6 muestra el campo de pendientes de y(z) obtenida de la EDO
(9.16).

Ahora vamos a trazar sobre el campo de pendientes de la Figura 9.6 las dos graficas de
posibles soluciones aproximadas que aparecen en la Figura 9.5. El resultado se muestra en
la Figura 9.7. Como ves, el campo de pendientes nos permite trazar con més precision las
posibles soluciones, observando las tangentes en cada punto. Se trata de que la tangente a la
curva en cada punto sea siempre paralela al pequeno segmento de recta tangente que tenga
mas proximo.

Naturalmente, el mapa puede ser mas denso, como el que aparece en la Figura 9.8.

Observa como estos mapas de pendientes de y(z) nos dan informacion acerca del creci-
miento de las soluciones y(x) de la EDO (9.16). Para obtener informacion gréfica de la con-
cavidad/convexidad de las soluciones y(z), podemos trazar el mapa de pendientes de y'(x).
Para obtener y”(z), basta derivar (9.17) de forma implicita, y se obtiene 3 (z) = yx(2+2?).
La Figura 9.9 muestra este mapa de pendientes de y'(x). Observa como la informacion que
aparece en este mapa concuerda con los resultados analiticos que obtuvimos acerca de la
concavidad /convexidad de y(z) (Figura 9.5) y como se produce un cambio de signo en y” ()
(que es la derivada de ¢/(z)) en los puntos z = 0 y = —1.26, donde la funcién y(x) tiene
una inflexion.

Finalmente, observa la Figura 9.10. Hemos representado otras posibles soluciones de la
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Figura 9.9: Mapa de pendientes y concavidad

EDO (9.16), sumergidas en el campo de pendientes de y(z). Pero ahora hemos trazado el
segmento de cada tangente de mayor longitud. Obsérvese como en las zonas de concavidad,
la recta tangente queda siempre por debajo de la funcion, y en las zonas de convexidad, la
tangente se sitiia por encima de la recta tangente. Recuerda que estas son precisamente las
condiciones geométricas que definen la concavidad/convexidad.

9.2.2. Aproximacién de y(x) mediante polinomios de Taylor

En el apartado anterior hemos hecho un estudio cualitativo de la solucion y(z) del pro-
blema (9.16), porque hemos obtenido propiedades de y(x). Ahora realizaremos un estudio
analitico en el que obtendremos una aproximacion de y(z) mediante el teorema de Taylor.
Como recordarés, si y(x) es derivable hasta orden n, el polinomio de Taylor de orden n de
y(z) en el punto z = a se obtiene del modo siguiente:

"(a) y"(x)

n!

2

P,(z) = y(a) + v (a)(z — a) + (x—a)*+...+ (x—a)"

En nuestro caso, a = xo, y(a) = o, ¥'(x0) = F(x0,y0) = x3y0, ¥"(x0) = yoxo(2 + x3). Asi
pues, ya podemos calcular el polinomio de Taylor de orden 2, P5(z). Sin embargo, vamos a
obtener el valor de y"”'(zo) para poder calcular Ps(z). Derivando (9.17) de forma implicita,
es facil comprobar que

y" (x0) = yo(2 + 623 + 25)

y"(x) = y(2 + 62> + :cG) =
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Figura 9.11: Dos polinomios de Taylor

Asi pues, ya podemos escribir el polinomio P3(z):

y"(x0)
2 ~

y/// (xo)
6

3

Ps(z) = yo + 9/ (wo)(z — o) + T —x0)® + (z — x0)

En el punto (—0.63,1.2), se obtiene:

Py(x) = 1.2+ 0.476(x 4 0.63) — 0.6615(x + 0.63)% + 0. 1125(z + 0.63)3
Y en el punto (1.26,—0.6), se obtiene:

Py(z) = —0.6 — 0.953(z — 1.26) — 1.512(z — 1.26)? — 1.8(x — 1.26)?

La Figura 9.11 muestra pequenos fragmentos de las graficas de ambos polinomios “sumer-
gidas” en el campo de pendientes de y(z). Observa como los segmentos de tangentes del
campo son aproximadamente paralelos a las graficas de los polinomios. Los polinomios se
comportan de una forma muy parecida a las soluciones de la EDO.

Sin embargo, no hay que olvidar que el polinomio de Taylor de orden n s6lo proporciona
una aproximacion local a la funcion, esto es, P,(z) se aproxima "razonablemente” a y(z) en
las cercanias del punto donde se ha calculado el polinomio. Observa la Figura 9.12, hemos
trazado en ella las graficas de los dos polinomios anteriores pero en un intervalo mayor.
Como puedes comprobar, lejos de los puntos en los que se han calculado los polinomios,
éstos ya no se comportan como soluciones de la EDO, sus tangentes ya no se corresponden
con las tangentes del campo de pendientes.
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Figura 9.12: Dos polinomios de Taylor dibujados en mayor rango
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9.3. Estudio sistematico de algunos tipos de EDO de la forma
y' = F(x,y)

En este apartado vamos a explicar algunos métodos estdndar para encontrar la solucién
general de ecuaciones de la forma y' = F(z,y).

9.3.1. Ecuaciones de variables separables

Algunas EDO y' = F(z,y) pueden escribirse de la forma

F) L = g(a) (9.18)
Por ejemplo:

Yover o vV o2 (fy)=c, gla) =) (9.19)

Para resolver este tipo de EDO, escribimos (9.18) del modo siguiente:

([ forar) =g (9.20)

Integrando en (9.20):

/f(y)dy=/g(w)dw+0

Asi pues, la EDO se resuelve mediante el célculo de las primitivas de f(y) y g(x). En el
ejemplo (9.19):

3
/eydy:/mzdx & —ef?”:%—i—c (9.21)

En (9.21) podemos escribir y en funcion de z y de C:

3 x> 3 z3
V- __ _ = —— / —y = _— / = — _—
e 3 C 3+C = Yy ln( 3+C> = y ln( 3+C>

Ejercicio 9.9 Encuentra la solucién general de la EDO (9.16).

9.3.2. Ecuaciones homogéneas

Se trata de ecuaciones y' = F(x,y) en las que la funcion F(z,y) tiene una forma par-
ticular, es una funcion del cociente y/z. Es decir, la EDO tiene la forma

Y = hiy/) (9-22)

Departamento de Matematica Aplicada E.U.P. San Sebastian



9.3. ESTUDIO SISTEMATICO DE ALGUNOS TIPOS DE EDO DE LA FORMAY' = F(X,Y)379

Veamos algunos ejemplos:

2 y\2
/ Yy / (E)
= — Rt [ . A—
P T T ey
2 2 2 2 2
J Ly R
T e T

T , 1
y=—- < Y=z
Yy x

Para resolver este tipo de EDO, aplicamos en (9.22) el cambio de variable dependiente z =
y/x. Es decir, vamos a escribir (9.22) de modo so6lo aparezca la nueva variable dependiente
z y la derivada de z respecto a x. En primer lugar, vamos a expresar 3'(x) en funcion de z,

z(x) y #(z):
z=y/r = y=xz = vy =z+uz
Ahora aplicamos el cambio de variable en (9.22):
v =h(y/z) = z+z2'=h(2)
Es sencillo darse cuenta de que esta nueva EDO es de variables separables:

dz _dx
h(z) —z

Con lo cual, por simple integracion se llega a la soluciéon general:

dz
/7}1(2) — = In|z|+C (9.23)

Naturalmente, una vez calculada la primitiva que aparece en (9.23), deberemos deshacer
el cambio de variable que aplicamos al principio, z = y/x.

Ejercicio 9.10 Aplicar este procedimiento de resolucion a las tres EDO homogéneas que
utilizamos como ejemplo al comienzo de este apartado.
9.3.3. Ecuaciones exactas

A veces es conveniente escribir la EDO y' = F(z,y) de la forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (9.24)

Esta operacion es un simple cambio de notacion que puede hacerse siempre. Por ejemplo:

T
y/::c2—yy2 & xydx+(y2_x2)dy:0 (M:xy,N:y2—x2)
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y=2+y & (r+y)dr—dy=0 (M=x+y, N=-1)

Pues bien, si el vector (M(x,y), N(z,y)) es el gradiente de cierta funcion u(z,y), es decir,
si

Y
uy(2,y) = N(z,y) (9.25)
entonces la solucion general de (9.24) es
u(z,y) =C (9.26)

Para demostrarlo, comprobemos que las funciones de (9.26) verifican la EDO (9.24).
Diferenciamos (9.26):

du(z,y) =0 = uz(z,y)de +uy(z,y)dy =0
por tanto:
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

Para demostrar que (9.26) es la solucion general de (9.24) también podemos utilizar el
significado del gradiente de una funcién. El razonamiento es el siguiente:

1. La curva (9.26) es una curva de nivel de la superficie z=u(x,y)

2. Sabemos que el gradiente de u(zx,y) en cada punto es perpendicular a la curva de nivel
que pasa por ese punto.

3. Como el gradiente de u(x,y) es (uz(x,y), uy(z,y)), un vector perpendicular en cada
punto (x,y) serd (—uy(x,y), uz(x,y)). Por tanto, la pendiente de y(x) en cada punto
serd y = —ugz(z,y)/uy(z,y), o lo que es lo mismo, vy = —M(z,y)/N(z,y), que es
precisamente la EDO (9.24).

Asi pues, en el caso de que exista una funcion u(x,y) que cumpla las condiciones (9.25),
para encontrar la solucion general de la EDO (9.24) nos bastaré con determinar esta funcion
u(z,y). Estas EDO se llaman exactas y cada funcion u(z,y) que cumpla (9.25) se llama
funcién de potencial. Por ejemplo, la EDO

322y dx + 223y dy = 0

es exacta porque tomando la funcion u(x,y) = 23y, se verifican las condiciones (9.25). En
consecuencia, su soluciéon general sera 23y> = C. Ahora bien, nuestras preguntas son: ;en
qué casos podemos estar seguros de que tal funcion u(z,y) existe? Y en el caso de que u(z,y)
exista, jcomo calcularla?

Si derivamos respecto a y la condicion ug(z,y) = M(z,y), obtenemos ugy(x,y) =
My(x,y). Si derivamos respecto a x la condicion uy(x,y) = N(z,y), obtenemos wuy,(x,y) =
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N, (z,y). Si suponemos como hipotesis que la funcion wu(z,y) admite derivadas parciales
continuas de segundo orden, entonces aplicando el teorema de Schwartz se tiene u,,(x,y) =
Uyz(x,y). Asi pues, la condicién para que la EDO (9.24) sea exacta es que se verifique la
igualdad:

La condicion (9.27) es el test para demostrar que existe funcion de potencial u(x,y).
Veamos con un ejemplo como calcularla.

La EDO
(y 4 2xy3)dx + (x + 32%y*)dy = 0
es exacta porque
M, = 1 + 6zy> =N,
En consecuencia, existe una funcion u(z,y) tal que

Uy =y + 2zy° (9.28)
u, =z + 3z%y? (9.29)

Integrando (9.28):
u = / (y + 2xy3) do = xy + 2%y> + h(y) (9.30)

Observa que al integrar (9.28), la constante de integracién puede ser una expresion
que dependa de y, por eso en (9.29) aparece una funciéon h(y) (desconocida de momento).
Derivando (9.30) respecto a y:

u, =z + 3z%y* + 1’ (y) (9.31)
Ahora, obligamos a coincidir los resultados de (9.31) y (9.29):
43222 + 1 (y) =2 +32%* = MKy =0 = Ky =C

De modo que la funciéon u(z,y) en realidad no es unica sino que todas las funciones de la
forma

u(z,y) = zy + 2%y> + C

cumplen las condiciones (9.28) y (9.29). En consecuencia, la solucion general de la EDO
sera:

zy + 22y =C (9.32)
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La ecuacion (9.32) es una relacion entre las variables x e y en la que aparece una constante
arbitraria C. Sin embargo, en (9.32) no aparece de forma explicita la variable y en funcion
de z y de C. ;Qué representa la familia (9.32)7 Para cada valor fijo de la constante real C,
la ecuacion (9.32) define una curva en el plano, formada por los puntos (z,y) que cumplen
esa condicion (9.32). La Figura 9.13 muestra dicha curva para el caso C' = 0.2. Observa que
no se trata de la representacion grafica de una funcién y(x) porque a un mismo z le pueden
corresponder varios valores de y. Por ejemplo, hay tres puntos cuya abscisa es z = —2, que
son (—2,0.753), (—2,—0.102) y (=2, —0.650). En cambio, s6lo hay uno con abscisa x = 0.4,
el punto (0.4,0.461).

x
— —
colfsl 4 al2c) 0 R0R 06 04 202, 02 04 06 08 10 12 14 1§
02+

—04+
_______________________________________________ V5T

0.8+

10+

-12

Figura 9.13: Funcién implicita

La curva que aparece en la Figura 9.12 no es globalmente la representacion grafica de una
tnica funcion y(z). Pero, dado un punto (zg, yo) situado sobre la curva, existe un fragmento
de curva que representa a una funcion y(x) que es la solucién de la EDO en un entorno
de xp. La Figura 9.14 muestra cuatro fragmentos de la curva correspondientes a los puntos
(—2,0.753), (—2,—0.102), (—2,—0.650) y (0.4,0.461). Estos cuatro fragmentos de la curva
son la representacion grafica de otras tantas funciones y(z). Cada una de estas funciones
es la tnica solucién de la EDO que pasa por el correspondiente punto. Volveremos a esta
cuestion en el apartado 9.4.

Ejercicio 9.11 Considera de nuevo la familia de curvas (9.32).

1. Dado un punto cualquiera P(xq,yo) del plano, jexiste alguna curva de (9.32) que pase
por P?
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Figura 9.14: Cuatro fragmentos de curva

2. Supongamos que tomamos una de las curvas de (9.32), es decir, damos cierto valor
fijo de C. Dada una abscisa cualquiera xq, sexiste algun punto P sobre la curva que
tenga esa abscisa?

3. Tomamos de nuevo un valor fijo de C. Dada una ordenada cualquiera yg, jexiste algin
punto P sobre la curva que tenga esa ordenada?

9.3.4. Ecuaciones reducibles a exactas mediante un factor integrante
Hemos visto que si la EDO
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (9.33)

es exacta (es decir, si My(x,y) = Nz(x,y)), entonces ya tenemos un procedimiento con
el que obtener su solucion general. Si (9.33) no es exacta, a veces es posible encontrar una
funcion G(z,y) tal que si multiplicamos la EDO (9.33) por G(z,y), la ecuacion resultante
ya es exacta. A esta funcion G(z,y) la llamamos factor integrante. Por ejemplo, la EDO

ydr + (x*y* —z)dy = 0 (9.34)
no es exacta porque
M=y M, =1

N=2%? -z N, =2z — 1
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Sin embargo, si multiplicamos (9.34) por el factor integrante G(z) = 1/22, la EDO toma
la forma:

1
Y dw + <y2 - —) dy =0 (9.35)
X X

Esta ecuacion ya es exacta porque

M=2
T

N=y?— =
yl -

My===N,

A partir de este momento, ya es posible aplicar el procedimiento que explicamos en el
apartado 9.3.3 para obtener la solucién general de (9.36) (hazlo como ejercicio).

Naturalmente, la pregunta es jcomo buscar un factor integrante para la EDO (9.33)? No
existe ningun procedimiento que nos permita en general encontrar G(z,y), pero en algunas
EDO podemos intentar un factor integrante de la forma G(z,y) = z"y™, donde m y n son
constantes reales a determinar. Como ejemplo, aplicaremos este procedimiento a la EDO

2ydx + (3y — 2x)dy =0 (9.36)

Esta EDO no es exacta porque M, = 2, N, = —2. Multiplicamos (9.36) por el candidato
a factor integrante G(z,y) = z"y™":

2y ™ dx 4 (3y™ " — 22" y™)dy = 0
Ahora obligamos a esta ecuacion a ser exacta:

M, =2(m+ 1)y™a" = N, = 3nz" 1y™ —2(n + 1)2"y™
Igualando y sacando factor comun:

22"y (m 4 n 4 2) = 3ng" " Ly™ !
Simplificando:

2z(m +n+2) = 3ny

Ahora se trata de encontrar cualquier pareja de valores n y m que hagan cierta la igualdad
anterior para todo x e y. En este caso s6lo hay una posibilidad, n = 0, m = —2. Una vez
multiplicada la ecuacién (9.36) por el factor integrante G(y) = y~2, la EDO resultante sera:

2 3 2
bl o (— - —f) dy =0 (9.37)
vy

A partir de aqui, basta aplicar el procedimiento que explicamos en el apartado 9.3.3 para
obtener la solucion general de (9.37) (hazlo como ejercicio). Una cuestion importante es que,
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dadala EDO (9.33), no tiene por qué existir un factor integrante de la forma G(x,y) = 2"y™
ni de ninguna otra forma que se nos ocurra. Lo tinico que podemos hacer es ensayar para
(9.33) un factor integrante que tenga una forma determinada y estudiar su existencia (ver
el siguiente ejercicio).

Ejercicio 9.12 Dada la EDO (2? + y? + 1)dz — y(x + 1)dy = 0, demuestra que no existe
un factor integrante de la forma G(x,y) = z™y"™. Calcula un factor integrante de la forma
G(z) = (z+1)" y encuentra la solucion de la EDO.

9.3.5. Ecuaciones lineales

Una EDO lineal es una ecuacién que tiene la forma

y +y- Px) =Qx) (9.38)

Este tipo de EDO es muy frecuente en las aplicaciones practicas. Por ejemplo, en circuitos
eléctricos, cuando se conecta una resistencia y una inductancia en serie con la fuente de
alimentacion (ver Figura 9.15).

E®

Figura 9.15: Circuito RL

Se puede demostrar que un modelo con el que estudiar la intensidad I(¢) que circula por
el circuito en cada instante de tiempo viene dado por:

dl
L— I=F
I +R

donde L es el valor de la inductancia, R el de la resistencia y FE es la tensiéon que se
aplica. Observa que esta ecuacion se reduce a la forma (9.38) sin mas que dividirla entre L.
Normalmente L y R son valores constantes, pero E puede ser una funciéon del tiempo, por
ejemplo si se aplica al circuito una tension alterna del tipo E(t) = Eysen(wt).

Para obtener la solucion general de (9.38), comenzamos multiplicaindola por el factor
integrante

ef P(z)dz

con lo cual queda:

y/ ef P(z)dx 4+ yP(x)ef P(z)dx _ Q(x)ef P(z)dx (939)
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Luego observamos que se puede escribir como

% <yef P(m)dw) _ Q(.%') ef P(z)dx

Con lo cual
yef P(z)dz _ / Q(x)ef P(x)dzdx_i_c

Donde C' es una constante arbitraria. Ahora y(z) se despeja muy facilmente, obteniéndose
la solucion general de (9.38)

y(z) = e/ Pl@)de (C+/ Q(z)el P@) dwdx) (9.40)

Ejercicio 9.13 FEncontrar la solucion del problema
y =2y =€
y(0) = —1

Ejercicio 9.14 FEncontrar la solucion general de la EDO
x2y” + 22y =2

de dos formas diferentes:

1. Encontrando un cambio de variable que permita reducir la EDO a una ecuacion lineal
de orden 1.

2. Escribiendo el término de la izquierda como la derivada de cierto producto de dos
funciones.

Ejercicio 9.15 Demuestra que el cambio de variable dependiente z = y'™" transforma la
ecuacion de Bernoulli y' +yP(x) = y"Q(x) en una EDO lineal. (INDICACION: En primer
lugar, multiplica la ecuacion por y~"™. Luego aplica el cambio de variable).

Ejercicio 9.16 La carga Q(t) que tiene un condensador C conectado en serie con una
resistencia R y una fuente de alimentacion E(t) (ver Figura 9.16), se modeliza con la EDO
dQ 1

RS+ ZQ=E()

Obtener su solucion. Supongamos que R = 209, C = 0.01 F y E(t) = 60e=2 V. Si la
carga inicial del condensador es Q(0) = 0, calcular Q(t), trazar su grdfica y encontrar el
instante en el que la carga es mdzima y el valor de dicha carga.
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O_
E)

Figura 9.16: Circuito RC

9.4. Existencia y unicidad de solucién

En el apartado anterior hemos estudiado algunos métodos con los que obtener la solucién
general de la EDO ¢y = F(x,y). Estos métodos no son generales, es decir, la EDO tiene
que cumplir ciertas condiciones para poder ser aplicados (ser de variables separables, ser
homogénea, ser exacta, etc). Sin embargo, podremos encontrar ecuaciones para las cuales no
dispongamos de un método analitico con el que obtener una solucién. Tomemos por ejemplo
el siguiente problema:

y' = sen(zy) + cos(z +y), y(0.5) =1 (9.41)

La EDO de (9.41) no puede resolverse mediante ninguno de los métodos estudiados
(compruébalo como ejercicio). Sin embargo, si representamos el campo de pendientes de las
soluciones (ver Figura 9.16), en este caso si parece que podriamos trazar de forma apro-
ximada una solucion y(z) que verifique (9.41). Ademas, podriamos encontrar también una
aproximacion de y(z) mediante polinomios de Taylor.

Ejercicio 9.17 Sobre la Figura 9.17 traza de forma aproximada una solucion de la ecuacion
(9.41). Calcula los polinomios de Taylor Py(z) y Ps(x) en el punto a = 0.5 y represéntalos
grificamente en un entorno de ese punto.

Asi pues, nos interesa conocer bajo qué condiciones podemos asegurar que el problema
general

v =Flzy),  ylw) =y (9.42)

admite una unica soluciéon y(x).
El siguiente teorema nos ofrece una respuesta a esta pregunta.

Teorema 9.1 (Ezistencia y unicidad de solucion)

Supongamos que la funcion F(z,y) y su derivada parcial Fy(z,y) son continuas en cierto
dominio D del plano XY. Supongamos que el punto (zo,yo) se encuentra en D. Entonces,
existe una unica funcion y(zx) definida en un cierto entorno de xy que verifica las dos con-
diciones (9.42).

E.U.P. San Sebastian Departamento de Matematica Aplicada



388 CAPITULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
P e e e — e N N Y
e e e Y
————— | e
—_—— e e T T T e e e —
R o e SR

S e e e e
N T — e T T S
S e e S0
NN S S S S
e i g A S S e

EN |

T N T e
B
[ 7 A e
I
"

—— =l L0 050 .

L 0% a1 200

B i B
e T T s T T T e e e T T
e T S e e e e e
e P G S I i e
e e e T T e T e e
e i i | _—
—_—_——_ Y~ - ————— - —
e e — — — e e ————— — — —
TN e e e e s e e — e S

Figura 9.17: Campo de pendientes de 9.41

Vamos a analizar algunas consecuencias de este teorema de existencia.

1. Si F(z,y) y Fy(z,y) son continuas en cierto dominio D del plano XY, entonces existen
infinitas funciones y(x) que son solucion de la EDO y' = F(x,y). Ahora bien, si fijamos
un punto (x,yo) € D, entonces solo existe una funcion y(z) que verifica la EDO y que
ademés su grafica pasa por el punto (zg, o), es decir, que y(xg) = yo. Por ejemplo,
dada la EDO ¢/ +y = e~ *, (que es lineal de orden 1), se puede utilizar el procedimiento
que estudiamos en el apartado 9.3.5 y comprobar que su solucién es

y=e *(C+ux) (9.43)

Si ahora estudiamos esta EDO desde el punto de vista del teorema de existencia,
resulta que en este caso F(x,y) = e~ — gy, que es una funcion definida y continua en
todo el plano XY, con derivada parcial Fy(x,y) también continua. En consecuencia,
el teorema de existencia nos garantiza que si fijamos un punto cualquiera (zg,yo)
del plano XY, existe una unica funcion perteneciente a la familia (9.43) que cumple
y(zp) = yo. Veamos como obtener esa tnica solucion, es decir, como calcular el valor
adecuado de la constante C:

ylzg) =y = wyo=¢€ (C+x9) = C=ype™ —xg (9.44)
Si, por ejemplo, deseamos encontrar la tinica funcion de (9.43) cuya grafica pasa por el
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punto (0, 1.5), segin (9.44) se tendra C' = 1.5, es decir, la tnica soluciéon del problema
y+y=e" y0)=15

serd y = e~ (1.5 + x). La Figura 9.17 muestra el campo de pendientes de la familia
(9.43) y algunas de sus funciones. Cada una de ellas se ha obtenido fijando cierto punto
(x0,y0) del plano y obteniendo el valor de C' mediante la relacion (9.44).
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Figura 9.18: Familia 9.44

2. La familia de funciones (9.43) se llama solucion general de la EDO ¢ +y =e~® . Eso
quiere decir que para cualquier punto (zg,yo) existe una unica funcién perteneciente a
la familia (9.43) y que verifica la EDO 3/ +y = e~*. La solucion general de una EDO
y' = F(z,y) es una familia de funciones

y=H(z,C) (9.45)
tal que para todo punto (xg, yo) existe una tunica funcion y(z) perteneciente a (9.45) tal
que y(z9) = yo. O lo que es lo mismo, existe un tunico valor Cy tal que yo = H (z9, Cp)

3. La solucion general (9.45) es una familia en la que la variable y se expresa de forma
explicita en funcién de la variable z y de la constante C. Sin embargo, la soluciéon
general de una EDO y' = F(x,y) no siempre puede expresarse de forma explicita
como en (9.45), sino de forma implicita de la forma

H(z,y,C)=0 (9.46)
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Por ejemplo, la EDO homogénea

/ Yy
=7 9.47
Y= y? (9.47)
tiene como soluciéon general (compruébalo como ejercicio aplicando el procedimiento
que vimos en el apartado 9.3.2):

562

;? = In|Cy| (9.48)

Las funciones de la familia (9.48) no pueden escribirse de forma explicita, no puede
despejarse la variable y como funcién de z y C.

Observa la Figura 9.19. A la izquierda se representa la curva obtenida dando el valor
C =1 en (9.48). En la derecha, se representan otras funciones de la misma familia, que
se obtienen dando otros valores a C. El teorema de existencia y unicidad puede aplicarse
en todo punto (z,y) salvo si y = x, que son los puntos que anulan el denominador de la
EDO (9.47). Salvo en los puntos que se encuentran en las rectas y = x (trazadas en linea
punteada en la figura), para cada punto (xo, yo) existe una funcion y(x) definida en un cierto
entorno de zg tal que y(zo) = yo. El teorema de existencia asegura que existe solucion y(z)
para el problema (9.42), pero y(z) estard definida localmente, en cierto entorno de x. Esta
es la "almendra” del teorema de existencia. Se trata de un teorema que proporciona una
propiedad valida en un entorno de un punto. Ya hemos estudiado otros muchos teoremas
que también nos dan propiedades locales: la aproximacion local del polinomio de Taylor, el
crecimiento/decrecimiento de y(x) en un entorno de un punto z¢ dependiendo del signo de
y'(z0), el maximo/minimo local en xy dependiendo del signo de las derivadas sucesivas en
el punto x, etc.

Pero sigamos con nuestro ejemplo. Toma una curva cualquiera de la Figura 9.19. Esta
curva no representa a una tnica funciéon y = y(z) porque para un mismo valor de z pueden
existir varios valores de y. Ahora bien, si eliges un punto (g, yo) fijo sobre la curva, entonces
si que puedes tomar un pequeno fragmento de curva que representa a una funcion y(z). La
Figura 9.20 muestra diversos fragmentos de curva que representan soluciones y(z) locales,
definidas cada una de ellas en un entorno del punto donde se estudia la existencia de solucion.
Sin embargo, observa que en los puntos que se encuentran sobre las rectas y = = no existe
esta funcion y(z) local. Como antes hemos dicho, el teorema de existencia no puede aplicarse
en estos puntos.

9.5. Ecuaciones lineales de orden 2

9.5.1. Existencia y unicidad de soluciones

Hasta ahora hemos estudiado las ecuaciones diferenciales de orden 1 de la forma ¢y’ =
F(z,y). Hemos visto qué significan las soluciones y algunos métodos analiticos para encon-
trarlas. Sin embargo, las EDO de orden 1 no son las tinicas ecuaciones que tienen importancia
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Figura 9.19: Familia 9.48

en las ciencias y en la ingenierfa. Vimos en el apartado 9.1 algunos ejemplos de ecuaciones
de orden 2 que servian para construir modelos con los que estudiar fenémenos reales impor-
tantes:

= Caida libre de un sélido, teniendo en cuenta la friccion del aire:

m@ =mg—k—
a2~ " T

» Oscilaciéon de un muelle sometido a una fuerza variable F(¢):
my” +cy' + ky = F(t)

= Intensidad que circula por un circuito eléctrico en el que hemos conectado en serie una
resistencia, un condensador y una inductancia (circuito RCL) y lo hemos alimentado
con una tension E(t):

1
Lﬂ+RF+EI:Eﬁ)

Pues bien, existen muchas maés situaciones donde es necesario resolver una EDO de orden
2 para estudiar el modo en que varia cierta magnitud y(z). Por ejemplo:

» En el mismo circuito RCL, la carga Q(t) del condensador en cada instante responde a
la EDO

L@+RQ+%Q:E@
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Figura 9.20: Curvas locales

= Si una fuerza horizontal constante F' se aplica al extremo libre de una viga empotrada
en uno de sus extremos (ver Figura 9.21), entonces la deflexion y(x) de la viga viene
dada por la EDO

W(L —x)
2L

donde E e I son constantes que dependen de las caracteristicas fisicas de la viga
(modulo de elasticidad y momento de inercia de la seccion, respectivamente), L es la
longitud de la viga y W su peso.

Ely" + Fy =

Observa que todos estos ejemplos de aplicacion utilizan ecuaciones que tienen la forma
ay” + by +cy = F(x) (9.49)

donde a, by ¢ son constantes reales y F'(x) es una funciéon. En este apartado veremos co6mo
resolver este tipo de ecuacion.

Definiciéon 9.3 La ecuacion (9.49) se llama EDO lineal de orden 2 y coeficientes constantes.
En particular, si F(x) es nula, la EDO

ay” +by +cy=0 (9.50)
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Figura 9.21: Deflexiéon de una viga

se llama ecuacion homogénea.

NOTA: No confundir el concepto de "ecuacion homogénea de orden 1”7 que estudiamos
en el apartado 9.3.2 (ecuacion que tiene la forma 3y’ = h(y/x)), con el de “ecuacion lineal
homogénea de orden 2", que es el tipo de EDO dado por (9.50).

Recuerda que, para ecuaciones diferenciales de orden 1, estdbamos interesados en resolver
el problema con condicion inicial

y, - F(.I‘,y)
y(zo) = o (9.51)

En el apartado 9.4 hablamos de la solucion general de la EDO y' = F(x,y) y de las
condiciones bajo las cuales el problema (9.51) tiene una tnica soluciéon. Pues bien, vamos a
hacer lo mismo con el problema

ay” + by +cy = F(x), y(xo) = yo, ¥ (x0) = mo (9.52)

donde F'(x) es una funcién continua. Observa en (9.52) que aparecen dos condiciones inicia-
les: buscamos una funcion que sea solucion de la EDO, que pase por el punto (zg,y0) v que
ademads su pendiente en xg sea igual a my.

Definiciéon 9.4 Llamamos solucion general de la EDO ay” + by’ + cy = F(x), a la familia
de funciones que depende de dos constantes arbitrarias Cy y Co

y = F(z,Cq,Cy) (9.53)
y que cumple lo siguiente:

1. Toda funcion de (9.53) verifica la EDO
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2. Para cada punto (xo,yo) y cada valor my, Existe una tinica funcion de (9.53) que
verifica las condiciones iniciales: y(zo) = yo, ¥ (xo) = mo.

Ejemplo 9.3 Demostrar que la familia de funciones
y=Cre” 4+ Coe™® — 22 — 2 (9.54)
es la solucion general de la EDO
Y —y = a? (9.55)

En primer lugar, veamos que toda funcion de la familia (9.54) cumple la EDO (9.55),
independientemente de los valores de C y Co que tomemos. Derivando (9.54):

y' = Cre® — Che ™ — 22

1

y fr—
De donde:
y' —y=C1e" +Che ¥ —2—C1e® —Che ® 4+ a2 42

Ahora vamos a tomar dos condiciones iniciales cualesquiera y(zo) = yo, v'(z0) = vo, y &
buscar una funcion de (9.53) que verifique ambas condiciones.

Yo = Che" 4+ Che™ ™0 — .1‘3 -2
Yo = mo = C1e™ — Coe™ ™ — 2z
Se trata de determinar las constantes C; y Cs, es decir, de resolver el sistema de ecuaciones

(9.56)

C1e%0 + Coe ™0 = xg +2
Che™ — Che™ 0 = 2mpxg

Pero este sistema tiene solucién C7, Cs tnica ya que

eto  e77T0

— 240

' —e™%0

Observa la Figura 9.22. Hemos representado algunas funciones de la familia (9.53) ob-
tenidas dando valores a las constantes C7 y Co. Por cada punto (xg,yo) del plano pasan
infinitas funciones de (9.53), pero s6lo una que tenga cierta pendiente m0 en el punto xg.

La Figura 9.23 representa la unica funcion de la familia (9.53) que verifica las condiciones
y(2.6) = 2.05555, y/'(2.6) = 5.52643, esta es:

y=0.8¢"+0.6e7% — 22 —2

También aparece en esta figura la recta tangente a la curva por el punto xg = 2.6 (que tiene
como pendiente mgy = 5.52643). Los valores C; = 0.8,Cy = 0.6 se obtienen resolviendo el
sistema (54).
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Figura 9.23: Solucién tnica para dos valores

En este ejemplo hemos demostrado que cierta familia biparamétrica es soluciéon general
de una EDO lineal. Sin embargo, lo interesante es saber coémo obtener esta soluciéon general.
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En el ejemplo 3, dada la EDO (9.55), ;como podemos encontrar la solucién general (9.54)7
Vamos a seguir estudiando este ejemplo, porque nos daré pistas acerca de como proceder en
general.

Observamos que la solucion general (9.54) esta formada como suma de dos partes y(x)

e ya(x):
y=Cre"+Coe " —2® 2=y + 1o
y1(z) = C1e” + Coe™™
yo = —x% — 2
Pues bien, resulta que y;(z) es solucién general de la EDO homogénea asociada a (9.54)
y'—y=0
Mientras que ya(z) es una solucién particular de la EDO completa:

y"—y=x2

Ejercicio 9.18 Demuestra que estas dos afirmaciones son ciertas.

iSera cierta esta propiedad en general? Es decir, si nos dan la EDO lineal:
ay’ + by +cy = F(x) (9.57)
y su EDO homogénea asociada:
ay”" +by +cy=0 (9.58)

entonces, la solucion general de (9.57) jse podré escribir como y = y;(x,C1,Cs) + ya(z),
donde y; (z, C1, Cy) es la solucion general de (9.58) e ya(z) una solucion particular cualquiera
de (9.57)? Seria muy interesante, porque entonces el problema de encontrar la solucion
general de (9.57) se descompondria en dos problemas: (a) encontrar la solucién general de
(9.58); y (b), encontrar cualquier solucion de (9.57). Pues bien, resulta que esta propiedad
es siempre cierta. Vamos a enunciarlo como teorema.

Teorema 9.2 Si la familia biparamétrica yi(z,Cq,C2) es la solucion general de la EDO
homogénea (9.58) e ys es una solucion particular de la EDO completa (9.57), entonces
Yy =11 + y2 es la solucion general de la EDO completa (9.57).

Veamos como demostrar este teorema. Recordando lo que significa soluciéon general (ver
definicion 4), habra que demostrar que y = y; + y2 cumple la EDO (9.57) y que dadas
las condiciones iniciales y(z9) = yo, ¥'(x9) = my, existe una tnica funcién de la familia
Yy = Y1 + y2 que verifica:

ay” +by' + cy = F(z)
y(zo) = Yo
v (z0) = mo (9.59)

Veamos en primer lugar que y = y1 + y2 es solucion de (9.57):
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Como y9 es una solucion de (9.57):
ayy + by + cyp = F(x)
Como y; es la solucion general de (9.58):
7 /
ay; + byl +cy; = 0
Asi pues, llevando y = y1 + y2 a (9.57):
ay”+by'+cy = a(y1+y2)" +b(y1+y2) +c(y1+y2) = ay+by) +cyr+ays +bys+cys = F(x)

La demostraciéon de la segunda parte también es simple. Recuerda que se trata de de-
mostrar que la familia y = y; + y» contiene una unica funciéon que es soluciéon del problema,
(9.59). Lo que vamos a hacer es "fabricarnos” la solucion y(z) de (9.59) aprovechando que
y1 es la solucion general de la EDO homogénea (9.58). Planteamos el siguiente problema:

ay” +by +cy=0
y(zo) = yo — y2(wo)
y'(zo) = mo — y5(z0) (9.60)

Como yi(x, C1, C2) es solucion general de (9.58), existen una tnica funcién que pertenece
a esta familia y que es solucion de (9.60). Vamos a llamar u(x) a esta unica solucion.
Entonces, la funcion y = u + y9 es la solucion de (9.59), ya que

y(zo) = u(xo) + y2(x0) = Yo — y2(xo) + y2(x0) = Yo

y'(z0) = u'(z0) + ya(0) = mo — ya(0) + ya(z0) = Mo

Segun el teorema 9.2, para encontrar la solucion general de la EDO completa ay” +by'+cy =
F(z), tenemos que:

1. Encontrar la soluciéon general y;(x,C1,C3) de la EDO homogénea asociada
ay” + by +cy =0

2. Encontrar una soluciéon particular cualquiera yo(z) de la EDO completa
ay” + by + cy = F(x).

3. La suma de ambas y(z) = yi(x,C1,C2) + ya(x) es la solucion general de la EDO
completa.

9.5.2. ;Cobébmo encontrar la solucién general de la EDO homogénea?

Acabamos de ver que la familia biparamétrica
y(SC) = (Ch1e" + Che™®
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es solucion general de la EDO homogénea
y'—y=0

Observa como se ha formado la solucion general en este ejemplo: es una combinacion
lineal de las funciones exponenciales u = e*, v = e™". jSera siempre asi? Esto es, la solucién
general y(z,Cq,Cy) de la EDO homogénea

ay” +by +cy=0 (9.61)
ise podra escribir como combinacién lineal de exponenciales?:
y(:c, Cl, C2) = Clepx + CQqu

Vamos a estudiarlo. La idea es proponer como soluciéon de (9.61) la funcion y = €™* y

encontrar qué valores debe tener el parametro m.

y — ema:
/

y = me™
"

Y = m26mz

af +by +ey=0 <= amPe™ +bme™ 4™ =0 & amP+bm+c=0

Asi pues, parece que basta con encontrar las dos raices my y mo de la ecuacion (llamada
ecuacion caracteristica):

am? +bm+c=0
y entonces la solucion general de (9.61) parece ser
y = C1e™* 4 Che™?* (9.62)

Ejercicio 9.19 Demuestra que si m1, ms son las dos raices reales y distintas de la ecuacion
caracteristica

am?+bm+c=0

entonces la familia (9.62) es la solucion general de la EDO (9.61).

Ejercicio 9.20 Calcula la solucion general de la EDO del ejemplo 9.3, y" —y = x2.

Sin embargo, hay problemas. ;Qué pasa si m; = ms? ;Y si ambas raices son complejas?
Si m1 = mg = m, la familia (9.62) tiene un tnico parametro C, de modo que no puede ser
solucion general de (9.61):

y = C1€"M" + 0™ = ™ (C] + Cy) = Ce™™

En siguiente ejercicio nos da la respuesta
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Ejercicio 9.21 Demostrar el siguiente resultado: si las dos raices de la ecuacion caracte-
ristica son my = mg = m, entonces la solucion general de (9.61) es

y=C1e"™" + Cyxe™

La otra situacién posible es que las raices de la ecuacién caracteristica sean complejas con-
jugadas, m = p +ig. En este caso, la familia (9.62) quedara:

y = CrelPta)e 1 CoelP=a)e — ePT((C) + Cy) cos gz +1(Cy — Cy) sen )

Para que esta familia esté formada por funciones reales, basta hacer que K1 = C1+Cy, Ko =
i(Cy — C5) sean valores reales, de modo que la familia candidata a solucién general seré:

y = eP* (K cos qr + Ky sen qx)
O, cambiando la notacion:
y = eP*(C} cos gz + Cysen qx) (9.63)

Ejercicio 9.22 Demostrar el siguiente resultado: si las dos raices de la ecuacion caracte-
ristica son m = p +1iq, entonces la solucion general de (9.61) es la familia (9.63).

9.5.3. ;Cb6mo encontrar una soluciéon particular de la EDO completa?
Método de los coeficientes indeterminados

Veamos ahora cémo encontrar una soluciéon particular cualquiera de la EDO completa
ay” +by' + cy = F(z) (9.64)

Tomemos de nuevo la solucién general de la EDO del ejemplo 9.3:

' —y=a® = y=Cie’+Chet —a? -2

Antes demostramos que la funcién ys = —x? — 2 es una solucién particular. Observa que
esta funcion yo es muy parecida a la funcién que aparece como término independiente en la
EDO (F(x) = 22 en este caso). La funcién y tiene la forma yo = Az? + Bx + C, donde
A= —-1,B =0y C = —2. Pues bien, de aqui surge la idea: para buscar una solucién
particular de la EDO (9.64), proponemos una solucién y, que tenga la misma forma que
F(z), con algunos coeficientes A, B, C, D, etc que deberemos determinar (de ahi le viene
el nombre a este método). Por ejemplo:

() = 3e**, propondremos como solucién yp = Ae*®

Si F(z) = 423 — x + 4, propondremos como solucién y, = Ax3 + Bx? + Cx + D
(x)
(z)
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Ejercicio 9.23 Para la EDO del ejemplo 9.3, propon una solucion particular de la forma
y = Ax? + Bx + C y demuestra que se obtiene la solucion y = —x* — 2.

Ejercicio 9.24 Encuentra la solucion general de la EDO: ¢y’ —y = e”.

Vamos a ver qué tal funciona este método. Vamos a encontrar una solucién particular

de la EDO
ay” + by +cy = eP” (9.65)

donde p es una constante real. Proponemos como solucion particular de (9.65) la funcion
y = AeP¥:
y=Ael”
y/ — Ap epx
y/l — Ap2 epx
ay’ +by +ey=e"" = P (ap® +bp+c) ="
B 1
ap?+bp+c

Sin embargo, este valor de A no existe si
ap® +bp+c=0

es decir, si p es raiz de la ecuaciéon caracteristica am? + bm + ¢ = 0. Para resolver esta
situacioén, la idea es probar esta otra solucion, y = AxeP”:

y = AxeP?
y = Apx el + AeP”
Y = Ap? ePT + 2Ap P*
Ax(ap® +bp+c) + A(2ap +b) = 1
1
- 2ap+b

Pero de nuevo el método nos falla si 2ap + b = 0, es decir, si el valor p es raiz doble de la
ecuacion caracteristica am?-+bm+c = 0. La idea ahora es probar con la solucién y = Az?eP*.
Demuestra como ejercicio que en este caso se obtiene A = 1/2a (este valor de A esté definido
porque a no puede ser 0, ;jpor qué?).

Pues bien, el modo de proceder es el mismo para las diferentes funciones F(z) que
aparezcan en el segundo miembro de la EDO (9.63). Observa la Tabla 1.

Tabla 1
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‘ F(x) | Raiz | Solucién a probar
1 #0 A
" £0 Agz™ + A2 T+ ...+ A,
0T 7& a Aec®
et #+ e (Agax™ + Az L+ + Ay)
e*sen(fx) | #axpfi e (Acos (Bx) + Bsen (fz))
e“cos (fx) | #ax i e (Acos (Bx) + Bsen (fx))
e sen (fx) | # o+ Fi | e*[(Agz™ + -+ Ay) cos (Bz) + (Box™ + - - - + By,) sen (Sz)]
e cos (fr) | #a£ i | e*[(Aox™ + -+ Ap) cos (Bx) + (Box™ + - - - + By,) sen (fz)]

En la primera columna aparecen algunos posibles términos F'(x) y en la tercera columna
la solucién a proponer. La regla de aplicacion del método de los coeficientes indeterminados
es la siguiente:

1. Localizamos en la primera columna nuestro término F'(z).
2. Determinamos las raices m; y ms de la ecuacion caracteristica am? + bm + ¢ = 0.

3. Determinamos si el valor de Raiz que aparece en la segunda columna es raiz de la
ecuacion caracteristica. Supongamos que k es la multiplicidad de esta raiz (k puede
ser 0,10 2).

4. Proponemos como solucién particular de la EDO la funciéon que aparece en la tercera
columna, pero multiplicada por z* (es decir, multiplicaremos por 1, z o z2).

5. Si F(z) consta de varios sumandos, la solucién a probar sera la suma de las corres-
pondientes funciones.

Ejercicio 9.25 Calcula la solucion general de las siguientes EDO:
1. y" =3y +2y = 3e*
2.y — 3y + 2y =3
3.y — 4y 4+ 4y = 3e*®
4. y" =2y + 10y = 23 + e” cos(2x)
5 9" 4+ =a*
Método de los operadores

El método de los coeficientes indeterminados es sencillo de aplicar, pero tiene una impor-
tante limitacion: solo puede utilizarse en el caso de que el término independiente F'(z) de la
EDO sea del tipo que aparece en la primera columna de la Tabla 1. No puede aplicarse, por
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ejemplo, si F(z) = In(z), F(z) = 1/z o F(z) = 2'/2. En este apartado vamos a desarrollar
un método alternativo para obtener una solucion particular de la EDO completa:

v+ by +cy=F(x) (9.66)

que puede aplicarse, en principio, a una clase méas amplia de funciones F(z), pero que
también tiene sus limitaciones. Observa que en (9.66) hemos supuesto que a=1, lo cual no
supone limitacion alguna, ya que si a # 1, podemos dividir la EDO entre a.

Vamos a empezar suponiendo que la ecuacion caracteristica de (9.66) tiene sus dos raices
m1 y mg reales. Esta es una limitacién que tiene el método de los operadores. Operando:

ma+bm+c=0 (m—my)(m—ma)=0 mg— (m1+ma)m-+mimy =20

Asi pues, los coeficientes b y ¢ de la EDO (9.66) se pueden escribir en funcion de las
raices m; y ma:

y" — (m1+ma)y’ +mimey = F(x) (9.67)

Ahora viene la parte més artificiosa. Vamos a escribir el término izquierdo de (9.67) del
modo siguiente:

(y' —may) —ma(y —myy) = F(x) (9.68)

No es facil de ver a donde nos lleva ese modo extrano de escribir (9.67), pero lo que si
es facil es comprobar que (9.67) y (9.68) son lo mismo:

(v —may) —ma(y —miy) =" — may —may’ + mimaey = y" — (m1 +ma)y’ +mimay

Ahora vamos a analizar qué significa la parte izquierda de (9.68). Primero se coge la funcion
y(x), se deriva y se resta myy(x). Es decir, se obtiene la nueva funcion y’ — mqy. Luego, se
aplica exactamente la misma operacion a y' — mqy pero con el valor mo en vez de con m;.
Es decir, se toma y' — mqy, se deriva y se le resta ma(y' — myy).

Asi pues, el lado izquierdo de (9.68) es el resultado de aplicar dos veces la misma opera-
ciéon “derivar la funcién y restarle la propia funciéon multiplicada por una constante”. Vamos
a representar simbolicamente esta operacion del modo siguiente. Si u(x) es una funcion
derivable cualquiera y p es una constante, denotamos:

(D = plu(z) = '(z) — pu(z) (9.69)

Ten en cuenta que en (9.69), el simbolo (D — p)u(x) indica un operador que se aplica a
la funcion u(z), no se trata de un producto de nimeros ni de funciones. Por ejemplo:

(D —3)(e® + %) = (e + 25) — 3(e® + 2°) = —2e® — 32° + 5a*
(D +1)(senx) = (senx)’ + senx = cosx + sen
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En el siguiente ejemplo aplicamos dos veces el operador:

(D —2)[(D — 4)(e” — 23)] = (D — 2)[-3e” 4 42> — 32?] =
= (—3¢® + 4a® — 32%) — 2(—3¢" + 42 — 32?) = 3¢® — 82 4 162 — 6z

Ademas, es facil demostrar (hazlo como ejercicio) que el operador es conmutativo, es
decir:

(D =p)[(D = q)u(x)] = (D = ¢)[(D = p)u(z)]

Asi pues, la expresion (D — p)(D — q)u(x) no es ambigua. Consiste en aplicar dos veces
el operador, y no hacen falta corchetes para especificar en qué orden se aplican porque la
funcién resultante es la misma.

Ahora vamos a escribir (9.68) mediante operadores:
(D —m1)(D —ma)y = F(x) (9.70)

Lo que se trata es de determinar una funcion y(z) cualquiera que verifique (9.70). Es
decir, se trata de despejar y(x) de (9.70). Naturalmente, si tenemos que despejar y(x) de
la expresion Ay(x) = F(x), donde A es un namero real, simplemente dividiremos entre A,
y(x) = F(x)/A. Sin embargo, el término izquierdo de (9.70) NO es un producto de nameros,
sino la doble aplicacién de un operador. En otras palabras, no sabemos céomo dividir entre
(D — p). Si supiéramos hacer esta division, podriamos despejar facilmente y(x) en (9.70)
aplicandola dos veces:

1 1

(D—m2)y=D_m1F(x)=H(x) = V=5

H(z) = G(z)

Asi pues, nuestra pregunta es ;jcomo se hace la operacion v(x)/(D — p), siendo v(z) una
funcion? En otras palabras, dada una funcion v(x), se trata de saber como despejar u(z) de
la, expresion:

(D = plu(z) = v(z) (9.71)
Vamos a desarrollar el término izquierdo de (9.70):
v (z) — u(z)p = v(x) (9.72)

Pero resulta que (9.72) es una simple EDO lineal de orden 1, que podemos resolver
mediante la aplicacion de la formula que vimos en el apartado 9.3.5:

u(z) = e <c+ / o(z)e P dm) (9.73)

Ya que necesitamos s6lo una solucion, tomamos ¢ =0 en (9.73):
u(z) = el /v(x)epx dx
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Asi pues, ya tenemos el modo de calcular la funcién resultante de aplicar tanto el operador
(D —p) como el inverso 1/(D —p) = (D — p) — 1 a cierta funcion:

(D = pu(z) = u'(x) - pu(z)

1 pT —PT o
D v(z)=e / v(xz)e Prd (9.74)

Ejercicio 9.26 Si aplicamos el operador (D—p) a una funcion u(x) y a la funcion resultante
le aplicamos el inverso (D—p)~", evidentemente el resultado debe ser la propia funcion u(z).
Empleando (9.7}) verifica este resultado, es decir:

1 1

(D—p)D—_pU@):D—_p

(D = plu(z) = u(x)
Ejercicio 9.27 Emplea el método de los operadores para encontrar la solucion general de
las siquientes EDO.

1. y”+y':x4

2.y =3y + 2y = —e**

9.5.4. Diversas aplicaciones
Movimiento armoénico

Ya hemos explicado que una EDO de la forma
ay” + by’ +cy = F(t)

puede servir como modelo matematico para fenémenos fisicos de naturaleza muy diversa.
Muchos de estos fenémenos estan relacionados con movimientos vibratorios mecanicos o
eléctricos. En esta apartado aplicaremos todo lo que hemos aprendido acerca de la resolucion
de EDO lineales de orden 2 para resolver la ecuacion que modeliza el movimiento de una
masa que cuelga de un muelle y que esté sometida a una fuerza F(t), de la que ya hablamos
en el ejemplo 9.2.

Observa la Figura 9.24(a), que representa el muelle sobre el que cuelga en equilibrio un
cuerpo de masa m. A continuacion tiramos hacia abajo del cuerpo, hasta alargar el muelle
cierta distancia igual a d (Figura 2(b)) y lo sometemos a cierta fuerza variable F'(¢). Nos
interesa especialmente estudiar la oscilacion si la fuerza es la funcion F(t) = Fysen(wt),
que aparece representada en la Figura 9.25. Se trata de una funcién peridédica de periodo
T = 27 /w, frecuencia 1/T = w/(27) y amplitud Fp.

En estas condiciones, un modelo que sirve para estudiar las oscilaciones del sélido viene
dado por la EDO

my” + By’ + ky = Fysenwt (9.75)

donde:
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(a) (b)

Figura 9.24: Muelle

Figura 9.25: Fuerza senoidal

y(t)=posicion del solido en el instante ¢

m=masa del s6lido

f=una constante llamada constante de amortiguacion (por ejemplo, el medio fisico en
el que oscila el cuerpo podria ser aire, agua o algiin aceite en el que estuviera sumergido el
muelle para disipar el calor, lo cual nos daria diferentes valores de f3).

k—constante que depende de las caracteristicas del muelle
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Veamos como oscila la masa dependiendo de las caracteristicas fisicas del sistema (valores
de m, B y k). Segin lo que hemos aprendido, se trata de encontrar la solucion general
y1(t,C1,Cs) de la EDO homogénea asociada a (9.75):

my” + By + ky =0 (9.76)

y una solucion particular ya(t) de la EDO completa (9.75).

Vamos a empezar por la solucion general de (9.76). Observa que la EDO (9.76) modeliza
la oscilacion del muelle para el caso particular en el que la fuerza que se aplica es nula.
Logicamente, podemos esperar que la amplitud de la oscilacion y; tienda hacia 0 cuando ¢
tiende a infinito.

Primero calculamos las raices ry y ro de su ecuacién caracteristica:

r; = b+ ﬁ2 4mx )\j:\/)\z—— <)\:%)

Ahora, dependiendo del signo de A\? — k/m, construiremos la solucién general.

» Caso I: A2 — k/m > 0:

La solucién general sera:

y1 = Cret 4+ e’

Como 1, < 0y re <0 (;por qué?), cuando t — oo se tiene y; — 0. La condicién \? —
k/m > 0 indica que 3% > 4mk, es decir, que el coeficiente de amortiguacién 3 es grande
comparado con la constante k del muelle, por eso este tipo de movimiento se llama
sobreamortiguado. Se trata de un movimiento no oscilatorio, y el desplazamiento
de la masa es insignificante una vez que ha transcurrido un largo periodo de tiempo.
La Figura 9.26 muestra dos posibles graficas de y;.

Figura 9.26: Caso I
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» Caso IT: A2 — k/m = 0:
La solucién general sera:
y1 = C1 e M4 Cyte™™M
Como A\ > 0 (;por qué?), en este caso también se tiene y; — 0 cuando t — oo. La Fi-
gura 9.27 muestra una grafica de y; tipica. Esta situacion se llama amortiguamiento

critico, porque una pequena disminucion en el coeficiente de amortiguacion (), hace
que el movimiento sea oscilante (ver el caso III).

Figura 9.27: Caso II

» Caso III: A2 — k/m < 0:

La solucién general seré:

k k
y=e M (C’lcosw——)\2-t+C’gsen\/——)\2-t>
m m

La condicién A2 — k/m < 0 indica que % < 4mk, es decir, que el coeficiente de
amortiguacion § es pequenio comparado con la constante k del muelle, por eso este
tipo de movimiento se llama subamortiguado. Se trata de un movimiento oscilatorio,
pero las amplitudes de la oscilacion tienden a 0 cuando ¢ — oco. La Figura 9.28 una
grafica tipica de y;.

Ejercicio 9.28 Como hemos podido comprobar, el tipo de movimiento depende del signo de
la expresion (3% — 4mk. Observa la Figura 9.29. Hemos representado la grifica % = 4mk
para diversos valores crecientes de m.

1. Supongamos que el movimiento es sobreamortiguado. St cambiamos uno de los pardme-
tros B, m o k, scambiard el tipo de movimiento? ;Cdmo?
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Figura 9.28: Caso III

&

Figura 9.29: Cambio de movimiento

2. La misma pregunta, pero si el movimiento es criticamente amortiguado.

3. La misma prequnta, pero si el movimiento es subamortiguado.

Ejercicio 9.29 FEn cada uno de los tres tipos de movimiento, interpretar el significado de
las constantes C y Cs.

Una vez que tenemos la solucion general de (9.76), vamos a encontrar una soluciéon
particular de la EDO completa (9.75) mediante el método de los coeficientes indeterminados.
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En este caso el término independiente es F(t) = Fysen(wt), que se encuentra en la Tabla
1. La raiz sera 0 + iw, que no puede ser raiz de la ecuacion caracteristica (jpor qué?). Asi
pues, la solucion particular de (9.75) a proponer sera:

y = Acos(wt) + Bsen(wt) (9.77)
Derivando (9.77):
y' = —Awsen(wt) + Bw cos(wt)

y" = — Aw? cos(wt) — Bw? sen(wt)

Sustituyendo en (9.75) y ordenando:

sen wt(—Bmw? — Apw + kB) + cos wt(—Amw? + BBw + kA) = Fysen wt

A(k — mw?) + Bfw =0
—Apw + B(k —mw?) = Fy
Resolviendo:
0 Bw
B Fy k—muw? B —Fyfw
(k —mw?)2 + f2uw? (K — mw?)? + f2w?

(9.78)
k—mw? 0
B —pw  Fo|  Fy(k—mw?)
- (k — mw?)? + B2w? - (k — mw?)? + f2w?
Asi pues, la solucion general de (9.75) sera:
y = y1 + Acos(wt) + Bsen(wt) (9.79)

donde y; es la solucion general de la EDO homogénea (que ya hemos obtenido) y los va-
lores de A y B se obtienen mediante las relaciones (9.78). Pero recuerda que y; — 0 cuando
t — oo, por eso se llama término transitorio a y;: tras cierto periodo de tiempo, este tér-
mino practicamente no influye en la funciéon y(¢). En cambio, el término A cos(wt)+ B sen(wt)
de (9.79) se llama término estacionario, porque representa con gran aproximacion el mo-
vimiento oscilatorio que seguiré la masa después de un largo periodo de tiempo. En resumen,
tras un largo periodo de tiempo, se puede considerar que la oscilacién de la masa es:

y = Acos(wt) + Bsen(wt) (9.80)

Asi pues, la oscilacion de la masa es periddica y tiene el mismo periodo que la fuerza aplicada
(27 /w). Ahora bien, ;cudl es la amplitud de estas oscilaciones? Veamos como calcular la
amplitud de la funcion (9.80).
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La idea es expresar (9.80) en términos de una funcién coseno, asi:
y = M cos(wt + 0) (9.81)

tras lo cual, la amplitud de (9.80) seré el valor M que hayamos obtenido. Veamos pues como
transformar (9.80) en la expresion (9.81). Primero observamos que los coeficientes A y B
se pueden interpretar como las partes real e imaginaria del namero complejo A + iB (ver
Figura 9.30):

Figura 9.30: Complejo A +iB

de donde:
A B
= ——u-— 0= tg —
arc gA

B
—F————, COsU = s
1/142_}__82 ‘/A2+B2

Ahora, de la ecuacion (9.80) obtenemos

A B
= \/A2+BQ<7 +————se t)
Y A? + B? A? + B? n(wt)
= /A% 4 B?(cosf coswt + senf senwt) = \/ A2 + B? cos(wt — )

Esta tltima igualdad se obtiene de la igualdad trigonométrica cos(a+b) = cos(a) cos(b) —
sen(a)sen(b). Asi pues, la amplitud M de la funcion (9.80) es igual al médulo del namero
complejo A +iB:

senf =

cos(wt)

F23Pw? + FE(k — mw?)? V (k= mw?)? + Bw?
M = /A2 B2:\/0 0 =F
T (k — muw?)? + Buw? 0 (k — muw?)? + Bw?
E
— 0 (9.82)
V (k= mw?)? + f2uw?

El resultado (9.82) es interesante. Nos indica que la amplitud oscilacion resultante es igual

a la amplitud de la fuerza que se aplica (Fp) multiplicada por el factor de amplificacion

1
V(k —mw?)? + f2uw?
El coeficiente (9.83) depende de las caracteristicas fisicas del muelle (k y (), de la masa

(m) y de la frecuencia de la fuerza aplicada (w/(27)). Cuanto mayor sea ese factor de
amplificacion (9.83), mayor sera la amplitud de la oscilacion resultante.

(9.83)
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Resonancia

Vamos a estudiar un poco mas el coeficiente (9.83). La amplificacion resultante depende
de las caracteristicas fisicas del sistema: amortiguacion del medio (), elasticidad del muelle
(k) y masa (m). Pero observa que también depende de w. Eso significa que dependiendo
de la frecuencia de la fuerza F(t) = Fjsen(wt) que apliquemos, se obtendra una ampli-
tud de oscilacion diferente. Y eso significa que quizé existan valores de w que den lugar
a oscilaciones enormes, tal vez destructivas. Piensa en otros sistemas sujetos a vibraciones
provocadas por partes mecdnicas en movimiento, ruedas, motores. Quiza un motor aplica
una fuerza periddica F'(t) = Fpsen(wt) que, aunque sea de pequena magnitud (es decir, con
Fy pequeno), da lugar a una gran vibracién porque el factor (9.83) es muy grande.

Asi pues, nos interesa conocer qué valor o valores de w hacen que (9.83) sea grande. El
valor de (9.83) es maximo cuando h(w) = (k — mw?)? + 3?w? es minimo. Pero ya sabemos
como encontrar el minimo de h(w):

h(w) = (k — mw?)? + Fw?

B (w) = —4mw(k — mw?) + 26%w

Ahora igualamos h/(w) a cero y simplificamos w, ya que debe ser distinto de 0 (;por qué?):

Ww)=0 = 2m(k—muw?) = 3>

2 2
k—mwz—ﬂ— = w== i(k——)

 2m m 2m

Estudiaremos el valor positivo de la raiz, porque el negativo representa un simple cambio de
signo de F'(t). Denotamos por wy a este punto donde hay un posible minimo local.

I (k _ _2> (9.84)

m 2m

Observa que wq es un valor real si

2
k———>0 < 2mk>f (9.85)

2m

Veamos si en wq existe un minimo local:

R (wo) = 2(5?% — 2mk + 2m*w? + 4m2w?) = 2(8* — 2mk + 6m2w?) =
1 2

= 2(3* — 2mk + 6m> (— (k - ﬂ—)) = 2(8* — 2mk + 6mk — 36°) =
m

2m

— 2(4mk — 23%) = 4(2mk — %)

La condicién que debe cumplirse para que en wg exista un minimo es 2mk — 32 > 0, que
es exactamente la condicion (9.85).
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El valor de wy de (9.84) depende de las caracteristicas del sistema (3, k y m). Y es un
valor importante. Significa que si aplicamos al sistema oscilatorio una fuerza periodica F'(t) =
Fysen(wt) con un valor de w proximo a wy, el sistema oscila con amplitud de oscilacion que
puede ser muy grande. Esta frecuencia caracteristica es igual a wy /27, y se llama frecuencia
de resonancia. Maquinas, automéviles, barcos y aviones, son sistemas mecanicos vibrantes,
que tienen su propia frecuencia de resonancia caracteristica. Si se producen vibraciones con
una frecuencia préxima a la frecuencia de resonancia, el sistema puede quedar destruido. Los
puentes son buenos ejemplos de sistemas mecénicos que vibran como consecuencia del paso
de personas o vehiculos, del viento o del agua del rio que choca contra sus cimientos. Es muy
conocido el ejemplo del puente de Tacoma (Washington), que en 1940 qued6 destruido porque
la brisa que lo atravesaba se arremolinaba ejerciendo una fuerza periédica, produciendo una
oscilacion proxima a la de resonancia del sistema.

La Tabla 2 muestra algunos ejemplos de calculo de la frecuencia de resonancia del sistema
oscilante, a partir de los valores de (3, k y m. También aparece wy, la frecuencia de resonancia
y el factor de amplificacion. La Figura 9.31 representa la grifica de h(w) = (k—mw?)?+ 3%w?
correspondiente al primer ejemplo de la Tabla 2. Observa en ese primer ejemplo que si ex-
citamos el sistema con cierta fuerza F(t) = Fjsen(0.00897t), cuya frecuencia es justamente
la frecuencia de resonancia del sistema, la masa oscilard con una amplitud igual a 28 veces
Fy. Hemos representado en la Figura 9.32 una posible funciéon con que se excita el sistema,
(fuerza), F'(t) = 25sen(0.00897¢), cuyo periodo es T' = 27 /wy = 27/0.00897 = 700. 52477
y frecuencia 1/T = 175.1312. La grafica de la oscilacion resultante es:

y = Asen(wt) + Bsen(wt) = —662. 38837 cos (0. 00897¢) + 230. 906894 sen (0. 00897¢)

Los coeficientes A y B se han obtenido de las relaciones (9.78). La amplitud de la fuerza de
entrada es de 25 mientras que la amplitud de la oscilaciéon resultante es 28 veces la de la
entrada, es decir, 700.

Tabla 2
Frecuencia de Factor de
16 k m wo resonancia amplificacion (81)
(wo/2m) obtenido en resonancia
3.752 | 0.06 | 600 | 0.00897 0.01409 28
3.752 1 0.033 | 600 | 0.00595 0.00935 40
0.35 | 0.033 | 1500 | 0.00469 0.00736 609
0.01 | 0.033 | 3000 | 0.00332 0.00521 30151

Fijate en lo que ocurre si la masa aumenta, como en los dos ultimos ejemplos de la Tabla
2. En el ultimo ejemplo, el coeficiente de amortiguacién es muy pequernio (0.01), el sistema
estd poco amortiguado, y la masa es muy grande (3000). El resultado es que la amplitud
de la oscilacion resultante es jmés de 30000 veces la amplitud de entradal. ;Imaginas lo
que le puede ocurrir a un sistema mecanico deficientemente amortiguado, al que excitemos
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Figura 9.31: Ejemplo de h(w)

Figura 9.32: Factor de amplificacion
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con una fuerza cuya frecuencia sea proxima o igual a la de la resonancia? Pues le ocurrird
lo que le ocurri6 al puente de Tacoma. Una solucién técnica consiste en amortiguar mejor
el sistema (conseguir 3 grande) y calcular la estructura de tal modo que su frecuencia de
resonancia no pueda alcanzarse mediante las excitaciones a las que se supone que estara
sometida normalmente. Volveremos a hablar de la resonancia en el tema 11.

Ejercicio 9.30 Supongamos que estamos probando diversos sistemas de amortiguacion del
resorte, y que experimentalmente hemos medido la amplitud mdxima de la oscilacion que
se produce para ciertos valores de m, k, Fy y w. ;Cudl serd el factor de amortiguacion
B2 Aplicar el resultado a los siguientes pardmetros: m = 35Kg, k = 2500 Kg/m, Fy =
600, w = 6, amplitud mdxima de oscilacion = 0.472. Calcular en este caso la amplitud
mdzima de oscilacion en resonancia.

Oscilacién en circuitos eléctricos

Ya hemos explicado cémo una misma ecuacion diferencial lineal de orden 2 puede mo-
delizar dos fenémenos fisicos completamente diferentes: las oscilaciones de un muelle y las
de la intensidad que circula por un circuito RLC (ver Figura 9.2). La EDO que describe la
oscilacion y(t) de un muelle sometido a una fuerza F'(t) = Fjsenwt es

my" + By’ + ky = F(t) = Fysenwt

Mientras que la EDO que describe la carga ¢(t) del condensador en un circuito RLC al
que se aplica una tension E(t) = Eysenwt Voltios es:

1
Lq"+ Rq' + 5 q = Epsenwt (9.86)
L=Valor de la inductancia (en Henrios)
R=Valor de la resistencia (en Ohmios)
C=Valor de la capacidad (en Faradios)

La Tabla 3 muestra la equivalencia que existe entre los parametros mecanicos y eléctricos
que aparecen en ambos modelos.

Tabla 3
‘ Modelo mecénico ‘ Modelo eléctrico
Masa m Inductancia L
Constante de amortiguacion (3 Resistencia R
Constante del resorte k Inverso de la capacidad 1/C
Fuerza impulsora F'(t) = Fysenwt | Tension de entrada E(t) = Ejsenwt
Desplazamiento del muelle y(t) Carga ¢(t) del condensador
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La equivalencia entre ambos sistemas muestra que para un sistema mecanico dado se
puede construir un modelo de circuito eléctrico cuya corriente I(t) daré los valores de des-
plazamiento y(¢) en el sistema mecénico. Esto tiene una gran importancia practica porque
los circuitos eléctricos son sencillos de montar y es facil medir las intensidades que circulan
por ellos mediante un simple polimetro, mientras que los sistemas mecanicos son complica-
dos y caros, y no resulta sencillo medir los desplazamientos en ellos. Ademas, en un sistema,
mecéanico no es facil aplicar fuerzas periddicas F(t) = Fysenwt que tengan exactamente
la amplitud y la frecuencia deseada. Por el contrario, para trabajar con circuitos eléctri-
cos existen generadores de senales capaces de inyectar al circuito tensiones de cualquier
frecuencia.

Ejemplo 9.4 Estamos pensando en disenar un sistema vibrante formado por un resorte del
que pende una masa, a la que aplicamos una fuerza F(t) = 350 sen wot. Nos interesa estudiar
la oscilacion del muelle bajo resonancia. Los pardmetros del sistema son: m = 15 Kg, k =
5000 Kg/m, 8 =50. La EDO que describe la posicion y(t) de la masa es:

15y" + 50y’ + 5000y = 350 sen wt
Ahora podemos aplicar los resultados anteriores y comprobar que:

wo = 18.105

y(t) = —0.383 cos(18. 105t) + 0. 035 sen(18. 105¢)

Frecuencia de resonancia = w0/(27) = 2.881 Hz

Amplitud mdxima de la oscilacién en resonancia = 0.385 m

La Figura 9.33 muestra la grifica de y(t).

Ahora nos interesara construir un prototipo del sistema mecanico para hacer ensayos. Sin
embargo, este sistema mecénico no es facil de construir ni de experimentar con él, de modo
que podemos optar por construir un modelo eléctrico equivalente. En este caso, la equiva-
lencia de unidades sera: L = 15 Henrios, R = 50 Ohmios, C' = 1/5000 = 0.0002 Faradios,
E(t) = 350sen(18.105¢t) Voltios. La EDO del modelo seré:

15¢" + 50¢" + 5000q = 350 sen wt

Ahora bien, no es mucho mas manejable trabajar con inductancias y tensiones més
pequenas, de modo que aplicamos el factor de escala 1/25 a la EDO anterior, resultando:

0.6¢" + 2¢' 4+ 200q = 14 sen wt

Asi pues, podemos montar nuestro prototipo de circuito con L = 0.6 H, R = 20,
C = 0.005F = 5mF, aplicando una tension E(t) = 14sen(18.105¢). Los valores de ¢(t)
medidos en el circuito equivalen a los valores de desplazamiento y(t) en el sistema mecanico
equivalente.

La ecuacion (9.86) es la ecuacion de la carga del condensador. Pero en la mayor parte
de los problemas précticos con circuitos, la cantidad fisica que nos interesa no es ¢(t) sino
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Figura 9.33: Oscilaciéon de un muelle en resonancia

la intensidad I(¢) que circula por el circuito. Teniendo en cuenta que ¢'(t) = I(t), derivando
(85) se obtiene la ecuacion diferencial de un circuito RLC al que se aplica una tension
E(t) = Epsenwt Voltios:

1
LI"—I—RI'+EI:E0wcoswt (9.87)

donde:

Para encontrar la solucion de la EDO (9.87), se procede exactamente igual que en el
caso mecanico, y se obtiene que tras un largo periodo de tiempo se puede considerar que la
intensidad I(t) que circula por el circuito es:

I(t) = Acos(wt) + Bsen(wt) (9.88)

Ahora, para obtener los coeficientes A y B, sustituimos (9.88) en (9.87), lo cual da lugar
al sistema de ecuaciones:

A (& — Lw?) + BRw = Egw
—ARw+ B (& — Lw?) =0
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Lo resolvemos:

Ey—w Rw

| ,
A= — c

0 % — Lw? Eow — ( — LwQ)
(% — LwQ)2 + R2w? (% — LwQ)2 + R2w?
(9.89)
% — Lw? Eyw
. —Rw 0 Rw2E0
(% - Lw2)2 + R2w? (% - Lw2)2 + R2w?
Ahora, para calcular la amplitud de la funcion (9.88):
B2u? (& — Lw?)’ + R?E2w*  Eowy/ (& — Lw?)® + R2w?
JETE Ve BB By (@ — L) _
(& — Lw?)” + R?w? (& — Lw?)” + R*w?
E E
- ot - 0 (9.90)

\/(% — Lw?)’ + R2w? \/(% — Lw)® + R?

También calculamos el valor wg tal que la amplitud de la intensidad I(t) que circula
por el circuito es méxima, esto es, el valor que debe tener w para alcanzar la resonancia del
circuito, que curiosamente no depende del valor de R:

! (9.91)
wy = — .
VLC
Ejercicio 9.31 Demuestra que el mdzimo de (9.90) tiene lugar cuando w toma el valor
wo calculado segin la expresion (9.91). Demuestra que en este caso el coeficiente A de la
relacion (9.89) es igual a 0. Calcula la expresion de la intensidad 1(t) en este caso.

Ejemplo 9.5 Vamos a considerar el circuito RLC dado por R =109, L=0.1 H, C =1
mF=0.001 F, E(t) = 0.6sendnt. En este caso, la tension de entrada tiene una amplitud
de 0.6 V, una frecuencia de 47 /(2w) = 2 Hz y un periodo T = 0.5 sequndos. La Figura 9.3/
muestra la grdifica de E(t).

El modelo matemdtico que describe la intensidad I1(t) que circula es:

0.11" +10I' + 10°I = 7.536 cos 4t
Empleando las relaciones (9.89), la corriente en estado estacionario serd:
I(t) = 0.0075 cos(4t) 4+ 0. 001 sen (4t)

y su amplitud :

v/(0.0075)2 + (0.001)2 = 0.0076 Amperios

La Figura 9.35 muestra la grdfica de I(t).
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Figura 9.34: Tension alterna
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Figura 9.35: Intensidad en caso de no resonancia

Aplicando (9.91), la resonancia se alcanza con wo=100. Vamos a introducir en el circuito
una tension de la misma amplitud (0.6V) pero con la frecuencia de resonancia, E(t) =
0.65sen(100t). Repitiendo los cdlculos, la intensidad resultante serd

I(t) = 0.06sen(100¢)

y la amplitud 0.06, casi ocho veces mayor. La Figura 9.36 muestra las grificas de ambas
funciones I1(t). Observa el gran aumento de intensidad que se produce en resonancia.

Ejercicio 9.32 La frecuencia de resonancia de un circuito RLC tiene una importante apli-
cacion para la sintonizacion de emisoras en los aparatos de radio. Observa la Figura 9.537.

La senal recibida por la antena del receptor llega al circuito RLC como una tension que
tiene cierta frecuencia w/(2m), E(t) = Egsen(wt). Cuando se gira el mando del aparato, en
realidad se estd modificando el valor de C (o de L), de tal modo que el circuito entre en
resonancia a ESA frecuencia de entrada. Con ello se consigue una senal que tiene la misma
frecuencia que la de entrada, pero amplificada.

1. Supongamos que el mando del aparato permite modificar el valor de C. ;Para qué valor
de C se obtiene resonancia del circuito?

2. Supongamos que el mando del aparato permite modificar el valor de L. ;Para qué valor
de L se obtiene resonancia del circuito?
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Figura 9.36: Intensidad en caso de resonancia

C

Figura 9.37: Circuito RCL

9.6. Aspectos computacionales

9.6.1. Aproximaciones de Taylor de orden 1, 2 y 3
Sabemos que el problema
y' = F(z,9), y(zo0) = yo (9.92)

no siempre tiene solucion (recuerda el teorema de existencia del apartado 9.4). Pero, aunque
exista, no siempre serd posible encontrar la soluciéon explicita o implicita. En muchos casos
tendremos que conformarnos con una soluciéon aproximada. Seguidamente veremos algunos
procedimientos para encontrar esta soluciéon aproximada.
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En el apartado 9.2.2 ya realizamos un primer acercamiento a la resolucién aproximada
del problema (9.92), empleando nuestra macroestrella teorema de Taylor. Si suponemos
como hipotesis que la funcion solucion de (9.92) es derivable hasta orden n en el punto x,
entonces se puede construir un polinomio P, (x) que se aproxime a y(z) en un entorno del
punto xo:

y"'(a) o

: y"(a)
P,(a+h) =y(a)+ ¥ (a)h + o h*+ ...+ " h"

P,(a+h)=y(a+h) (9.93)

La Figura 9.38 muestra la grafica de la solucién del problema con el que trabajamos en
el apartado 9.2.2:

Y () = 2%y, y(1.26) = —0.6
También aparece en la figura la representacion grafica de los polinomios Pj(x), Pa(x) y

Pg(.%')

010

—0. 104

=020

—0.30

—0.40

—0.50

—0LA0

=070

—0.80

—0.80

Figura 9.38: Aproximacion por Taylor

Para aplicar este procedimiento, calculamos las derivadas sucesivas de y(z) en el punto
xo a partir de y’ = F(z,y). Sin embargo, la aproximacion obtenida no es en general suficiente
en los puntos relativamente alejados de . Ademaés, la funcion y(x) debe ser derivable hasta
el orden necesario y hay que calcular sus derivadas sucesivas en x.

Observa que este procedimiento utiliza para calcular la aproximacion de la funcion y(x)
solo informacion sobre y(x) en el punto xo: y(xo), ¥'(zo), ¥" (o), etc. Con toda esta infor-
macion, se construye otra funciéon P, (z) que se aproxima a y(x). Pues bien, el enfoque que
normalmente su utiliza en la practica es diferente. No se trata de encontrar una segunda
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funcion que se aproxime a y(x) en un intervalo. Se trata de tomar la sucesiéon de puntos
espaciados uniformemente una cantidad h:

xo, 1 =x0+h, xo =x1+h=204+2h,..., xpny1 =xn+h=20+ (n+1)h
y encontrar de forma aproximada los valores de y(z) en ellos:

y(SCo), y(xl)’ y(:l?z), s 7y(xn+1)

Veamos como hacerlo si sélo disponemos de y/(x) = F(x,y). Si tomamos la aproximacion
de Taylor (9.93) para n=1:

y(a+ h) ~ y(a) + ' (a)h (9.94)

Conociendo g, empleamos (9.94) para calcular aproximadamente y(z1), ya que y'(xo)
es conocido. A partir de y(x1) e y/(z1), utilizamos de nuevo (9.94) para calcular aproxima-
damente el valor de y(x2), y asi sucesivamente. El algoritmo que resulta se llama método de
Euler, y puede escribirse del siguiente modo:

Q

y(z0) +y'(zo)h
y(z1) +y'(z1)h

y1 = y(z1)

(:CO) + F(IE(), yO)h
Y2 = y($2) xr1

=Y
= y(z1) + F(z1,51)h

Q

Ynt1 = Y(Tny1) = y(on) + y/(:cn)h = y(zn) + F(Tn, yn)h

La idea puede extenderse empleando la aproximaciéon de Taylor de orden 2, 3, etc. Por
ejemplo, para n—=2:

!
o+ 1)~ yla) + /(@ + LR

y'(x) = Fu(x,y) + ¥ Fy(z,y) = Fo(x,y) + F(z,y)Fy(z,y)

2
Ynt+l = Yn + hF(SCn, yn) + 7 (Fz(xna yn) + F(fEn, yn)Fy(xna yn)) Vn=0,1,2,---
Ejemplo 9.6 La Tabla 4 muestra los valores obtenidos al calcular las aprorimaciones me-
diante los métodos de Euler y de Taylor de orden 2 con h = 0.05 para el problema

y = 2%y, ¥(0.85) = 0.8

En este caso la solucion exacta y(x) = 0.65191 e®/3 puede obtenerse fdcilmente mediante
separacion de variables. La Tabla J también muestra el valor exacto de y(x) en cada punto
y el error cometido por cada método (absoluto y porcentaje respecto al valor exacto). Como
puede verse, el error es menor empleando la aproximacion de Taylor de orden 2, pero en
ambos métodos el error aumenta a medida que nos alejamos del punto inicial x.
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Tabla 4
Aprox.
Valor | Aprox. Error | % error
Error | % error | Taylor
Tk exacto | Euler Taylor Taylor
Euler Euler orden 2
y(zk) Yk ok orden 2 | orden 2
0.8500 | 0.8000 | 0.8000 | 0.0000 | 0.0000 0.8000 0. 0000 0. 0000
0.9000 | 0.8312 | 0.8289 | 0.0023 | 0.2803 0.8311 0.0001 0.0132
0.9500 | 0.8676 | 0.8625 | 0.0051 | 0.5878 0.8648 0.0028 0.3216
1.0000 | 0.9098 | 0.9014 | 0.0084 | 0.9255 0.9038 0. 0060 0.6595
1.0500 | 0.9589 | 0.9465 | 0.0124 | 1.2963 0.9490 0.0099 1.0314
1.1000 | 1.0159 | 0.9986 | 0.0173 | 1.7038 1.0013 0.0146 1.4400
1.1500 | 1.0823 | 1.0591 | 0.0233 | 2.1500 1.0619 0.0204 1. 8876
1.2000 | 1.1597 | 1.1291 | 0.0306 | 2.6395 1.1321 0.0276 2.3782
1.2500 | 1.2501 | 1.2104 | 0.0397 | 3.1750 1.2136 0.0364 2.9151
1.3000 | 1.3559 | 1.3049 | 0.0510 | 3.7613 1. 3084 0.0475 3.5031
1.3500 | 1.4804 | 1.4152 | 0.0652 | 4.4010 1.4190 0.0614 4.1450
1.4000 | 1.6271 | 1.5442 | 0.0830 | 5.0992 1. 5483 0.0788 4. 8447
1.4500 | 1.8010 | 1.6955 | 0.1055 | 5.8600 1.7000 0.1010 5.6079

Ejercicio 9.33 Para calcular la aprozimacion en puntos situados a la izquierda de xg, basta
tomar un paso h < 0. Aplica este procedimiento al ejemplo anterior, tomando el paso h =
—0.05. Confecciona para este caso una tabla similar a la Tabla 4.

Ejercicio 9.34 Deduce el algoritmo de aproximacion de Taylor de orden 3, llamado formula
de Euler mejorada. Aplicalo al ejemplo anterior, confeccionando la correspondiente tabla.

9.6.2. Método de Runge-Kutta de orden 4

Se trata de uno de los métodos numéricos mas utilizados para la resolucién aproxima-
da del problema (9.92), y se basa en la aproximacion de Taylor de orden 4. Mostraremos
Unicamente el algoritmo de célculo:

Para cadan=0,1,2,...

Yn+1 = Yn + (k1 + 2k + 2k3 + k4) /6
donde las constantes k; se van obteniendo en secuencia del siguiente modo:

ki = hF -Tnayn)

ko = hF(.%'n + 0.5h,y, + 0. 5k‘1)
ks = hF(x, + 0.5h, y, + 0. 5k2)
ky = hF(zy, + h, ypn + k3)
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La Tabla 5 muestra la aplicaciéon del método de Runge-Kutta al ejemplo anterior. Como
puede observarse, es mucho mas preciso que los anteriores métodos.

Tabla 5
- Valor exacto | Aprox. R-K Error R-K | % error R-K
y(@k) Yk
0. 8500 0. 8000 0.8000000 | 0.0000000 | 0.0000000
0. 9000 0.8312 0.8312300 | 0.0000000 | 0.0000000
0. 9500 0.8676 0.8675700 | 0.0000000 | 0.0000000
1.0000 0.9098 0.9098100 | 0.0000000 | 0.0000000
1.0500 0.9589 0.9588900 | 0.0000000 | 0.0000000
1. 1000 1.0159 1.0159400 | 0.0000000 | 0.0000000
1. 1500 1.0823 1.0823200 | 0.0000000 | 0.0000000
1.2000 1.1597 1.1596800 | 0.0000100 | 0.0008623
1.2500 1.2501 1.2500600 | 0.0000000 | 0.0000000
1.3000 1.3559 1.3559200 | 0.0000100 | 0.0007375
1.3500 1.4804 1.4803400 | 0.0000100 | 0.0006755
1.4000 1.6271 1.6271200 | 0.0000100 | 0.0006146
1. 4500 1.8010 1.8010300 | 0.0000000 | 0.0000000

Finalmente, la Figura 9.39 muestra la grafica de la solucion exacta (trazo fino) y las
aproximaciones obtenidas mediante los métodos de Euler y Runge-Kutta (trazo grueso),
con h = 0.05. Los puntos obtenidos con estas aproximaciones se han unido mediante una
poligonal, dando lugar a un trazo continuo. Se aprecia el error del método de Euler, pero el
método de Runge-Kutta da lugar a una aproximacion que practicamente coincide con y(x).
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Figura 9.39: Solucién y aproximaciones de Euler y Runge-Kutta
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