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9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 3619.1. Planteamiento del problemaComo ya sabes, los fenómenos naturales involuran variables que dependen funional-mente unas de otras (distanias, alturas, niveles, densidades, fuerzas, temperaturas, et), detal modo que si una variable x experimenta una variaión, entones también pueden expe-rimentar una variaión todas las variables y1, y2, y3,. . . que dependan de x. Reuerda queel propósito del Cálulo In�nitesimal es preisamente estudiar el modo en que una variabley ambia en funión del ambio de otra variable x. Las ienias y las ingenierías, uandoestudian un fenómeno real, determinan qué variables son las realmente importantes y aontinuaión tratan de enontrar relaiones de dependenia entre ellas, esto es, busan unmodelo matemátio apaz de expliar el fenómeno de forma aproximada. Algunos modelosmatemátios que ya has utilizado para estudiar fenómenos reales son: la segunda ley deNewton (F = ma), la ley de Ohm (R = V/I) y el espaio reorrido a veloidad onstante(E = V t).Por otra parte, sabes que si y es una variable que depende de otra variable x, entones laderivada de y(x) respeto a x se interpreta omo la veloidad de ambio de y respeto a x,y se denota y′(x) = dy/dx. Del mismo modo, la segunda derivada de y respeto a x es iguala la veloidad de la veloidad, esto es, la aeleraión de y respeto a x, y′′(x) = d2y/dx2.Pues bien, muhos fenómenos naturales que nos interesan en ienias y en ingenieríase pueden esribir mediante una o varias euaiones que involuran tanto a las propiasmagnitudes omo a sus veloidades de ambio. Es deir, involuran a y(x), y′(x), y′′(x), et.Veamos algunos ejemplos:Ejemplo 9.1 ( Caída libre de un sólido)La segunda ley de Newton que antes itábamos, involura ierta magnitud y(t) querepresenta la distania reorrida por un objeto de masa onstante m que está sometido sóloa ierta fuerza F (t). Ya que la aeleraión de y(t) respeto a t es a(t) = y′′(t), el modelomatemátio que desribe el movimiento retilíneo del uerpo es F (t) = my′′(t).Supongamos que el uerpo ae libremente tan sólo por la aión de la fuerza de lagravedad. En éste aso, F = mg, donde g es la aeleraión debida a la gravedad (g =
9. 8m/s2). La variable y(t) representa la distania reorrida por el uerpo desde el instanteen que omenzó a aer (t = 0) hasta el instante t. Por tanto:

m
d2y

dt2
= mg ⇒ d2y

dt2
= g (9.1)La euaión (9.1) es un posible modelo matemátio que puede utilizarse para estudiarel fenómeno de aída de un objeto. El modelo (9.1) es muy senillo, y podemos pensar enmejorarlo haiendo partiipar también la fuerza de resistenia a la aída del objeto queejere el aire. Por ejemplo, podemos trabajar on la hipótesis de que la fuerza de resisteniadel aire es proporional a la veloidad en ada instante. Así pues, ya tenemos un segundomodelo (9.2) más ompleto que el anterior para estudiar el fenómeno de aída libre:

m
d2y

dt2
= mg − K

dy

dt
(9.2)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



362 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASAmbos modelos (9.1) y (9.2) involuran a la magnitud que nos interesa (que es y(t)) ytambién a las derivadas de y(t) respeto al tiempo. Las euaiones (9.1) y (9.2) son ejemplosde euaiones difereniales ordinarias. El término �ordinaria� se re�ere a que úniamenteapareen en este tipo de euaiones las derivadas respeto a una sola variable, la variable
t en este aso. Es deir, una euaión diferenial ordinaria es una euaión que relaionaierta magnitud y on la variaión de y respeto a una únia variable x. En lo que sigue,denotaremos on las siglas EDO a una euaión diferenial ordinaria.Por supuesto, el estudio del fenómeno de aída libre no termina una vez que hemosdeterminado un modelo matemátio mediante una EDO omo (9.1) o (9.2). Lo interesantees enontrar la soluión de la EDO, esto es, determinar qué funión o funiones haen iertala EDO. Vamos a tomar el ejemplo senillo (9.1). Basta integrar dos vees para obtener:

y′′ = g ⇒ y′ = gt + C1 ⇒ y =
1

2
gt2 + C1t + C2 (9.3)Observando la soluión (9.3) ya tenemos una primera onseuenia: una EDO no tieneomo soluión una únia funión que la veri�a, sino que su soluión es una familia defuniones. La familia de funiones (9.3) es la soluión de la EDO (9.1). Los valores de C1 y

C2 en la familia (9.3) son valores arbitrarios. Dando valores partiulares a C1 y C2 obtenemosdiferentes funiones que perteneen a la familia (9.3). ¾Tendrán algún signi�ado físio estasdos onstantes? Así es. C1 representa la veloidad del sólido en el instante t = 0 (veloidadiniial), mientras que C2 representa el espaio que ya llevaba reorrido en el instante t = 0.Vemos, por tanto, que aunque la EDO no tenga una únia funión que sea soluión, siañadimos iertas ondiiones la soluión puede ya ser únia. Por ejemplo, supongamos queel objeto llega a nuestra altura on una veloidad de 3 m/s y que la distania que el sólidoya llevaba reorrida era de 6 m. Entones, elegimos de la familia (9.3) la únia soluión queumple estas ondiiones:
y(t) =

1

2
gt2 + 3t + 6 (9.4)La soluión (9.4) se llama soluión partiular de (9.3). Las ondiiones que hemos im-puesto para obtener la soluión partiular, esto es, y(0) = 6, y′(0) = 3 se llaman ondiionesiniiales, esto es, ondiiones que debe umplir la soluión y(t) para ierto valor de t (t = 0en este aso). También podemos pensar en otro tipo de ondiiones para seleionar unasoluión perteneiente a la familia (9.3). Por ejemplo, supongamos que en el instante t = 1,el sólido ha reorrido y = 9. 9 m y que en el instante t = 2, el sólido ha reorrido y = 26. 5m. Es deir:

y(1) = 9. 9

y(2) = 26. 5 (9.5)Las ondiiones (9.5) se llaman ondiiones de ontorno, porque indian ondiiones endiferentes instantes de tiempo. Para estudiar si existe alguna soluión de la familia (9.3) queumpla las ondiiones de ontorno (9.5):
{

9. 9 = 4. 9 + C1 + C2

26. 5 = 19. 2 + 2C1 + C2

⇒
{

C1 = 2

C2 = 3Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 363
y(t) = 4. 9 t2 + 2 t + 3Dependiendo de las ondiiones que impongamos, la soluión puede no ser únia. Su-pongamos por ejemplo que busamos soluiones de (9.3) tales que y(0) = 0. 05. En esteaso:
y(t) = 4. 9 t2 + C2 t + 0. 05 (9.6)(9.6) representa una subfamilia de (9.3). Observa la Figura 9.1, hemos representadoalgunas grá�as de las funiones de (9.6), obtenidas �jando iertos valores de C2.

Figura 9.1: Familia de urvas para C2=teEjeriio 9.1 Determinar la subfamilia de soluiones de (9.3) formada por las funionesque umplan la ondiión y′(0) = 0. 3. Representar grá�amente algunas de estas funiones.Ejeriio 9.2 Dada la EDO y′′ = x, enontrar la soluión y(x) que umple las ondiionesiniiales y(0) = 1, y′(0) = 2. Enontrar también la soluión que umple las ondiiones deontorno y(0) = 1, y(1) = 1/6. ¾Existe alguna soluión que umpla las ondiiones y(0) = 1,
y(1) = 19/6, y(−1) = −7/6? Dados tres puntos del plano, (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), ¾bajoqué ondiiones existirá una únia soluión que pase por los dos primeros? ¾y por los tres?Ejeriio 9.3 Dada la EDO y′ = k, representar grá�amente su soluión y determinar lasoluión partiular que pasa por un punto ualquiera del plano de oordenadas (x0, y0).Ejeriio 9.4 Con lo que sabemos hasta ahora, sólo tenemos un proedimiento para alularla soluión de las EDO de la forma y′ = f(x), y′′(x) = f(x), . . . , y(n(x) = f(x). Expliael método que se puede seguir para alular la soluión de la EDO: y(n(x) = f(x), donde
f(x) es una funión dada. ¾Qué forma tendrá ésta soluión? ¾Cuántas onstantes arbitra-rias apareerán en ella? Piensa en alguna EDO de este tipo y aplia el proedimiento paraenontrar su soluión general.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



364 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASVamos a ontinuar disutiendo nuestro ejemplo del fenómeno de aída libre. Si elegimosel modelo (9.1) para desribir el fenómeno, entones hemos visto que somos apaes deenontrar la trayetoria y(t) (ver euaión 9.2), de dar signi�ado físio a las dos onstantesarbitrarias que apareen en la soluión general y de trazar algunas grá�as de posiblestrayetorias.Pero reuerda que pensamos en un segundo modelo para desribir el mismo fenómeno,un modelo en el que intervenía también la fuerza de rozamiento on el aire del objeto en suaída. Supusimos (es deir, estableimos omo hipótesis) que esta fuerza era en ada instanteproporional a la veloidad del objeto, y así onstruimos un nuevo modelo:
m

d2y

dt2
= mg − K

dy

dt
(9.7)Para enontrar la soluión general de la EDO (9.7), podemos intentar seguir el mismoproedimiento, integrar a ambos lados de la euaión:

my′ = mg

∫

dt − ky ⇒ my′ = mgt − ky + C1 (9.8)La euaión (9.8) es todavía una EDO, porque aparee la funión y′(t). Volvemos aintegrar a ambos lados de (9.8):
my =

1

2
mgt2 − k

∫

y dt + C1t + C2 (9.9)No podemos haer más. No podemos alular
∫

y dtporque no onoemos y(t). Preisamente y(t) es la funión que debemos determinar. Asípues, este ejemplo nos muestra que no todas las EDO se pueden resolver simplemente porintegraión. Ya tenemos un problema a resolver: habrá que desarrollar métodos on losque alular soluiones de EDO, pero que no onsistan simplemente en alular primitivas,porque hemos visto que no es su�iente.Ejemplo 9.2 ( Resortes y iruitos elétrios)En el ejemplo 9.1 hemos visto ómo el fenómeno de aída libre de un sólido sometido sólo ala fuerza de la gravedad y a la fuerza de rozamiento on el aire, se puede modelizar medianteuna EDO y dos ondiiones iniiales que tienen signi�ado físio:
my′′ + ky′ = mg

y(0) = y0

y′(0) = v0 (9.10)
m=masa del uerpoDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 365
k=onstante de proporionalidad, que depende del uerpo
y0=espaio reorrido en t = 0

v0=veloidad en t = 0Pues bien, resulta que otros fenómenos físios importantes también pueden estudiarsemediante un modelo muy pareido a (9.10). Y lo urioso es que estos fenómenos pueden notener nada que ver on la aída libre de un objeto. Vamos a tomar dos de estos fenómenos:las osilaiones libres de un muelle y los iruitos elétrios. Observa la Figura 9.2(a), querepresenta un muelle sobre el que uelga en equilibrio un uerpo de masa m. A ontinuaióntiramos haia abajo del uerpo, hasta alargar el muelle una distania igual a d (Figura9.2(b)). Si soltamos el sólido, éste omenzará a osilar. Podemos inluso seguir sometiéndoloa ierta fuerza variable F (t). En estas ondiiones, un modelo que sirve para estudiar lasosilaiones del sólido es el siguiente:
my′′ + cy′ + ky = F (t)

y(0) = d

y′(0) = v0 (9.11)donde:
y(t)=posiión del sólido en el instante t

m=masa del sólido
c=una onstante llamada onstante de amortiguaión (por ejemplo, el medio físio enel que osila el uerpo podría ser aire, agua o algún aeite en el que estuviera sumergido elmuelle para disipar el alor, lo ual nos daría diferentes valores de c).
k=onstante que depende de las araterístias del muelle. Se mide en unidades de ma-sa/unidades de desplazamiento. Por ejemplo, si el muelle se estira 20 m on una masa de

10 Kg, k = 10/20 = 0. 5 Kg/m
d=espaio iniial
v0=veloidad iniial
F (t)=Fuerza a la que está sometido el uerpo en ada instante tObserva en el modelo (9.11) la EDO de orden 2, muy similar a la de (9.10). En (9.10)no aparee el término ky, pero su término independiente (término de la dereha) tiene elmismo signi�ado físio que en (9.11), se trata de una fuerza a la que el sólido está sometido.En (9.10) esta fuerza es onstante (F (t) = mg), mientras que en (9.11) puede ser variable.Además, las ondiiones iniiales de (9.11) tienen el mismo signi�ado en ambos modelos. Elmodelo (9.11) aparee en una gran variedad de sistemas meánios vibrantes (partes móvilesde máquinas, puentes que vibran on el paso de vehíulos, et). La Figura 9.3 representa unmotor en movimiento que vibra y transmite su vibraión a todo en sistema en el que estáinstalado.Pero también el modelo (9.11) puede utilizarse para estudiar algunos iruitos elétriosomo el que aparee representado en la Figura 9.2(). Se trata de un iruito en el que seha onetado una indutania L (uyo valor se mide en Henrios), una resistenia R (uyovalor se mide en Ohmios) y un ondensador C (uyo valor se mide en Faradios) en serie onE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



366 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Figura 9.2: Resorte y iruito
Figura 9.3: Motor vibranteuna tensión variable E(t) (uyo valor se mide en Voltios). En estas ondiiones, un modeloque puede utilizarse para alular el valor I(t) de la intensidad que irula por el iruito enada instante de tiempo t es:

LI ′′ + RI ′ +
1

C
I = E′(t)

I(0) = io

I ′(0) = a0 (9.12)Observa en (9.12) que el término independiente de la EDO es igual a E′(t), es deir, ala veloidad de E(t) respeto al tiempo. El modelo (9.12) es idéntio al (9.11). Pero, ¾quésigni�an en este aso los valores I(0) e I ′(0) que apareen omo ondiiones iniiales? Eneste fenómeno físio no hay movimientos de objetos sino de argas elétrias. Si q(t) es laarga del ondensador en ada instante, entones q′(t) = I(t). I(0) representa la intensidadDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 367que irula por el iruito en el instante iniial t = 0, mientras que I ′(0) es la veloidad deambio de la intensidad en ese mismo instante iniial.Sin embargo, tanto para resolver las EDO que apareen en los modelos (9.12) y (9.11),tenemos el mismo problema on el que tropezamos al tratar de resolver la EDO del modelo(9.10). No podemos resolver estas EDO por simple integraión. Si y(x) es la soluión de laEDO, no podemos haer la operaión
∫

y dxpreisamente porque y(x) es la funión que hay que enontrar. Como dijimos más arriba,el problema que hay que resolver es: desarrollar métodos on los que alular soluiones deEDO. Y, por otra parte, también neesitamos resolver un problema que es siempre impor-tante en ualquier teoría matemátia, el de existenia y uniidad de soluión. Es deir, ¾bajoqué ondiiones podremos asegurar que existe una únia soluión y(x) de la EDO? Estos sonlos problemas que iremos resolviendo a lo largo de este tema. De momento vamos a de�nirlos dos oneptos que hemos enontrado aera de la soluión de EDO:De�niión 9.1 Una EDO de orden n es una euaión que establee una relaión entre unafunión y(x) y sus derivadas y′(x), y′′(x), . . . , y(n(x). Así pues, una EDO de orden n tendráen general la forma:
F (x, y, y′(x), y′′(x), . . . , y(n(x)) = 0 (9.13)De�niión 9.2 Toda funión y(x) que haga ierta la igualdad (9.13), se llama soluión dela EDO.Ejeriio 9.5 Demuestra que las funiones y = sen x, y = cos x, y = 2cos x − 3 sen x sonsoluión de la EDO de orden 2: y′′ + y = 0. Demuestra que en general toda funión de lafamilia biparamétria y = C1 cos x + C2 sen x es soluión de la EDO.Ejeriio 9.6 Dada la familia de funiones y = x2 + Cx, donde C es una onstante realualquiera, se pide:1. Representar grá�amente diha familia de funiones.2. Dado un punto ualquiera del plano (x0, y0), ¾podemos asegurar que existe alguna urvade la familia que pase por él? ¾Es únia esta urva?3. Enontrar una EDO que tenga omo soluión esa familia de funiones.Ejeriio 9.7 Una esfera de naftalina pierde volumen por evaporaión, a una veloidad quesuponemos omo hipótesis que es proporional a su área. Hemos observado que la esfera hadisminuido su diámetro de 2 m a 1 m en 4 meses. Construye un modelo matemátio paraalular el diámetro de la esfera en ada instante. Resolver el problema pero ahora suponiendoomo hipótesis que la esfera de naftalina pierde volumen a una veloidad proporional aluadrado de su área.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



368 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASEjeriio 9.8 Una sustania porosa humedeida on ierto líquido y expuesta al aire, pierdesu humedad on una rapidez que suponemos omo hipótesis que es proporional al ontenidode líquido que ontiene. Construye un modelo matemátio para alular la antidad de líquidoque ontiene la sustania en ada instante.9.2. Un primer aeramiento a la soluión de una EDOPara simpli�ar, de momento vamos a entrarnos en las EDO de orden 1, y que ademástengan forma:
y′ = F (x, y) (9.14)Es deir, vamos a estudiar un aso partiular de EDO, las euaiones de orden 1 en lasque se pueda despejar y′(x) en funión de x e y. Algunos ejemplos de EDO que tienen estaforma o que pueden ser reduidos a ella son los siguientes:
y′ = x2 + y2

y′ = xy + 1

xy′ = 2y + 3xy′En ambio, las siguientes EDO son de orden 1 pero no pueden esribirse de la forma(9.14):
y′ = x + exy′

sen(xy′) = y′ + xy

ln(x + y′) = 2 − 3x + y′¾Y ual es la razón de querer estudiar ese aso partiular (9.14) de EDO? Hay variasrazones:1. En las situaiones reales apareen freuentemente EDO del tipo (9.14). Por ejemplo,las EDO de los ejeriios 9.5 y 9.6 son de este tipo.2. Existen diversos métodos on los que resolver una EDO que tenga exatamente laforma (9.14). Veremos estos métodos en el apartado 9.3.3. Como veremos en el apartado 9.4, bajo iertas ondiiones es posible asegurar queexiste una únia soluión de la EDO (9.14) que pase por ierto punto �jo (x0, y0), esdeir, bajo ondiiones su�ientes es posible asegurar que existe una únia soluiónpara el problema:
y′ = F (x, y)

y(x0) = y0 (9.15)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.2. UN PRIMER ACERCAMIENTO A LA SOLUCIÓN DE UNA EDO 369En algunas oasiones seremos apaes de alular de forma exata esa únia soluión de(9.15) y otras vees tendremos que reurrir al álulo de soluiones aproximadas obtenidasmediante métodos numérios, omo veremos en el apartado 9.6.Pero on lo que sabemos hasta ahora somos apaes de estudiar desde varios puntos devista la soluión y(x) de (9.15), a pesar de que todavía no sepamos ómo alular y(x).Las ideas que vamos a explorar en esta apartado para estudiar la soluión de (9.15) son lassiguientes:Estudio de las derivadas suesivas de y(x).Observa que la EDO de (9.15) nos proporiona diretamente la expresión de y′(x).Esto nos da la idea de estudiar dónde es reiente/dereiente y(x) y también alularla reta tangente a y(x) en ada punto (x0, y0). Además, a partir de la EDO de (9.15)quizá podamos obtener la expresión de y′′(x), on lo ual seremos apaes de estudiarla onavidad/onvexidad de y(x).Aproximaión de y(x) mediante polinomios de Taylor.A partir de la EDO de (9.15) podemos obtener y′(x0), y derivando implíitamenteobtendremos y′′(x0), y′′′(x0), et. Con lo ual ya podremos aproximar y(x) medianteun polinomio en las eranías de x0. ½Ya tenemos aquí de nuevo a nuestra Megaestella:El Teorema de Taylor, en este aso para darnos informaión aera de la soluión y(x)del problema (9.15)!Vamos a estudiar on detalle estas dos posibilidades.9.2.1. Estudio de las derivadas suesivas de y(x)Vamos a estudiar el omportamiento de las soluiones de la EDO
y′ = x2y (9.16)Sabemos que el reimiento de y(x) está relaionado on el signo de y′(x):

y(x) reiente en un intervalo (a, b) ⇔ y′(x) > 0 en (a, b)

y(x) dereiente en un intervalo (a, b) ⇔ y′(x) < 0 en (a, b)En este aso, habrá que estudiar el signo de y′(x) = x2y:
y′(x) > 0 ⇔ x2y > 0 ⇔ y > 0

y′(x) < 0 ⇔ x2y < 0 ⇔ y < 0Así pues, si y(x) es una soluión de la EDO (9.16), en aquellos intervalos x ∈ (a, b) talesque y′(x) > 0, la funión y(x) es reiente. Y en aquellos intervalos x ∈ (a, b) tales que
y′(x) < 0, la funión y(x) es dereiente. En otras palabras, una soluión y(x) de la EDO(9.16) uya grá�a se enuentre en el semiplano superior, será reiente. Y si su grá�a seenuentra en el semiplano inferior, y(x) es dereiente.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



370 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASEstudiemos ahora la onavidad/onvexidad de y(x). Habrá que estudiar el signo de
y′′(x):

y(x) es ónava en un intervalo (a, b) ⇔ y′′(x) > 0 en (a, b)

y(x) es onvexa en un intervalo (a, b) ⇔ y′′(x) < 0 en (a, b)Para alular y′′(x) derivamos la euaión (9.16) de forma implíita:
y′′ =

d

dx
(x2y) = 2xy + x2y′ = yx(2 + x3) (9.17)Así pues, y′′(x) está formada omo un produto de los fatores y(x) y una funión

h(x) = x(2 + x3). Vamos a estudiar el signo resultante:
y′′(x) > 0 ⇔ y(x) y h(x) tienen el mismo signo
y′′(x) < 0 ⇔ y(x) y h(x) tienen diferente signoLa grá�a de h(x) nos permite determinar los intervalos en los que h(x) es positiva onegativa. Observa la Figura 9.4. Las raíes de h(x) son x = 0, x = −(2)1/3 ∼= −1. 26. Portanto:
h(x) = x(2 + x3) > 0 ⇔ x ∈ (−∞,−1. 26) ∪ (0,∞)

h(x) = x(2 + x3) < 0 ⇔ x ∈ (−1,26, 0)

Figura 9.4: Funión para el estudio del reimientoLa siguiente tabla muestra las onavidad/onvexidad de y(x)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.2. UN PRIMER ACERCAMIENTO A LA SOLUCIÓN DE UNA EDO 371

Figura 9.5: Creimiento y onavidadIntervalo de x Intervalo de y(x) Conavidad/onvexidad de y(x)

x ∈ (−∞,−1. 26) y ∈ (0,∞) Cónava
x ∈ (−1,26, 0) y ∈ (0,∞) Convexa

x ∈ (0,∞) y ∈ (0,∞) Cónava
x ∈ (−∞,−1,26) y ∈ (−∞, 0) Convexa
x ∈ (−1,26, 0) y ∈ (−∞, 0) Cónava

x ∈ (0,∞) y ∈ (−∞, 0) ConvexaObserva que los puntos x = −1. 26 y x=0 son puntos en los que ambia la onavidad de
y(x), de modo que se trata de puntos de in�exión. La Figura 9.5 muestra un par de posiblesgrá�as de funiones que pasan por sendos puntos �jos, y que veri�an las propiedades dereimiento y onavidad que hemos obtenido. La grá�a trazada en el semiplano superiorpasa por (−0. 63, 1. 2) y la del semiplano inferior pasa por el punto (1. 26,−0. 6). Por su-puesto, no podemos asegurar que estas dos funiones sean soluión de la EDO (9.16), sólopodemos deir que se omportan, en uanto a reimiento y onavidad, del mismo modoque una soluión y(x) de la EDO (9.16).Por otra parte, la EDO y′ = F (x, y) nos permite alular fáilmente la reta tangente ala funión y(x) en ada punto (x0, y0). Puesto que la pendiente de esta reta es F (x0, y0),su euaión será:

y − y0 = F (x0, y0)(x − x0)En el aso de la EDO (9.16), la euaión de la reta tangente en ada punto (x0, y0) será:
y = y0 + x2

0y0(x − x0)Por ejemplo, en los puntos que apareen en la Figura 9.5, (−0. 63, 1. 2) y (1. 26,−0. 6),las euaiones de las retas tangentes serán respetivamente:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 9.6: Mapa de pendientes
y = 1. 2 + 0. 476(x + 0. 63) e y = −0. 6 − 0. 953(x − 1. 26).Si ahora haemos estas operaiones en un gran número de puntos del plano XY y tra-zamos un pequeño segmento de la reta tangente en ada uno, obtenemos una imagen delmodo en que se omportan las soluiones de la EDO. Se trata del llamado ampo de pen-dientes de y(x). La Figura 9.6 muestra el ampo de pendientes de y(x) obtenida de la EDO(9.16).Ahora vamos a trazar sobre el ampo de pendientes de la Figura 9.6 las dos grá�as deposibles soluiones aproximadas que apareen en la Figura 9.5. El resultado se muestra enla Figura 9.7. Como ves, el ampo de pendientes nos permite trazar on más preisión lasposibles soluiones, observando las tangentes en ada punto. Se trata de que la tangente a laurva en ada punto sea siempre paralela al pequeño segmento de reta tangente que tengamás próximo.Naturalmente, el mapa puede ser más denso, omo el que aparee en la Figura 9.8.Observa ómo estos mapas de pendientes de y(x) nos dan informaión aera del rei-miento de las soluiones y(x) de la EDO (9.16). Para obtener informaión grá�a de la on-avidad/onvexidad de las soluiones y(x), podemos trazar el mapa de pendientes de y′(x).Para obtener y′′(x), basta derivar (9.17) de forma implíita, y se obtiene y′′(x) = yx(2+x3).La Figura 9.9 muestra este mapa de pendientes de y′(x). Observa ómo la informaión queaparee en este mapa onuerda on los resultados analítios que obtuvimos aera de laonavidad/onvexidad de y(x) (Figura 9.5) y ómo se produe un ambio de signo en y′′(x)(que es la derivada de y′(x)) en los puntos x = 0 y x = −1. 26, donde la funión y(x) tieneuna in�exión.Finalmente, observa la Figura 9.10. Hemos representado otras posibles soluiones de laDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.7: Mapa de pendientes 2

Figura 9.8: Mapa de pendientes 3E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



374 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Figura 9.9: Mapa de pendientes y onavidadEDO (9.16), sumergidas en el ampo de pendientes de y(x). Pero ahora hemos trazado elsegmento de ada tangente de mayor longitud. Obsérvese ómo en las zonas de onavidad,la reta tangente queda siempre por debajo de la funión, y en las zonas de onvexidad, latangente se sitúa por enima de la reta tangente. Reuerda que estas son preisamente lasondiiones geométrias que de�nen la onavidad/onvexidad.9.2.2. Aproximaión de y(x) mediante polinomios de TaylorEn el apartado anterior hemos heho un estudio ualitativo de la soluión y(x) del pro-blema (9.16), porque hemos obtenido propiedades de y(x). Ahora realizaremos un estudioanalítio en el que obtendremos una aproximaión de y(x) mediante el teorema de Taylor.Como reordarás, si y(x) es derivable hasta orden n, el polinomio de Taylor de orden n de
y(x) en el punto x = a se obtiene del modo siguiente:

Pn(x) = y(a) + y′(a)(x − a) +
y′′(a)

2
(x − a)2 + . . . +

y(n(x)

n!
(x − a)nEn nuestro aso, a = x0, y(a) = y0, y′(x0) = F (x0, y0) = x2

0y0, y′′(x0) = y0x0(2 + x3
0). Asípues, ya podemos alular el polinomio de Taylor de orden 2, P2(x). Sin embargo, vamos aobtener el valor de y′′′(x0) para poder alular P3(x). Derivando (9.17) de forma implíita,es fáil omprobar que

y′′′(x) = y(2 + 6x3 + x6) ⇒ y′′′(x0) = y0(2 + 6x3
0 + x6

0)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.10: Mapa de pendientes y tangentes largas

E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 9.11: Dos polinomios de TaylorAsí pues, ya podemos esribir el polinomio P3(x):
P3(x) = y0 + y′(x0)(x − x0) +

y′′(x0)

2
(x − x0)

2 +
y′′′(x0)

6
(x − x0)

3En el punto (−0. 63, 1. 2), se obtiene:
P3(x) = 1. 2 + 0. 476(x + 0. 63) − 0. 6615(x + 0. 63)2 + 0. 1125(x + 0. 63)3Y en el punto (1. 26,−0. 6), se obtiene:
P3(x) = −0. 6 − 0. 953(x − 1. 26) − 1. 512(x − 1. 26)2 − 1. 8(x − 1. 26)3La Figura 9.11 muestra pequeños fragmentos de las grá�as de ambos polinomios �sumer-gidas� en el ampo de pendientes de y(x). Observa ómo los segmentos de tangentes delampo son aproximadamente paralelos a las grá�as de los polinomios. Los polinomios seomportan de una forma muy pareida a las soluiones de la EDO.Sin embargo, no hay que olvidar que el polinomio de Taylor de orden n sólo proporionauna aproximaión loal a la funión, esto es, Pn(x) se aproxima �razonablemente� a y(x) enlas eranías del punto donde se ha alulado el polinomio. Observa la Figura 9.12, hemostrazado en ella las grá�as de los dos polinomios anteriores pero en un intervalo mayor.Como puedes omprobar, lejos de los puntos en los que se han alulado los polinomios,éstos ya no se omportan omo soluiones de la EDO, sus tangentes ya no se orrespondenon las tangentes del ampo de pendientes.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.12: Dos polinomios de Taylor dibujados en mayor rango

E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



378 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS9.3. Estudio sistemátio de algunos tipos de EDO de la forma
y′ = F (x, y)En este apartado vamos a expliar algunos métodos estándar para enontrar la soluióngeneral de euaiones de la forma y′ = F (x, y).9.3.1. Euaiones de variables separablesAlgunas EDO y′ = F (x, y) pueden esribirse de la forma

f(y)
dy

dx
= g(x) (9.18)Por ejemplo:

dy

dx
= x2ey ⇔ e−y dy

dx
= x2 (f(y) = e−y, g(x) = x2) (9.19)Para resolver este tipo de EDO, esribimos (9.18) del modo siguiente:

d

dx

(
∫

f(y) dy

)

= g(x) (9.20)Integrando en (9.20):
∫

f(y) dy =

∫

g(x) dx + CAsí pues, la EDO se resuelve mediante el álulo de las primitivas de f(y) y g(x). En elejemplo (9.19):
∫

e−y dy =

∫

x2 dx ⇔ −e−y =
x3

3
+ C (9.21)En (9.21) podemos esribir y en funión de x y de C:

e−y = − x3

3
−C = −x3

3
+C ′ ⇒ −y = ln

(

−x3

3
+ C ′

)

⇒ y = − ln

(

−x3

3
+ C

)Ejeriio 9.9 Enuentra la soluión general de la EDO (9.16).9.3.2. Euaiones homogéneasSe trata de euaiones y′ = F (x, y) en las que la funión F (x, y) tiene una forma par-tiular, es una funión del oiente y/x. Es deir, la EDO tiene la forma
y′ = h(y/x) (9.22)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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y′ =

y2

x2 + y2
⇔ y′ =

( y
x

)2

1 +
( y

x

)2

y′ =

√

x2 + y2

x
⇔ y′ =

√

x2 + y2

x2
=

√

1 +
(y

x

)2

y′ =
x

y
⇔ y′ =

1
y
xPara resolver este tipo de EDO, apliamos en (9.22) el ambio de variable dependiente z =

y/x. Es deir, vamos a esribir (9.22) de modo sólo apareza la nueva variable dependiente
z y la derivada de z respeto a x. En primer lugar, vamos a expresar y′(x) en funión de x,
z(x) y z′(x):

z = y/x ⇒ y = xz ⇒ y′ = z + xz′Ahora apliamos el ambio de variable en (9.22):
y′ = h(y/x) ⇒ z + xz′ = h(z)Es senillo darse uenta de que esta nueva EDO es de variables separables:

dz

h(z) − z
=

dx

xCon lo ual, por simple integraión se llega a la soluión general:
∫

dz

h(z) − z
= ln |x| + C (9.23)Naturalmente, una vez alulada la primitiva que aparee en (9.23), deberemos deshaerel ambio de variable que apliamos al prinipio, z = y/x.Ejeriio 9.10 Apliar este proedimiento de resoluión a las tres EDO homogéneas queutilizamos omo ejemplo al omienzo de este apartado.9.3.3. Euaiones exatasA vees es onveniente esribir la EDO y′ = F (x, y) de la forma

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 (9.24)Esta operaión es un simple ambio de notaión que puede haerse siempre. Por ejemplo:
y′ =

xy

x2 − y2
⇔ xy dx + (y2 − x2)dy = 0 (M = xy, N = y2 − x2)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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y′ = x + y ⇔ (x + y)dx − dy = 0 (M = x + y, N = −1)Pues bien, si el vetor (M(x, y), N(x, y)) es el gradiente de ierta funión u(x, y), es deir,si
ux(x, y) = M(x, y)

uy(x, y) = N(x, y) (9.25)entones la soluión general de (9.24) es
u(x, y) = C (9.26)Para demostrarlo, omprobemos que las funiones de (9.26) veri�an la EDO (9.24).Difereniamos (9.26):
du(x, y) = 0 ⇒ ux(x, y)dx + uy(x, y)dy = 0por tanto:
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0Para demostrar que (9.26) es la soluión general de (9.24) también podemos utilizar elsigni�ado del gradiente de una funión. El razonamiento es el siguiente:1. La urva (9.26) es una urva de nivel de la super�ie z=u(x,y)2. Sabemos que el gradiente de u(x, y) en ada punto es perpendiular a la urva de nivelque pasa por ese punto.3. Como el gradiente de u(x, y) es (ux(x, y), uy(x, y)), un vetor perpendiular en adapunto (x, y) será (−uy(x, y), ux(x, y)). Por tanto, la pendiente de y(x) en ada puntoserá y′ = −ux(x, y)/uy(x, y), o lo que es lo mismo, y′ = −M(x, y)/N(x, y), que espreisamente la EDO (9.24).Así pues, en el aso de que exista una funión u(x, y) que umpla las ondiiones (9.25),para enontrar la soluión general de la EDO (9.24) nos bastará on determinar esta funión

u(x, y). Estas EDO se llaman exatas y ada funión u(x, y) que umpla (9.25) se llamafunión de potenial. Por ejemplo, la EDO
3x2y2 dx + 2x3y dy = 0es exata porque tomando la funión u(x, y) = x3y2, se veri�an las ondiiones (9.25). Enonseuenia, su soluión general será x3y2 = C. Ahora bien, nuestras preguntas son: ¾enqué asos podemos estar seguros de que tal funión u(x, y) existe? Y en el aso de que u(x, y)exista, ¾ómo alularla?Si derivamos respeto a y la ondiión ux(x, y) = M(x, y), obtenemos uxy(x, y) =

My(x, y). Si derivamos respeto a x la ondiión uy(x, y) = N(x, y), obtenemos uyx(x, y) =Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Nx(x, y). Si suponemos omo hipótesis que la funión u(x, y) admite derivadas parialesontinuas de segundo orden, entones apliando el teorema de Shwartz se tiene uxy(x, y) =
uyx(x, y). Así pues, la ondiión para que la EDO (9.24) sea exata es que se veri�que laigualdad:

My(x, y) = Nx(x, y) (9.27)La ondiión (9.27) es el test para demostrar que existe funión de potenial u(x, y).Veamos on un ejemplo ómo alularla.La EDO
(y + 2xy3)dx + (x + 3x2y2)dy = 0es exata porque
My = 1 + 6xy2 = NyEn onseuenia, existe una funión u(x, y) tal que
ux = y + 2xy3 (9.28)
uy = x + 3x2y2 (9.29)Integrando (9.28):
u =

∫

(y + 2xy3) dx = xy + x2y3 + h(y) (9.30)Observa que al integrar (9.28), la onstante de integraión puede ser una expresiónque dependa de y, por eso en (9.29) aparee una funión h(y) (desonoida de momento).Derivando (9.30) respeto a y:
uy = x + 3x2y2 + h′(y) (9.31)Ahora, obligamos a oinidir los resultados de (9.31) y (9.29):
x + 3x2y2 + h′(y) = x + 3x2y2 ⇒ h′(y) = 0 ⇒ h(y) = CDe modo que la funión u(x, y) en realidad no es únia sino que todas las funiones de laforma
u(x, y) = xy + x2y3 + Cumplen las ondiiones (9.28) y (9.29). En onseuenia, la soluión general de la EDOserá:
xy + x2y3 = C (9.32)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



382 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASLa euaión (9.32) es una relaión entre las variables x e y en la que aparee una onstantearbitraria C. Sin embargo, en (9.32) no aparee de forma explíita la variable y en funiónde x y de C. ¾Qué representa la familia (9.32)? Para ada valor �jo de la onstante real C,la euaión (9.32) de�ne una urva en el plano, formada por los puntos (x, y) que umplenesa ondiión (9.32). La Figura 9.13 muestra diha urva para el aso C = 0. 2. Observa queno se trata de la representaión grá�a de una funión y(x) porque a un mismo x le puedenorresponder varios valores de y. Por ejemplo, hay tres puntos uya absisa es x = −2, queson (−2, 0. 753), (−2,−0. 102) y (−2,−0. 650). En ambio, sólo hay uno on absisa x = 0. 4,el punto (0. 4, 0. 461).

Figura 9.13: Funión implíitaLa urva que aparee en la Figura 9.12 no es globalmente la representaión grá�a de unaúnia funión y(x). Pero, dado un punto (x0, y0) situado sobre la urva, existe un fragmentode urva que representa a una funión y(x) que es la soluión de la EDO en un entornode x0. La Figura 9.14 muestra uatro fragmentos de la urva orrespondientes a los puntos
(−2, 0. 753), (−2,−0. 102), (−2,−0. 650) y (0. 4, 0. 461). Estos uatro fragmentos de la urvason la representaión grá�a de otras tantas funiones y(x). Cada una de estas funioneses la únia soluión de la EDO que pasa por el orrespondiente punto. Volveremos a estauestión en el apartado 9.4.Ejeriio 9.11 Considera de nuevo la familia de urvas (9.32).1. Dado un punto ualquiera P (x0, y0) del plano, ¾existe alguna urva de (9.32) que pasepor P?Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.14: Cuatro fragmentos de urva2. Supongamos que tomamos una de las urvas de (9.32), es deir, damos ierto valor�jo de C. Dada una absisa ualquiera x0, ¾existe algún punto P sobre la urva quetenga esa absisa?3. Tomamos de nuevo un valor �jo de C. Dada una ordenada ualquiera y0, ¾existe algúnpunto P sobre la urva que tenga esa ordenada?9.3.4. Euaiones reduibles a exatas mediante un fator integranteHemos visto que si la EDO
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 (9.33)es exata (es deir, si My(x, y) = Nx(x, y)), entones ya tenemos un proedimiento onel que obtener su soluión general. Si (9.33) no es exata, a vees es posible enontrar unafunión G(x, y) tal que si multipliamos la EDO (9.33) por G(x, y), la euaión resultanteya es exata. A esta funión G(x, y) la llamamos fator integrante. Por ejemplo, la EDO
y dx + (x2y2 − x) dy = 0 (9.34)no es exata porque

M = y My = 1
N = x2y2 − x Nx = 2xy2 − 1E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



384 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASSin embargo, si multipliamos (9.34) por el fator integrante G(x) = 1/x2, la EDO tomala forma:
y

x2
dx +

(

y2 − 1

x

)

dy = 0 (9.35)Esta euaión ya es exata porque
M =

y

x2

N = y2 − 1

x

My =
1

x2
= NxA partir de este momento, ya es posible apliar el proedimiento que expliamos en elapartado 9.3.3 para obtener la soluión general de (9.36) (hazlo omo ejeriio).Naturalmente, la pregunta es ¾ómo busar un fator integrante para la EDO (9.33)? Noexiste ningún proedimiento que nos permita en general enontrar G(x, y), pero en algunasEDO podemos intentar un fator integrante de la forma G(x, y) = xnym, donde m y n sononstantes reales a determinar. Como ejemplo, apliaremos este proedimiento a la EDO

2y dx + (3y − 2x)dy = 0 (9.36)Esta EDO no es exata porque My = 2, Nx = −2. Multipliamos (9.36) por el andidatoa fator integrante G(x, y) = xnym:
2ym+1xn dx + (3ym+1xn − 2xn+1ym)dy = 0Ahora obligamos a esta euaión a ser exata:
My = 2(m + 1)ymxn = Nx = 3nxn−1ym+1 − 2(n + 1)xnymIgualando y saando fator omún:
2xnym(m + n + 2) = 3nxn−1ym+1Simpli�ando:
2x(m + n + 2) = 3nyAhora se trata de enontrar ualquier pareja de valores n y m que hagan ierta la igualdadanterior para todo x e y. En este aso sólo hay una posibilidad, n = 0, m = −2. Una vezmultipliada la euaión (9.36) por el fator integrante G(y) = y−2, la EDO resultante será:
2

y
dx +

(

3

y
− 2x

y2

)

dy = 0 (9.37)A partir de aquí, basta apliar el proedimiento que expliamos en el apartado 9.3.3 paraobtener la soluión general de (9.37) (hazlo omo ejeriio). Una uestión importante es que,Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.3. ESTUDIO SISTEMÁTICO DE ALGUNOS TIPOS DE EDO DE LA FORMA Y ′ = F (X,Y )385dada la EDO (9.33), no tiene por qué existir un fator integrante de la forma G(x, y) = xnymni de ninguna otra forma que se nos ourra. Lo únio que podemos haer es ensayar para(9.33) un fator integrante que tenga una forma determinada y estudiar su existenia (verel siguiente ejeriio).Ejeriio 9.12 Dada la EDO (x2 + y2 + 1)dx − y(x + 1)dy = 0, demuestra que no existeun fator integrante de la forma G(x, y) = xnym. Calula un fator integrante de la forma
G(x) = (x + 1)n y enuentra la soluión de la EDO.9.3.5. Euaiones linealesUna EDO lineal es una euaión que tiene la forma

y′ + y · P (x) = Q(x) (9.38)Este tipo de EDO es muy freuente en las apliaiones prátias. Por ejemplo, en iruitoselétrios, uando se oneta una resistenia y una indutania en serie on la fuente dealimentaión (ver Figura 9.15).
Figura 9.15: Ciruito RLSe puede demostrar que un modelo on el que estudiar la intensidad I(t) que irula porel iruito en ada instante de tiempo viene dado por:

L
dI

dt
+ RI = Edonde L es el valor de la indutania, R el de la resistenia y E es la tensión que seaplia. Observa que esta euaión se redue a la forma (9.38) sin más que dividirla entre L.Normalmente L y R son valores onstantes, pero E puede ser una funión del tiempo, porejemplo si se aplia al iruito una tensión alterna del tipo E(t) = E0 sen(ωt).Para obtener la soluión general de (9.38), omenzamos multipliándola por el fatorintegrante

e
∫

P (x) dxon lo ual queda:
y′ e

∫

P (x)dx + yP (x)e
∫

P (x) dx = Q(x)e
∫

P (x) dx (9.39)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



386 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASLuego observamos que se puede esribir omo
d

dx

(

y e
∫

P (x) dx
)

= Q(x) e
∫

P (x) dxCon lo ual
y e
∫

P (x) dx =

∫

Q(x) e
∫

P (x) dxdx + CDonde C es una onstante arbitraria. Ahora y(x) se despeja muy fáilmente, obteniéndosela soluión general de (9.38)
y(x) = e−

∫

P (x) dx

(

C +

∫

Q(x) e
∫

P (x) dxdx

) (9.40)Ejeriio 9.13 Enontrar la soluión del problema
y′ − 2y = e3x

y(0) = −1Ejeriio 9.14 Enontrar la soluión general de la EDO
x2y′′ + 2xy′ = 2de dos formas diferentes:1. Enontrando un ambio de variable que permita reduir la EDO a una euaión linealde orden 1.2. Esribiendo el término de la izquierda omo la derivada de ierto produto de dosfuniones.Ejeriio 9.15 Demuestra que el ambio de variable dependiente z = y1−n transforma laeuaión de Bernoulli y′ + yP (x) = ynQ(x) en una EDO lineal. (INDICACIÓN: En primerlugar, multiplia la euaión por y−n. Luego aplia el ambio de variable).Ejeriio 9.16 La arga Q(t) que tiene un ondensador C onetado en serie on unaresistenia R y una fuente de alimentaión E(t) (ver Figura 9.16), se modeliza on la EDO
R

dQ

dt
+

1

C
Q = E(t)Obtener su soluión. Supongamos que R = 20Ω, C = 0. 01F y E(t) = 60e−2t V . Si laarga iniial del ondensador es Q(0) = 0, alular Q(t), trazar su grá�a y enontrar elinstante en el que la arga es máxima y el valor de diha arga.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.16: Ciruito RC9.4. Existenia y uniidad de soluiónEn el apartado anterior hemos estudiado algunos métodos on los que obtener la soluióngeneral de la EDO y′ = F (x, y). Estos métodos no son generales, es deir, la EDO tieneque umplir iertas ondiiones para poder ser apliados (ser de variables separables, serhomogénea, ser exata, et). Sin embargo, podremos enontrar euaiones para las uales nodispongamos de un método analítio on el que obtener una soluión. Tomemos por ejemploel siguiente problema:
y′ = sen(xy) + cos(x + y), y(0. 5) = 1 (9.41)La EDO de (9.41) no puede resolverse mediante ninguno de los métodos estudiados(ompruébalo omo ejeriio). Sin embargo, si representamos el ampo de pendientes de lassoluiones (ver Figura 9.16), en este aso sí paree que podríamos trazar de forma apro-ximada una soluión y(x) que veri�que (9.41). Además, podríamos enontrar también unaaproximaión de y(x) mediante polinomios de Taylor.Ejeriio 9.17 Sobre la Figura 9.17 traza de forma aproximada una soluión de la euaión(9.41). Calula los polinomios de Taylor P2(x) y P3(x) en el punto a = 0. 5 y represéntalosgrá�amente en un entorno de ese punto.Así pues, nos interesa onoer bajo qué ondiiones podemos asegurar que el problemageneral
y′ = F (x, y), y(x0) = y0 (9.42)admite una únia soluión y(x).El siguiente teorema nos ofree una respuesta a esta pregunta.Teorema 9.1 (Existenia y uniidad de soluión)Supongamos que la funión F (x, y) y su derivada parial Fy(x, y) son ontinuas en iertodominio D del plano XY. Supongamos que el punto (x0, y0) se enuentra en D. Entones,existe una únia funión y(x) de�nida en un ierto entorno de x0 que veri�a las dos on-diiones (9.42).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 9.17: Campo de pendientes de 9.41Vamos a analizar algunas onseuenias de este teorema de existenia.1. Si F (x, y) y Fy(x, y) son ontinuas en ierto dominio D del plano XY, entones existenin�nitas funiones y(x) que son soluión de la EDO y′ = F (x, y). Ahora bien, si �jamosun punto (x0, y0) ∈ D, entones sólo existe una funión y(x) que veri�a la EDO y queademás su grá�a pasa por el punto (x0, y0), es deir, que y(x0) = y0. Por ejemplo,dada la EDO y′+y = e−x, (que es lineal de orden 1), se puede utilizar el proedimientoque estudiamos en el apartado 9.3.5 y omprobar que su soluión es
y = e−x(C + x) (9.43)Si ahora estudiamos esta EDO desde el punto de vista del teorema de existenia,resulta que en este aso F (x, y) = e−x − y, que es una funión de�nida y ontinua entodo el plano XY, on derivada parial Fy(x, y) también ontinua. En onseuenia,el teorema de existenia nos garantiza que si �jamos un punto ualquiera (x0, y0)del plano XY, existe una únia funión perteneiente a la familia (9.43) que umple

y(x0) = y0. Veamos ómo obtener esa únia soluión, es deir, ómo alular el valoradeuado de la onstante C:
y(x0) = y0 ⇒ y0 = e−x0(C + x0) ⇒ C = y0e

x0 − x0 (9.44)Si, por ejemplo, deseamos enontrar la únia funión de (9.43) uya grá�a pasa por elDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.4. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIÓN 389punto (0, 1. 5), según (9.44) se tendrá C = 1. 5, es deir, la únia soluión del problema
y′ + y = e−x, y(0) = 1. 5será y = e−x(1. 5 + x). La Figura 9.17 muestra el ampo de pendientes de la familia(9.43) y algunas de sus funiones. Cada una de ellas se ha obtenido �jando ierto punto

(x0, y0) del plano y obteniendo el valor de C mediante la relaión (9.44).

Figura 9.18: Familia 9.442. La familia de funiones (9.43) se llama soluión general de la EDO y′ + y = e−x . Esoquiere deir que para ualquier punto (x0, y0) existe una únia funión perteneiente ala familia (9.43) y que veri�a la EDO y′ + y = e−x. La soluión general de una EDO
y′ = F (x, y) es una familia de funiones

y = H(x,C) (9.45)tal que para todo punto (x0, y0) existe una únia funión y(x) perteneiente a (9.45) talque y(x0) = y0. O lo que es lo mismo, existe un únio valor C0 tal que y0 = H(x0, C0)3. La soluión general (9.45) es una familia en la que la variable y se expresa de formaexplíita en funión de la variable x y de la onstante C. Sin embargo, la soluióngeneral de una EDO y′ = F (x, y) no siempre puede expresarse de forma explíitaomo en (9.45), sino de forma implíita de la forma
H(x, y,C) = 0 (9.46)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



390 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASPor ejemplo, la EDO homogénea
y′ =

xy

x2 − y2
(9.47)tiene omo soluión general (ompruébalo omo ejeriio apliando el proedimientoque vimos en el apartado 9.3.2):

−x2

2y2
= ln |Cy| (9.48)Las funiones de la familia (9.48) no pueden esribirse de forma explíita, no puededespejarse la variable y omo funión de x y C.Observa la Figura 9.19. A la izquierda se representa la urva obtenida dando el valor

C = 1 en (9.48). En la dereha, se representan otras funiones de la misma familia, quese obtienen dando otros valores a C. El teorema de existenia y uniidad puede apliarseen todo punto (x, y) salvo si y = x, que son los puntos que anulan el denominador de laEDO (9.47). Salvo en los puntos que se enuentran en las retas y = x (trazadas en líneapunteada en la �gura), para ada punto (x0, y0) existe una funión y(x) de�nida en un iertoentorno de x0 tal que y(x0) = y0. El teorema de existenia asegura que existe soluión y(x)para el problema (9.42), pero y(x) estará de�nida loalmente, en ierto entorno de x0. Estaes la �almendra� del teorema de existenia. Se trata de un teorema que proporiona unapropiedad válida en un entorno de un punto. Ya hemos estudiado otros muhos teoremasque también nos dan propiedades loales: la aproximaión loal del polinomio de Taylor, elreimiento/dereimiento de y(x) en un entorno de un punto x0 dependiendo del signo de
y′(x0), el máximo/mínimo loal en x0 dependiendo del signo de las derivadas suesivas enel punto x0, et.Pero sigamos on nuestro ejemplo. Toma una urva ualquiera de la Figura 9.19. Estaurva no representa a una únia funión y = y(x) porque para un mismo valor de x puedenexistir varios valores de y. Ahora bien, si eliges un punto (x0, y0) �jo sobre la urva, entonessí que puedes tomar un pequeño fragmento de urva que representa a una funión y(x). LaFigura 9.20 muestra diversos fragmentos de urva que representan soluiones y(x) loales,de�nidas ada una de ellas en un entorno del punto donde se estudia la existenia de soluión.Sin embargo, observa que en los puntos que se enuentran sobre las retas y = x no existeesta funión y(x) loal. Como antes hemos diho, el teorema de existenia no puede apliarseen estos puntos.9.5. Euaiones lineales de orden 29.5.1. Existenia y uniidad de soluionesHasta ahora hemos estudiado las euaiones difereniales de orden 1 de la forma y′ =
F (x, y). Hemos visto qué signi�an las soluiones y algunos métodos analítios para enon-trarlas. Sin embargo, las EDO de orden 1 no son las únias euaiones que tienen importaniaDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.19: Familia 9.48en las ienias y en la ingeniería. Vimos en el apartado 9.1 algunos ejemplos de euaionesde orden 2 que servían para onstruir modelos on los que estudiar fenómenos reales impor-tantes:Caída libre de un sólido, teniendo en uenta la friión del aire:
m

d2y

dt2
= mg − k

dy

dtOsilaión de un muelle sometido a una fuerza variable F (t):
my′′ + cy′ + ky = F (t)Intensidad que irula por un iruito elétrio en el que hemos onetado en serie unaresistenia, un ondensador y una indutania (iruito RCL) y lo hemos alimentadoon una tensión E(t):
LI ′′ + RI ′ +

1

C
I = E′(t)Pues bien, existen muhas más situaiones donde es neesario resolver una EDO de orden2 para estudiar el modo en que varía ierta magnitud y(x). Por ejemplo:En el mismo iruito RCL, la arga Q(t) del ondensador en ada instante responde ala EDO

LQ′′ + RQ′ +
1

C
Q = E(t)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 9.20: Curvas loalesSi una fuerza horizontal onstante F se aplia al extremo libre de una viga empotradaen uno de sus extremos (ver Figura 9.21), entones la de�exión y(x) de la viga vienedada por la EDO
EIy′′ + Fy =

W (L − x)

2Ldonde E e I son onstantes que dependen de las araterístias físias de la viga(módulo de elastiidad y momento de ineria de la seión, respetivamente), L es lalongitud de la viga y W su peso.Observa que todos estos ejemplos de apliaión utilizan euaiones que tienen la forma
ay′′ + by′ + cy = F (x) (9.49)donde a, b y c son onstantes reales y F (x) es una funión. En este apartado veremos ómoresolver este tipo de euaión.De�niión 9.3 La euaión (9.49) se llama EDO lineal de orden 2 y oe�ientes onstantes.En partiular, si F (x) es nula, la EDO
ay′′ + by′ + cy = 0 (9.50)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.21: De�exión de una vigase llama euaión homogénea.NOTA: No onfundir el onepto de �euaión homogénea de orden 1� que estudiamosen el apartado 9.3.2 (euaión que tiene la forma y′ = h(y/x)), on el de �euaión linealhomogénea de orden 2�, que es el tipo de EDO dado por (9.50).Reuerda que, para euaiones difereniales de orden 1, estábamos interesados en resolverel problema on ondiión iniial
y′ = F (x, y)

y(x0) = y0 (9.51)En el apartado 9.4 hablamos de la soluión general de la EDO y′ = F (x, y) y de lasondiiones bajo las uales el problema (9.51) tiene una únia soluión. Pues bien, vamos ahaer lo mismo on el problema
ay′′ + by′ + cy = F (x), y(x0) = y0, y′(x0) = m0 (9.52)donde F (x) es una funión ontinua. Observa en (9.52) que apareen dos ondiiones iniia-les: busamos una funión que sea soluión de la EDO, que pase por el punto (x0, y0) y queademás su pendiente en x0 sea igual a m0.De�niión 9.4 Llamamos soluión general de la EDO ay′′ + by′ + cy = F (x), a la familiade funiones que depende de dos onstantes arbitrarias C1 y C2

y = F (x,C1, C2) (9.53)y que umple lo siguiente:1. Toda funión de (9.53) veri�a la EDOE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



394 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS2. Para ada punto (x0, y0) y ada valor m0, Existe una únia funión de (9.53) queveri�a las ondiiones iniiales: y(x0) = y0, y′(x0) = m0.Ejemplo 9.3 Demostrar que la familia de funiones
y = C1e

x + C2e
−x − x2 − 2 (9.54)es la soluión general de la EDO

y′′ − y = x2 (9.55)En primer lugar, veamos que toda funión de la familia (9.54) umple la EDO (9.55),independientemente de los valores de C1 y C2 que tomemos. Derivando (9.54):
y′ = C1e

x − C2e
−x − 2x

y′′ =De donde:
y′′ − y = C1e

x + C2e
−x − 2 − C1e

x − C2e
−x + x2 + 2Ahora vamos a tomar dos ondiiones iniiales ualesquiera y(x0) = y0, y′(x0) = y0, y abusar una funión de (9.53) que veri�que ambas ondiiones.

y0 = C1e
x0 + C2e

−x0 − x2
0 − 2

y′0 = m0 = C1e
x0 − C2e

−x0 − 2x0Se trata de determinar las onstantes C1 y C2, es deir, de resolver el sistema de euaiones
{

C1e
x0 + C2e

−x0 = x2
0 + 2

C1e
x0 − C2e

−x0 = 2m0x0

(9.56)Pero este sistema tiene soluión C1, C2 únia ya que
∣

∣

∣

∣

ex0 e−x0

ex0 −e−x0

∣

∣

∣

∣

= −2 6= 0Observa la Figura 9.22. Hemos representado algunas funiones de la familia (9.53) ob-tenidas dando valores a las onstantes C1 y C2. Por ada punto (x0, y0) del plano pasanin�nitas funiones de (9.53), pero sólo una que tenga ierta pendiente m0 en el punto x0.La Figura 9.23 representa la únia funión de la familia (9.53) que veri�a las ondiiones
y(2. 6) = 2. 05555, y′(2. 6) = 5. 52643, esta es:

y = 0. 8ex + 0. 6e−x − x2 − 2También aparee en esta �gura la reta tangente a la urva por el punto x0 = 2. 6 (que tieneomo pendiente m0 = 5. 52643). Los valores C1 = 0. 8, C2 = 0. 6 se obtienen resolviendo elsistema (54).Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.22: Familia biparamétria

Figura 9.23: Soluión únia para dos valoresEn este ejemplo hemos demostrado que ierta familia biparamétria es soluión generalde una EDO lineal. Sin embargo, lo interesante es saber ómo obtener esta soluión general.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



396 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASEn el ejemplo 3, dada la EDO (9.55), ¾ómo podemos enontrar la soluión general (9.54)?Vamos a seguir estudiando este ejemplo, porque nos dará pistas aera de ómo proeder engeneral.Observamos que la soluión general (9.54) está formada omo suma de dos partes y1(x)e y2(x):
y = C1e

x + C2e
−x − x2 − 2 = y1 + y2

y1(x) = C1e
x + C2e

−x

y2 = −x2 − 2Pues bien, resulta que y1(x) es soluión general de la EDO homogénea asoiada a (9.54)
y′′ − y = 0Mientras que y2(x) es una soluión partiular de la EDO ompleta:
y′′ − y = x2Ejeriio 9.18 Demuestra que estas dos a�rmaiones son iertas.¾Será ierta esta propiedad en general? Es deir, si nos dan la EDO lineal:
ay′′ + by′ + cy = F (x) (9.57)y su EDO homogénea asoiada:
ay′′ + by′ + cy = 0 (9.58)entones, la soluión general de (9.57) ¾se podrá esribir omo y = y1(x,C1, C2) + y2(x),donde y1(x,C1, C2) es la soluión general de (9.58) e y2(x) una soluión partiular ualquierade (9.57)? Sería muy interesante, porque entones el problema de enontrar la soluióngeneral de (9.57) se desompondría en dos problemas: (a) enontrar la soluión general de(9.58); y (b), enontrar ualquier soluión de (9.57). Pues bien, resulta que esta propiedades siempre ierta. Vamos a enuniarlo omo teorema.Teorema 9.2 Si la familia biparamétria y1(x,C1, C2) es la soluión general de la EDOhomogénea (9.58) e y2 es una soluión partiular de la EDO ompleta (9.57), entones

y = y1 + y2 es la soluión general de la EDO ompleta (9.57).Veamos ómo demostrar este teorema. Reordando lo que signi�a soluión general (verde�niión 4), habrá que demostrar que y = y1 + y2 umple la EDO (9.57) y que dadaslas ondiiones iniiales y(x0) = y0, y′(x0) = m0, existe una únia funión de la familia
y = y1 + y2 que veri�a:

ay′′ + by′ + cy = F (x)

y(x0) = y0

y′(x0) = m0 (9.59)Veamos en primer lugar que y = y1 + y2 es soluión de (9.57):Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 397Como y2 es una soluión de (9.57):
ay′′2 + by′2 + cy2 = F (x)Como y1 es la soluión general de (9.58):
ay′′1 + by′1 + cy1 = 0Así pues, llevando y = y1 + y2 a (9.57):

ay′′+by′+cy = a(y1+y2)
′′+b(y1+y2)

′+c(y1+y2) = ay′′1 +by′1+cy1+ay′′2 +by′2+cy2 = F (x)La demostraión de la segunda parte también es simple. Reuerda que se trata de de-mostrar que la familia y = y1 + y2 ontiene una únia funión que es soluión del problema(9.59). Lo que vamos a haer es �fabriarnos� la soluión y(x) de (9.59) aprovehando que
y1 es la soluión general de la EDO homogénea (9.58). Planteamos el siguiente problema:

ay′′ + by′ + cy = 0

y(x0) = y0 − y2(x0)

y′(x0) = m0 − y′2(x0) (9.60)Como y1(x,C1, C2) es soluión general de (9.58), existen una únia funión que perteneea esta familia y que es soluión de (9.60). Vamos a llamar u(x) a esta únia soluión.Entones, la funión y = u + y2 es la soluión de (9.59), ya que
y(x0) = u(x0) + y2(x0) = y0 − y2(x0) + y2(x0) = y0

y′(x0) = u′(x0) + y′2(x0) = m0 − y′2(x0) + y′2(x0) = m0Según el teorema 9.2, para enontrar la soluión general de la EDO ompleta ay′′+by′+cy =
F (x), tenemos que:1. Enontrar la soluión general y1(x,C1, C2) de la EDO homogénea asoiada

ay′′ + by′ + cy = 02. Enontrar una soluión partiular ualquiera y2(x) de la EDO ompleta
ay′′ + by′ + cy = F (x).3. La suma de ambas y(x) = y1(x,C1, C2) + y2(x) es la soluión general de la EDOompleta.9.5.2. ¾Cómo enontrar la soluión general de la EDO homogénea?Aabamos de ver que la familia biparamétria
y(x) = C1e

x + C2e
−xE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



398 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASes soluión general de la EDO homogénea
y′′ − y = 0Observa ómo se ha formado la soluión general en este ejemplo: es una ombinaiónlineal de las funiones exponeniales u = ex, v = e−x. ¾Será siempre así? Esto es, la soluióngeneral y(x,C1, C2) de la EDO homogénea
ay′′ + by′ + cy = 0 (9.61)¾se podrá esribir omo ombinaión lineal de exponeniales?:
y(x,C1, C2) = C1e

px + C2e
qxVamos a estudiarlo. La idea es proponer omo soluión de (9.61) la funión y = emx, yenontrar qué valores debe tener el parámetro m.

y = emx

y′ = memx

y′′ = m2emx

ay′′ + by′ + cy = 0 ⇔ am2emx + bmemx + cemx = 0 ⇔ am2 + bm + c = 0Así pues, paree que basta on enontrar las dos raíes m1 y m2 de la euaión (llamadaeuaión araterístia):
am2 + bm + c = 0y entones la soluión general de (9.61) paree ser
y = C1e

m1x + C2e
m2x (9.62)Ejeriio 9.19 Demuestra que si m1, m2 son las dos raíes reales y distintas de la euaiónaraterístia

am2 + bm + c = 0entones la familia (9.62) es la soluión general de la EDO (9.61).Ejeriio 9.20 Calula la soluión general de la EDO del ejemplo 9.3, y′′ − y = x2.Sin embargo, hay problemas. ¾Qué pasa si m1 = m2? ¾Y si ambas raíes son omplejas?Si m1 = m2 = m, la familia (9.62) tiene un únio parámetro C, de modo que no puede sersoluión general de (9.61):
y = C1e

mx + C2e
mx = emx(C1 + C2) = CemxEn siguiente ejeriio nos da la respuestaDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 399Ejeriio 9.21 Demostrar el siguiente resultado: si las dos raíes de la euaión arate-rístia son m1 = m2 = m, entones la soluión general de (9.61) es
y = C1e

mx + C2 x emxLa otra situaión posible es que las raíes de la euaión araterístia sean omplejas on-jugadas, m = p ± iq. En este aso, la familia (9.62) quedará:
y = C1e

(p+qi)x + C2e
(p−qi)x = epx((C1 + C2) cos qx + i (C1 − C2) sen qx)Para que esta familia esté formada por funiones reales, basta haer que K1 = C1+C2, K2 =

i(C1 − C2) sean valores reales, de modo que la familia andidata a soluión general será:
y = epx(K1 cos qx + K2 sen qx)O, ambiando la notaión:
y = epx(C1 cos qx + C2 sen qx) (9.63)Ejeriio 9.22 Demostrar el siguiente resultado: si las dos raíes de la euaión arate-rístia son m = p ± iq, entones la soluión general de (9.61) es la familia (9.63).9.5.3. ¾Cómo enontrar una soluión partiular de la EDO ompleta?Método de los oe�ientes indeterminadosVeamos ahora ómo enontrar una soluión partiular ualquiera de la EDO ompleta
ay′′ + by′ + cy = F (x) (9.64)Tomemos de nuevo la soluión general de la EDO del ejemplo 9.3:
y′′ − y = x2 ⇒ y = C1 ex + C2 e−x − x2 − 2Antes demostramos que la funión y2 = −x2 − 2 es una soluión partiular. Observa queesta funión y2 es muy pareida a la funión que aparee omo término independiente en laEDO (F (x) = x2 en este aso). La funión y2 tiene la forma y2 = Ax2 + Bx + C, donde

A = −1, B = 0 y C = −2. Pues bien, de aquí surge la idea: para busar una soluiónpartiular de la EDO (9.64), proponemos una soluión y2 que tenga la misma forma que
F (x), on algunos oe�ientes A, B, C, D, et que deberemos determinar (de ahí le vieneel nombre a este método). Por ejemplo:Si F (x) = 3 e4x, propondremos omo soluión y2 = A e4xSi F (x) = 4x3 − x + 4, propondremos omo soluión y2 = Ax3 + Bx2 + Cx + DSi F (x) = −4 sen(3x), propondremos omo soluión y2 = A sen(3x) + B cos(3x).Si F (x) = 2e5x sen(2x), propondremos omo soluión y2 = e5x(A sen(2x) + B cos(2x)).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



400 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASEjeriio 9.23 Para la EDO del ejemplo 9.3, propón una soluión partiular de la forma
y = Ax2 + Bx + C y demuestra que se obtiene la soluión y = −x2 − 2.Ejeriio 9.24 Enuentra la soluión general de la EDO: y′′ − y = ex.Vamos a ver qué tal funiona este método. Vamos a enontrar una soluión partiularde la EDO

ay′′ + by′ + cy = epx (9.65)donde p es una onstante real. Proponemos omo soluión partiular de (9.65) la funión
y = A epx:

y = A epx

y′ = Ap epx

y′′ = Ap2 epx

ay′′ + by′ + cy = epx ⇒ epx(ap2 + bp + c) = epx

A =
1

ap2 + bp + cSin embargo, este valor de A no existe si
ap2 + bp + c = 0es deir, si p es raíz de la euaión araterístia am2 + bm + c = 0. Para resolver estasituaión, la idea es probar esta otra soluión, y = Axepx:
y = Ax epx

y′ = Apx epx + A epx

y′′ = Ap2 epx + 2Ap epx

Ax(ap2 + bp + c) + A(2ap + b) = 1

A =
1

2ap + bPero de nuevo el método nos falla si 2ap + b = 0, es deir, si el valor p es raíz doble de laeuaión araterístia am2+bm+c = 0. La idea ahora es probar on la soluión y = Ax2epx.Demuestra omo ejeriio que en este aso se obtiene A = 1/2a (este valor de A está de�nidoporque a no puede ser 0, ¾por qué?).Pues bien, el modo de proeder es el mismo para las diferentes funiones F (x) queaparezan en el segundo miembro de la EDO (9.63). Observa la Tabla 1.Tabla 1Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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F (x) Raíz Soluión a probar1 6= 0 A
xn 6= 0 A0x

n + A1x
n−1 + · · · + An

eαx 6= α Aeαx

xneαx 6= α eαx(A0x
n + A1x

n−1 + · · · + An)

eαx sen (βx) 6= α ± βi eαx(A cos (βx) + B sen (βx))

eαx cos (βx) 6= α ± βi eαx(A cos (βx) + B sen (βx))

xneαx sen (βx) 6= α ± βi eαx[(A0x
n + · · · + An) cos (βx) + (B0x

n + · · · + Bn) sen (βx)]

xneαx cos (βx) 6= α ± βi eαx[(A0x
n + · · · + An) cos (βx) + (B0x

n + · · · + Bn) sen (βx)]En la primera olumna apareen algunos posibles términos F (x) y en la terera olumnala soluión a proponer. La regla de apliaión del método de los oe�ientes indeterminadoses la siguiente:1. Loalizamos en la primera olumna nuestro término F (x).2. Determinamos las raíes m1 y m2 de la euaión araterístia am2 + bm + c = 0.3. Determinamos si el valor de Raíz que aparee en la segunda olumna es raíz de laeuaión araterístia. Supongamos que k es la multipliidad de esta raíz (k puedeser 0, 1 ò 2).4. Proponemos omo soluión partiular de la EDO la funión que aparee en la tereraolumna, pero multipliada por xk (es deir, multipliaremos por 1, x o x2).5. Si F (x) onsta de varios sumandos, la soluión a probar será la suma de las orres-pondientes funiones.Ejeriio 9.25 Calula la soluión general de las siguientes EDO:1. y′′ − 3y′ + 2y = 3e2x2. y′′ − 3y′ + 2y = 3e5x3. y′′ − 4y′ + 4y = 3e2x4. y′′ − 2y′ + 10y = 2e3x + ex cos(2x)5. y′′ + y′ = x4Método de los operadoresEl método de los oe�ientes indeterminados es senillo de apliar, pero tiene una impor-tante limitaión: sólo puede utilizarse en el aso de que el término independiente F (x) de laEDO sea del tipo que aparee en la primera olumna de la Tabla 1. No puede apliarse, porE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



402 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASejemplo, si F (x) = ln(x), F (x) = 1/x o F (x) = x1/2. En este apartado vamos a desarrollarun método alternativo para obtener una soluión partiular de la EDO ompleta:
y′′ + by′ + cy = F (x) (9.66)que puede apliarse, en prinipio, a una lase más amplia de funiones F (x), pero quetambién tiene sus limitaiones. Observa que en (9.66) hemos supuesto que a=1, lo ual nosupone limitaión alguna, ya que si a 6= 1, podemos dividir la EDO entre a.Vamos a empezar suponiendo que la euaión araterístia de (9.66) tiene sus dos raíes

m1 y m2 reales. Esta es una limitaión que tiene el método de los operadores. Operando:
m2 + bm + c = 0 (m − m1)(m − m2) = 0 m2 − (m1 + m2)m + m1m2 = 0Así pues, los oe�ientes b y  de la EDO (9.66) se pueden esribir en funión de lasraíes m1 y m2:
y′′ − (m1 + m2)y

′ + m1m2y = F (x) (9.67)Ahora viene la parte más arti�iosa. Vamos a esribir el término izquierdo de (9.67) delmodo siguiente:
(y′ − m1y)′ − m2(y

′ − m1y) = F (x) (9.68)No es fáil de ver a dónde nos lleva ese modo extraño de esribir (9.67), pero lo que síes fáil es omprobar que (9.67) y (9.68) son lo mismo:
(y′−m1y)′−m2(y

′−m1y) = y′′ −m1y
′−m2y

′ + m1m2y = y′′ − (m1 + m2)y
′ + m1m2yAhora vamos a analizar qué signi�a la parte izquierda de (9.68). Primero se oge la funión

y(x), se deriva y se resta m1y(x). Es deir, se obtiene la nueva funión y′ − m1y. Luego, seaplia exatamente la misma operaión a y′ − m1y pero on el valor m2 en vez de on m1.Es deir, se toma y′ − m1y, se deriva y se le resta m2(y
′ − m1y).Así pues, el lado izquierdo de (9.68) es el resultado de apliar dos vees la misma opera-ión �derivar la funión y restarle la propia funión multipliada por una onstante�. Vamosa representar simbóliamente esta operaión del modo siguiente. Si u(x) es una funiónderivable ualquiera y p es una onstante, denotamos:

(D − p)u(x) = u′(x) − pu(x) (9.69)Ten en uenta que en (9.69), el símbolo (D − p)u(x) india un operador que se aplia ala funión u(x), no se trata de un produto de números ni de funiones. Por ejemplo:
(D − 3)(ex + x5) = (ex + x5)′ − 3(ex + x5) = −2ex − 3x5 + 5x4

(D + 1)(sen x) = (sen x)′ + sen x = cos x + sen xDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 403En el siguiente ejemplo apliamos dos vees el operador:
(D − 2)[(D − 4)(ex − x3)] = (D − 2)[−3ex + 4x3 − 3x2] =

= (−3ex + 4x3 − 3x2)′ − 2(−3ex + 4x3 − 3x2) = 3ex − 8x3 + 16x2 − 6xAdemás, es fáil demostrar (hazlo omo ejeriio) que el operador es onmutativo, esdeir:
(D − p)[(D − q)u(x)] = (D − q)[(D − p)u(x)]Así pues, la expresión (D − p)(D − q)u(x) no es ambigua. Consiste en apliar dos veesel operador, y no haen falta orhetes para espei�ar en qué orden se aplian porque lafunión resultante es la misma.Ahora vamos a esribir (9.68) mediante operadores:
(D − m1)(D − m2)y = F (x) (9.70)Lo que se trata es de determinar una funión y(x) ualquiera que veri�que (9.70). Esdeir, se trata de despejar y(x) de (9.70). Naturalmente, si tenemos que despejar y(x) dela expresión Ay(x) = F (x), donde A es un número real, simplemente dividiremos entre A,

y(x) = F (x)/A. Sin embargo, el término izquierdo de (9.70) NO es un produto de números,sino la doble apliaión de un operador. En otras palabras, no sabemos ómo dividir entre
(D − p). Si supiéramos haer esta división, podríamos despejar fáilmente y(x) en (9.70)apliándola dos vees:

(D − m2)y =
1

D − m1
F (x) = H(x) ⇒ y =

1

D − m2
H(x) = G(x)Así pues, nuestra pregunta es ¾ómo se hae la operaión v(x)/(D − p), siendo v(x) unafunión? En otras palabras, dada una funión v(x), se trata de saber ómo despejar u(x) dela expresión:

(D − p)u(x) = v(x) (9.71)Vamos a desarrollar el término izquierdo de (9.70):
u′(x) − u(x)p = v(x) (9.72)Pero resulta que (9.72) es una simple EDO lineal de orden 1, que podemos resolvermediante la apliaión de la fórmula que vimos en el apartado 9.3.5:
u(x) = epx

(

C +

∫

v(x)e−px dx

) (9.73)Ya que neesitamos sólo una soluión, tomamos c = 0 en (9.73):
u(x) = epx

∫

v(x)e−px dxE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



404 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASAsí pues, ya tenemos el modo de alular la funión resultante de apliar tanto el operador
(D − p) omo el inverso 1/(D − p) = (D − p) − 1 a ierta funión:

(D − p)u(x) = u′(x) − p u(x)

1

D − p
v(x) = epx

∫

v(x) e−px dx (9.74)Ejeriio 9.26 Si apliamos el operador (D−p) a una funión u(x) y a la funión resultantele apliamos el inverso (D−p)−1, evidentemente el resultado debe ser la propia funión u(x).Empleando (9.74) veri�a este resultado, es deir:
(D − p)

1

D − p
u(x) =

1

D − p
(D − p)u(x) = u(x)Ejeriio 9.27 Emplea el método de los operadores para enontrar la soluión general delas siguientes EDO.1. y′′ + y′ = x42. y′′ − 3y′ + 2y = −e2x9.5.4. Diversas apliaionesMovimiento armónioYa hemos expliado que una EDO de la forma

ay′′ + by′ + cy = F (t)puede servir omo modelo matemátio para fenómenos físios de naturaleza muy diversa.Muhos de estos fenómenos están relaionados on movimientos vibratorios meánios oelétrios. En esta apartado apliaremos todo lo que hemos aprendido aera de la resoluiónde EDO lineales de orden 2 para resolver la euaión que modeliza el movimiento de unamasa que uelga de un muelle y que está sometida a una fuerza F (t), de la que ya hablamosen el ejemplo 9.2.Observa la Figura 9.24(a), que representa el muelle sobre el que uelga en equilibrio unuerpo de masa m. A ontinuaión tiramos haia abajo del uerpo, hasta alargar el muelleierta distania igual a d (Figura 2(b)) y lo sometemos a ierta fuerza variable F (t). Nosinteresa espeialmente estudiar la osilaión si la fuerza es la funión F (t) = F0 sen(wt),que aparee representada en la Figura 9.25. Se trata de una funión periódia de periodo
T = 2π/w, freuenia 1/T = w/(2π) y amplitud F0.En estas ondiiones, un modelo que sirve para estudiar las osilaiones del sólido vienedado por la EDO

my′′ + βy′ + ky = F0 sen wt (9.75)donde:Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.24: Muelle

Figura 9.25: Fuerza senoidal
y(t)=posiión del sólido en el instante t

m=masa del sólido
β=una onstante llamada onstante de amortiguaión (por ejemplo, el medio físio enel que osila el uerpo podría ser aire, agua o algún aeite en el que estuviera sumergido elmuelle para disipar el alor, lo ual nos daría diferentes valores de β).
k=onstante que depende de las araterístias del muelleE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



406 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASVeamos ómo osila la masa dependiendo de las araterístias físias del sistema (valoresde m, β y k). Según lo que hemos aprendido, se trata de enontrar la soluión general
y1(t, C1, C2) de la EDO homogénea asoiada a (9.75):

my′′ + βy′ + ky = 0 (9.76)y una soluión partiular y2(t) de la EDO ompleta (9.75).Vamos a empezar por la soluión general de (9.76). Observa que la EDO (9.76) modelizala osilaión del muelle para el aso partiular en el que la fuerza que se aplia es nula.Lógiamente, podemos esperar que la amplitud de la osilaión y1 tienda haia 0 uando ttiende a in�nito.Primero alulamos las raíes r1 y r2 de su euaión araterístia:
ri =

β ±
√

β2 − 4mx

2m
= −λ ±

√

λ2 − k

m

(

λ =
β

2m

)Ahora, dependiendo del signo de λ2 − k/m, onstruiremos la soluión general.Caso I: λ2 − k/m > 0:La soluión general será:
y1 = C1 er1t + C2 er2tComo r1 < 0 y r2 < 0 (¾por qué?), uando t → ∞ se tiene y1 → 0. La ondiión λ2 −

k/m > 0 india que β2 > 4mk, es deir, que el oe�iente de amortiguaión β es grandeomparado on la onstante k del muelle, por eso este tipo de movimiento se llamasobreamortiguado. Se trata de un movimiento no osilatorio, y el desplazamientode la masa es insigni�ante una vez que ha transurrido un largo período de tiempo.La Figura 9.26 muestra dos posibles grá�as de y1.

Figura 9.26: Caso IDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 407Caso II: λ2 − k/m = 0:La soluión general será:
y1 = C1 e−λt + C2t e−λtComo λ > 0 (¾por qué?), en este aso también se tiene y1 → 0 uando t → ∞. La Fi-gura 9.27 muestra una grá�a de y1 típia. Esta situaión se llama amortiguamientorítio, porque una pequeña disminuión en el oe�iente de amortiguaión (β), haeque el movimiento sea osilante (ver el aso III).

Figura 9.27: Caso IICaso III: λ2 − k/m < 0:La soluión general será:
y1 = e−λt

(

C1 cos

√

k

m
− λ2 · t + C2 sen

√

k

m
− λ2 · t

)La ondiión λ2 − k/m < 0 india que β2 < 4mk, es deir, que el oe�iente deamortiguaión β es pequeño omparado on la onstante k del muelle, por eso estetipo de movimiento se llama subamortiguado. Se trata de un movimiento osilatorio,pero las amplitudes de la osilaión tienden a 0 uando t → ∞. La Figura 9.28 unagrá�a típia de y1.Ejeriio 9.28 Como hemos podido omprobar, el tipo de movimiento depende del signo dela expresión β2 − 4mk. Observa la Figura 9.29. Hemos representado la grá�a β2 = 4mkpara diversos valores reientes de m.1. Supongamos que el movimiento es sobreamortiguado. Si ambiamos uno de los paráme-tros β, m o k, ¾ambiará el tipo de movimiento? ¾Cómo?E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 9.28: Caso III

Figura 9.29: Cambio de movimiento2. La misma pregunta, pero si el movimiento es rítiamente amortiguado.3. La misma pregunta, pero si el movimiento es subamortiguado.Ejeriio 9.29 En ada uno de los tres tipos de movimiento, interpretar el signi�ado delas onstantes C1 y C2.Una vez que tenemos la soluión general de (9.76), vamos a enontrar una soluiónpartiular de la EDO ompleta (9.75) mediante el método de los oe�ientes indeterminados.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 409En este aso el término independiente es F (t) = F0 sen(wt), que se enuentra en la Tabla1. La raíz será 0 + iw, que no puede ser raíz de la euaión araterístia (¾por qué?). Asípues, la soluión partiular de (9.75) a proponer será:
y = A cos(wt) + B sen(wt) (9.77)Derivando (9.77):
y′ = −Aw sen(wt) + Bw cos(wt)

y′′ = −Aw2 cos(wt) − Bw2 sen(wt)Sustituyendo en (9.75) y ordenando:
sen wt(−Bmw2 − Aβw + kB) + cos wt(−Amw2 + Bβw + kA) = F0 sen wt

{

A(k − mw2) + Bβw = 0

−Aβw + B(k − mw2) = F0Resolviendo:
A =

∣

∣

∣

∣

0 βw
F0 k − mw2

∣

∣

∣

∣

(k − mw2)2 + β2w2
=

−F0βw

(k − mw2)2 + β2w2 (9.78)
B =

∣

∣

∣

∣

k − mw2 0
−βw F0

∣

∣

∣

∣

(k − mw2)2 + β2w2
=

F0(k − mw2)

(k − mw2)2 + β2w2Así pues, la soluión general de (9.75) será:
y = y1 + A cos(wt) + B sen(wt) (9.79)donde y1 es la soluión general de la EDO homogénea (que ya hemos obtenido) y los va-lores de A y B se obtienen mediante las relaiones (9.78). Pero reuerda que y1 → 0 uando

t → ∞, por eso se llama término transitorio a y1: tras ierto período de tiempo, este tér-mino prátiamente no in�uye en la funión y(t). En ambio, el término A cos(wt)+B sen(wt)de (9.79) se llama término estaionario, porque representa on gran aproximaión el mo-vimiento osilatorio que seguirá la masa después de un largo período de tiempo. En resumen,tras un largo período de tiempo, se puede onsiderar que la osilaión de la masa es:
y = A cos(wt) + B sen(wt) (9.80)Así pues, la osilaión de la masa es periódia y tiene el mismo periodo que la fuerza apliada

(2π/w). Ahora bien, ¾uál es la amplitud de estas osilaiones? Veamos ómo alular laamplitud de la funión (9.80).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



410 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASLa idea es expresar (9.80) en términos de una funión oseno, así:
y = M cos(wt + θ) (9.81)tras lo ual, la amplitud de (9.80) será el valor M que hayamos obtenido. Veamos pues ómotransformar (9.80) en la expresión (9.81). Primero observamos que los oe�ientes A y Bse pueden interpretar omo las partes real e imaginaria del número omplejo A + iB (verFigura 9.30):









�

`

A

B

θFigura 9.30: Complejo A + iBde donde:
sen θ =

B√
A2 + B2

, cos θ =
A√

A2 + B2
, θ = arc tg

B

AAhora, de la euaión (9.80) obtenemos
y =

√

A2 + B2

(

A√
A2 + B2

cos(wt) +
B√

A2 + B2
sen(wt)

)

=

=
√

A2 + B2(cos θ cos wt + sen θ sen wt) =
√

A2 + B2 cos(wt − θ)Ésta última igualdad se obtiene de la igualdad trigonométria cos(a+b) = cos(a) cos(b)−
sen(a) sen(b). Así pues, la amplitud M de la funión (9.80) es igual al módulo del númeroomplejo A + iB:

M =
√

A2 + B2 =

√

F 2
0 β2w2 + F 2

0 (k − mw2)2

(k − mw2)2 + β2w2
= F0

√

(k − mw2)2 + β2w2

(k − mw2)2 + β2w2
=

=
F0

√

(k − mw2)2 + β2w2
(9.82)El resultado (9.82) es interesante. Nos india que la amplitud osilaión resultante es iguala la amplitud de la fuerza que se aplia (F0) multipliada por el fator de ampli�aión

1
√

(k − mw2)2 + β2w2
(9.83)El oe�iente (9.83) depende de las araterístias físias del muelle (k y β), de la masa(m) y de la freuenia de la fuerza apliada (w/(2π)). Cuanto mayor sea ese fator deampli�aión (9.83), mayor será la amplitud de la osilaión resultante.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 411ResonaniaVamos a estudiar un poo más el oe�iente (9.83). La ampli�aión resultante dependede las araterístias físias del sistema: amortiguaión del medio (β), elastiidad del muelle(k) y masa (m). Pero observa que también depende de w. Eso signi�a que dependiendode la freuenia de la fuerza F (t) = F0 sen(wt) que apliquemos, se obtendrá una ampli-tud de osilaión diferente. Y eso signi�a que quizá existan valores de w que den lugara osilaiones enormes, tal vez destrutivas. Piensa en otros sistemas sujetos a vibraionesprovoadas por partes meánias en movimiento, ruedas, motores. Quizá un motor apliauna fuerza periódia F (t) = F0 sen(wt) que, aunque sea de pequeña magnitud (es deir, on
F0 pequeño), da lugar a una gran vibraión porque el fator (9.83) es muy grande.Así pues, nos interesa onoer qué valor o valores de w haen que (9.83) sea grande. Elvalor de (9.83) es máximo uando h(w) = (k − mw2)2 + β2w2 es mínimo. Pero ya sabemosómo enontrar el mínimo de h(w):

h(w) = (k − mw2)2 + β2w2

h′(w) = −4mw(k − mw2) + 2β2wAhora igualamos h′(w) a ero y simpli�amos w, ya que debe ser distinto de 0 (¾por qué?):
h′(w) = 0 ⇒ 2m(k − mw2) = β2

k − mw2 =
β2

2m
⇒ w = ±

√

1

m

(

k − β2

2m

)Estudiaremos el valor positivo de la raíz, porque el negativo representa un simple ambio designo de F (t). Denotamos por w0 a este punto donde hay un posible mínimo loal.
w0 =

√

1

m

(

k − β2

2m

) (9.84)Observa que w0 es un valor real si
k − β2

2m
> 0 ⇔ 2mk > β2 (9.85)Veamos si en w0 existe un mínimo loal:

h′′(w0) = 2(β2 − 2mk + 2m2w2 + 4m‘2w2) = 2(β2 − 2mk + 6m2w2) =

= 2(β2 − 2mk + 6m2

(

1

m

(

k − β2

2m

))

= 2(β2 − 2mk + 6mk − 3β2) =

= 2(4mk − 2β2) = 4(2mk − β2)La ondiión que debe umplirse para que en w0 exista un mínimo es 2mk−β2 > 0, quees exatamente la ondiión (9.85).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



412 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASEl valor de w0 de (9.84) depende de las araterístias del sistema (β, k y m). Y es unvalor importante. Signi�a que si apliamos al sistema osilatorio una fuerza periódia F (t) =
F0 sen(wt) on un valor de w próximo a w0, el sistema osila on amplitud de osilaión quepuede ser muy grande. Esta freuenia araterístia es igual a w0/2π, y se llama freueniade resonania. Máquinas, automóviles, baros y aviones, son sistemas meánios vibrantes,que tienen su propia freuenia de resonania araterístia. Si se produen vibraiones onuna freuenia próxima a la freuenia de resonania, el sistema puede quedar destruido. Lospuentes son buenos ejemplos de sistemas meánios que vibran omo onseuenia del pasode personas o vehíulos, del viento o del agua del río que hoa ontra sus imientos. Es muyonoido el ejemplo del puente de Taoma (Washington), que en 1940 quedó destruido porquela brisa que lo atravesaba se arremolinaba ejeriendo una fuerza periódia, produiendo unaosilaión próxima a la de resonania del sistema.La Tabla 2 muestra algunos ejemplos de álulo de la freuenia de resonania del sistemaosilante, a partir de los valores de β, k y m. También aparee w0, la freuenia de resonaniay el fator de ampli�aión. La Figura 9.31 representa la grá�a de h(w) = (k−mw2)2+β2w2orrespondiente al primer ejemplo de la Tabla 2. Observa en ese primer ejemplo que si ex-itamos el sistema on ierta fuerza F (t) = F0 sen(0. 00897t), uya freuenia es justamentela freuenia de resonania del sistema, la masa osilará on una amplitud igual a 28 vees
F0. Hemos representado en la Figura 9.32 una posible funión on que se exita el sistema(fuerza), F (t) = 25 sen(0. 00897t), uyo periodo es T = 2π/w0 = 2π/0. 00897 = 700. 52477y freuenia 1/T = 175. 1312. La grá�a de la osilaión resultante es:

y = A sen(wt) + B sen(wt) = −662. 38837 cos(0. 00897t) + 230. 906894 sen(0. 00897t)Los oe�ientes A y B se han obtenido de las relaiones (9.78). La amplitud de la fuerza deentrada es de 25 mientras que la amplitud de la osilaión resultante es 28 vees la de laentrada, es deir, 700.Tabla 2
β k m w0

Freuenia deresonania
(w0/2π)

Fator deampli�aión (81)obtenido en resonania
3. 752 0. 06 600 0. 00897 0. 01409 28

3. 752 0. 033 600 0. 00595 0. 00935 40

0. 35 0. 033 1500 0. 00469 0. 00736 609

0. 01 0. 033 3000 0. 00332 0. 00521 30151Fíjate en lo que ourre si la masa aumenta, omo en los dos últimos ejemplos de la Tabla2. En el último ejemplo, el oe�iente de amortiguaión es muy pequeño (0. 01), el sistemaestá poo amortiguado, y la masa es muy grande (3000). El resultado es que la amplitudde la osilaión resultante es ½más de 30000 vees la amplitud de entrada!. ¾Imaginas loque le puede ourrir a un sistema meánio de�ientemente amortiguado, al que exitemosDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.31: Ejemplo de h(w)

Figura 9.32: Fator de ampli�aión
E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



414 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASon una fuerza uya freuenia sea próxima o igual a la de la resonania? Pues le ourrirálo que le ourrió al puente de Taoma. Una soluión ténia onsiste en amortiguar mejorel sistema (onseguir β grande) y alular la estrutura de tal modo que su freuenia deresonania no pueda alanzarse mediante las exitaiones a las que se supone que estarásometida normalmente. Volveremos a hablar de la resonania en el tema 11.Ejeriio 9.30 Supongamos que estamos probando diversos sistemas de amortiguaión delresorte, y que experimentalmente hemos medido la amplitud máxima de la osilaión quese produe para iertos valores de m, k, F0 y w. ¾Cuál será el fator de amortiguaión
β? Apliar el resultado a los siguientes parámetros: m = 35Kg, k = 2500Kg/m, F0 =
600, w = 6, amplitud máxima de osilaión = 0. 472. Calular en este aso la amplitudmáxima de osilaión en resonania.Osilaión en iruitos elétriosYa hemos expliado ómo una misma euaión diferenial lineal de orden 2 puede mo-delizar dos fenómenos físios ompletamente diferentes: las osilaiones de un muelle y lasde la intensidad que irula por un iruito RLC (ver Figura 9.2). La EDO que desribe laosilaión y(t) de un muelle sometido a una fuerza F (t) = F0 senwt es

my′′ + βy′ + ky = F (t) = F0 sen wtMientras que la EDO que desribe la arga q(t) del ondensador en un iruito RLC alque se aplia una tensión E(t) = E0 sen wt Voltios es:
Lq′′ + Rq′ +

1

C
q = E0 sen wt (9.86)

L=Valor de la indutania (en Henrios)
R=Valor de la resistenia (en Ohmios)
C=Valor de la apaidad (en Faradios)La Tabla 3 muestra la equivalenia que existe entre los parámetros meánios y elétriosque apareen en ambos modelos.Tabla 3Modelo meánio Modelo elétrioMasa m Indutania LConstante de amortiguaión β Resistenia RConstante del resorte k Inverso de la apaidad 1/CFuerza impulsora F (t) = F0 sen wt Tensión de entrada E(t) = E0 sen wtDesplazamiento del muelle y(t) Carga q(t) del ondensadorDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 415La equivalenia entre ambos sistemas muestra que para un sistema meánio dado sepuede onstruir un modelo de iruito elétrio uya orriente I(t) dará los valores de des-plazamiento y(t) en el sistema meánio. Esto tiene una gran importania prátia porquelos iruitos elétrios son senillos de montar y es fáil medir las intensidades que irulanpor ellos mediante un simple polímetro, mientras que los sistemas meánios son omplia-dos y aros, y no resulta senillo medir los desplazamientos en ellos. Además, en un sistemameánio no es fáil apliar fuerzas periódias F (t) = F0 senwt que tengan exatamentela amplitud y la freuenia deseada. Por el ontrario, para trabajar on iruitos elétri-os existen generadores de señales apaes de inyetar al iruito tensiones de ualquierfreuenia.Ejemplo 9.4 Estamos pensando en diseñar un sistema vibrante formado por un resorte delque pende una masa, a la que apliamos una fuerza F (t) = 350 sen w0t. Nos interesa estudiarla osilaión del muelle bajo resonania. Los parámetros del sistema son: m = 15Kg, k =
5000Kg/m, β = 50. La EDO que desribe la posiión y(t) de la masa es:

15y′′ + 50y′ + 5000y = 350 sen wtAhora podemos apliar los resultados anteriores y omprobar que:
w0 = 18. 105
y(t) = −0. 383 cos(18. 105t) + 0. 035 sen(18. 105t)Freuenia de resonania = w0/(2π) = 2. 881 HzAmplitud máxima de la osilaión en resonania = 0. 385 mLa Figura 9.33 muestra la grá�a de y(t).Ahora nos interesará onstruir un prototipo del sistema meánio para haer ensayos. Sinembargo, este sistema meánio no es fáil de onstruir ni de experimentar on él, de modoque podemos optar por onstruir un modelo elétrio equivalente. En este aso, la equiva-lenia de unidades será: L = 15 Henrios, R = 50 Ohmios, C = 1/5000 = 0. 0002 Faradios,

E(t) = 350 sen(18. 105t) Voltios. La EDO del modelo será:
15q′′ + 50q′ + 5000q = 350 sen wtAhora bien, no es muho más manejable trabajar on indutanias y tensiones máspequeñas, de modo que apliamos el fator de esala 1/25 a la EDO anterior, resultando:
0. 6q′′ + 2q′ + 200q = 14 sen wtAsí pues, podemos montar nuestro prototipo de iruito on L = 0. 6 H, R = 2Ω,

C = 0. 005F = 5mF , apliando una tensión E(t) = 14 sen(18. 105t). Los valores de q(t)medidos en el iruito equivalen a los valores de desplazamiento y(t) en el sistema meánioequivalente.La euaión (9.86) es la euaión de la arga del ondensador. Pero en la mayor partede los problemas prátios on iruitos, la antidad físia que nos interesa no es q(t) sinoE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



416 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Figura 9.33: Osilaión de un muelle en resonaniala intensidad I(t) que irula por el iruito. Teniendo en uenta que q′(t) = I(t), derivando(85) se obtiene la euaión diferenial de un iruito RLC al que se aplia una tensión
E(t) = E0 sen wt Voltios:

LI ′′ + RI ′ +
1

C
I = E0w cos wt (9.87)donde:Para enontrar la soluión de la EDO (9.87), se proede exatamente igual que en elaso meánio, y se obtiene que tras un largo período de tiempo se puede onsiderar que laintensidad I(t) que irula por el iruito es:

I(t) = A cos(wt) + B sen(wt) (9.88)Ahora, para obtener los oe�ientes A y B, sustituimos (9.88) en (9.87), lo ual da lugaral sistema de euaiones:
{

A
(

1
C − Lw2

)

+ BRw = E0w

−ARw + B
(

1
C − Lw2

)

= 0Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 2 417Lo resolvemos:
A =

∣

∣

∣

∣

E0 − w Rw
0 1

C − Lw2

∣

∣

∣

∣

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2

=
E0w −

(

1
C − Lw2

)

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2 (9.89)

B =

∣

∣

∣

∣

1
C − Lw2 E0w
−Rw 0

∣

∣

∣

∣

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2

=
Rw2E0

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2Ahora, para alular la amplitud de la funión (9.88):

√

A2 + B2 =

√

E2
0w2

(

1
C − Lw2

)2
+ R2E2

0w4

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2

=
E0w

√

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2

=

=
E0w

√

(

1
C − Lw2

)2
+ R2w2

=
E0

√

(

1
wC − Lw

)2
+ R2

(9.90)También alulamos el valor w0 tal que la amplitud de la intensidad I(t) que irulapor el iruito es máxima, esto es, el valor que debe tener w para alanzar la resonania deliruito, que uriosamente no depende del valor de R:
w0 =

1√
LC

(9.91)Ejeriio 9.31 Demuestra que el máximo de (9.90) tiene lugar uando w toma el valor
w0 alulado según la expresión (9.91). Demuestra que en este aso el oe�iente A de larelaión (9.89) es igual a 0. Calula la expresión de la intensidad I(t) en este aso.Ejemplo 9.5 Vamos a onsiderar el iruito RLC dado por R = 10Ω, L = 0. 1 H, C = 1mF= 0. 001 F, E(t) = 0. 6 sen 4πt. En este aso, la tensión de entrada tiene una amplitudde 0. 6 V, una freuenia de 4π/(2π) = 2 Hz y un periodo T = 0. 5 segundos. La Figura 9.34muestra la grá�a de E(t).El modelo matemátio que desribe la intensidad I(t) que irula es:

0. 1I ′′ + 10I ′ + 103I = 7. 536 cos 4πtEmpleando las relaiones (9.89), la orriente en estado estaionario será:
I(t) = 0. 0075 cos(4t) + 0. 001 sen(4t)y su amplitud :
√

(0. 0075)2 + (0. 001)2 = 0. 0076 AmperiosLa Figura 9.35 muestra la grá�a de I(t).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 9.34: Tensión alterna
Figura 9.35: Intensidad en aso de no resonaniaApliando (9.91), la resonania se alanza on w0=100. Vamos a introduir en el iruitouna tensión de la misma amplitud (0. 6V ) pero on la freuenia de resonania, E(t) =

0. 6 sen(100t). Repitiendo los álulos, la intensidad resultante será
I(t) = 0. 06 sen(100t)y la amplitud 0. 06, asi oho vees mayor. La Figura 9.36 muestra las grá�as de ambasfuniones I(t). Observa el gran aumento de intensidad que se produe en resonania.Ejeriio 9.32 La freuenia de resonania de un iruito RLC tiene una importante apli-aión para la sintonizaión de emisoras en los aparatos de radio. Observa la Figura 9.37.La señal reibida por la antena del reeptor llega al iruito RLC omo una tensión quetiene ierta freuenia w/(2π), E(t) = E0 sen(wt). Cuando se gira el mando del aparato, enrealidad se está modi�ando el valor de C (o de L), de tal modo que el iruito entre enresonania a ESA freuenia de entrada. Con ello se onsigue una señal que tiene la mismafreuenia que la de entrada, pero ampli�ada.1. Supongamos que el mando del aparato permite modi�ar el valor de C. ¾Para qué valorde C se obtiene resonania del iruito?2. Supongamos que el mando del aparato permite modi�ar el valor de L. ¾Para qué valorde L se obtiene resonania del iruito?Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 9.36: Intensidad en aso de resonania

Figura 9.37: Ciruito RCL9.6. Aspetos omputaionales9.6.1. Aproximaiones de Taylor de orden 1, 2 y 3Sabemos que el problema
y′ = F (x, y), y(x0) = y0 (9.92)no siempre tiene soluión (reuerda el teorema de existenia del apartado 9.4). Pero, aunqueexista, no siempre será posible enontrar la soluión explíita o implíita. En muhos asostendremos que onformarnos on una soluión aproximada. Seguidamente veremos algunosproedimientos para enontrar esta soluión aproximada.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



420 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASEn el apartado 9.2.2 ya realizamos un primer aeramiento a la resoluión aproximadadel problema (9.92), empleando nuestra maroestrella teorema de Taylor. Si suponemosomo hipótesis que la funión soluión de (9.92) es derivable hasta orden n en el punto x0,entones se puede onstruir un polinomio Pn(x) que se aproxime a y(x) en un entorno delpunto x0:
Pn(a + h) = y(a) + y′(a)h +

y′′(a)

2!
h2 + . . . +

y(n(a)

n!
hn

Pn(a + h) ≈ y(a + h) (9.93)La Figura 9.38 muestra la grá�a de la soluión del problema on el que trabajamos enel apartado 9.2.2:
y′(x) = x2y, y(1. 26) = −0. 6También aparee en la �gura la representaión grá�a de los polinomios P1(x), P2(x) y

P3(x).

Figura 9.38: Aproximaión por TaylorPara apliar este proedimiento, alulamos las derivadas suesivas de y(x) en el punto
x0 a partir de y′ = F (x, y). Sin embargo, la aproximaión obtenida no es en general su�ienteen los puntos relativamente alejados de x0. Además, la funión y(x) debe ser derivable hastael orden neesario y hay que alular sus derivadas suesivas en x0.Observa que este proedimiento utiliza para alular la aproximaión de la funión y(x)sólo informaión sobre y(x) en el punto x0: y(x0), y′(x0), y′′(x0), et. Con toda esta infor-maión, se onstruye otra funión Pn(x) que se aproxima a y(x). Pues bien, el enfoque quenormalmente su utiliza en la prátia es diferente. No se trata de enontrar una segundaDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.6. ASPECTOS COMPUTACIONALES 421funión que se aproxime a y(x) en un intervalo. Se trata de tomar la suesión de puntosespaiados uniformemente una antidad h:
x0, x1 = x0 + h, x2 = x1 + h = x0 + 2h, . . . , xn+1 = xn + h = x0 + (n + 1)hy enontrar de forma aproximada los valores de y(x) en ellos:
y(x0), y(x1), y(x2), . . . , y(xn+1)Veamos ómo haerlo si sólo disponemos de y′(x) = F (x, y). Si tomamos la aproximaiónde Taylor (9.93) para n=1:
y(a + h) ≈ y(a) + y′(a)h (9.94)Conoiendo y0, empleamos (9.94) para alular aproximadamente y(x1), ya que y′(x0)es onoido. A partir de y(x1) e y′(x1), utilizamos de nuevo (9.94) para alular aproxima-damente el valor de y(x2), y así suesivamente. El algoritmo que resulta se llama método deEuler, y puede esribirse del siguiente modo:
y1 = y(x1) ≈ y(x0) + y′(x0)h = y(x0) + F (x0, y0)h

y2 = y(x2) ≈ y(x1) + y′(x1)h = y(x1) + F (x1, y1)h...
yn+1 = y(xn+1) ≈ y(xn) + y′(xn)h = y(xn) + F (xn, yn)h

yn+1 = y(xn) + y′(xn)h = y(xn) + F (xn, yn)h ∀n = 0, 1, 2, · · ·La idea puede extenderse empleando la aproximaión de Taylor de orden 2, 3, et. Porejemplo, para n=2:
y(a + h) ≈ y(a) + y′(a)h +

y′′(a

2
h2

y′′(x) = Fx(x, y) + y′Fy(x, y) = Fx(x, y) + F (x, y)Fy(x, y)

yn+1 = yn + hF (xn, yn) +
h2

2
(Fx(xn, yn) + F (xn, yn)Fy(xn, yn)) ∀n = 0, 1, 2, · · ·Ejemplo 9.6 La Tabla 4 muestra los valores obtenidos al alular las aproximaiones me-diante los métodos de Euler y de Taylor de orden 2 on h = 0. 05 para el problema

y′ = x2y, y(0. 85) = 0. 8En este aso la soluión exata y(x) = 0. 65191 ex3/3 puede obtenerse fáilmente medianteseparaión de variables. La Tabla 4 también muestra el valor exato de y(x) en ada puntoy el error ometido por ada método (absoluto y porentaje respeto al valor exato). Comopuede verse, el error es menor empleando la aproximaión de Taylor de orden 2, pero enambos métodos el error aumenta a medida que nos alejamos del punto iniial x0.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



422 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASTabla 4
xk

Valorexato
y(xk)

Aprox.Euler
yk

ErrorEuler % errorEuler Aprox.Taylororden 2yk ErrorTaylororden 2 % errorTaylororden 2
0. 8500 0. 8000 0. 8000 0. 0000 0. 0000 0. 8000 0. 0000 0. 0000

0. 9000 0. 8312 0. 8289 0. 0023 0. 2803 0. 8311 0. 0001 0. 0132

0. 9500 0. 8676 0. 8625 0. 0051 0. 5878 0. 8648 0. 0028 0. 3216

1. 0000 0. 9098 0. 9014 0. 0084 0. 9255 0. 9038 0. 0060 0. 6595

1. 0500 0. 9589 0. 9465 0. 0124 1. 2963 0. 9490 0. 0099 1. 0314

1. 1000 1. 0159 0. 9986 0. 0173 1. 7038 1. 0013 0. 0146 1. 4400

1. 1500 1. 0823 1. 0591 0. 0233 2. 1500 1. 0619 0. 0204 1. 8876

1. 2000 1. 1597 1. 1291 0. 0306 2. 6395 1. 1321 0. 0276 2. 3782

1. 2500 1. 2501 1. 2104 0. 0397 3. 1750 1. 2136 0. 0364 2. 9151

1. 3000 1. 3559 1. 3049 0. 0510 3. 7613 1. 3084 0. 0475 3. 5031

1. 3500 1. 4804 1. 4152 0. 0652 4. 4010 1. 4190 0. 0614 4. 1450

1. 4000 1. 6271 1. 5442 0. 0830 5. 0992 1. 5483 0. 0788 4. 8447

1. 4500 1. 8010 1. 6955 0. 1055 5. 8600 1. 7000 0. 1010 5. 6079Ejeriio 9.33 Para alular la aproximaión en puntos situados a la izquierda de x0, bastatomar un paso h < 0. Aplia este proedimiento al ejemplo anterior, tomando el paso h =
−0. 05. Confeiona para este aso una tabla similar a la Tabla 4.Ejeriio 9.34 Dedue el algoritmo de aproximaión de Taylor de orden 3, llamado fórmulade Euler mejorada. Aplíalo al ejemplo anterior, onfeionando la orrespondiente tabla.9.6.2. Método de Runge-Kutta de orden 4Se trata de uno de los métodos numérios más utilizados para la resoluión aproxima-da del problema (9.92), y se basa en la aproximaión de Taylor de orden 4. Mostraremosúniamente el algoritmo de álulo:Para ada n = 0, 1, 2, . . .

yn+1 = yn + (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6donde las onstantes ki se van obteniendo en seuenia del siguiente modo:
k1 = hF (xn, yn)

k2 = hF (xn + 0. 5h, yn + 0. 5k1)

k3 = hF (xn + 0. 5h, yn + 0. 5k2)

k4 = hF (xn + h, yn + k3)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



9.6. ASPECTOS COMPUTACIONALES 423La Tabla 5 muestra la apliaión del método de Runge-Kutta al ejemplo anterior. Comopuede observarse, es muho más preiso que los anteriores métodos.Tabla 5
xk

Valor exato
y(xk)

Aprox. R-K
yk

Error R-K % error R-K
0. 8500 0. 8000 0. 8000000 0. 0000000 0. 0000000

0. 9000 0. 8312 0. 8312300 0. 0000000 0. 0000000

0. 9500 0. 8676 0. 8675700 0. 0000000 0. 0000000

1. 0000 0. 9098 0. 9098100 0. 0000000 0. 0000000

1. 0500 0. 9589 0. 9588900 0. 0000000 0. 0000000

1. 1000 1. 0159 1. 0159400 0. 0000000 0. 0000000

1. 1500 1. 0823 1. 0823200 0. 0000000 0. 0000000

1. 2000 1. 1597 1. 1596800 0. 0000100 0. 0008623

1. 2500 1. 2501 1. 2500600 0. 0000000 0. 0000000

1. 3000 1. 3559 1. 3559200 0. 0000100 0. 0007375

1. 3500 1. 4804 1. 4803400 0. 0000100 0. 0006755

1. 4000 1. 6271 1. 6271200 0. 0000100 0. 0006146

1. 4500 1. 8010 1. 8010300 0. 0000000 0. 0000000Finalmente, la Figura 9.39 muestra la grá�a de la soluión exata (trazo �no) y lasaproximaiones obtenidas mediante los métodos de Euler y Runge-Kutta (trazo grueso),on h = 0. 05. Los puntos obtenidos on estas aproximaiones se han unido mediante unapoligonal, dando lugar a un trazo ontinuo. Se apreia el error del método de Euler, pero elmétodo de Runge-Kutta da lugar a una aproximaión que prátiamente oinide on y(x).

E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



424 CAPÍTULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Figura 9.39: Soluión y aproximaiones de Euler y Runge-Kutta
Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián


