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7.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 2637.1. Planteamiento del problemaEn el Tema 5 aprendimos a alular el valor medio de una funión de una variable y(x)en un dominio [a, b]. Vamos a reordar algunas situaiones prátias en las que este oneptode valor medio es útil.
Figura 7.1: Grá�asLa Figura 7.1(a) muestra la grá�a de la funión temperatura T (t) que registró a lolargo del día un termómetro instalado en ierta loalidad. A partir de ese grá�o, podemoshaernos una idea de ómo ha osilado la temperatura. Por ejemplo, podemos alular lamáxima y la mínima temperaturas registradas, los intervalos del día en los que la tempe-ratura ha aumentado o disminuido, los intervalos en los que la temperatura ha ambiadoa mayor veloidad, et. Y, por supuesto, también podemos obtener el valor medio T de latemperatura registrada a lo largo del día:

T =
1

24

∫ 24

0
T (t) dt (7.1)La Figura 7.1(b) representa la veloidad v(t) en m/s de un vehíulo durante 3 segun-dos. También en este aso son interesantes los parámetros de veloidad máxima/mínima,intervalos de reimiento, et, y el valor medio de v:

v =
1

3

∫ 3

0
v(t) dt (7.2)Finalmente, la Figura 7.1() representa el modo en que se distribuye la materia sobreuna barra de 3 m de longitud, mediante la funión densidad d(x) para ada x ∈ [0, 3],medida en gr/m. Como puedes ver, la distribuión de materia no es uniforme, de modo quenos interesará de nuevo onoer parámetros omo pueden ser máximo y mínimo absolutos,extremos loales, intervalos de reimiento, et, y también el valor medio de densidad:

d =
1

3

∫ 3

0
d(x) dx (7.3)En general, el valor medio de una funión ontinua y(x) en el intervalo [a, b] se puedeobtener del siguiente modo:

y =
1

b − a

∫ b

a

y(x) dx (7.4)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



264 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEAhora bien, en el Tema 6 (funiones reales de varias variables reales) vimos ómo lo másusual en los problemas reales de Cienias e Ingeniería es que las funiones sean de dos, treso más variables. ¾Cómo se podrá alular el valor medio de una funión z = F (x, y) enun dominio D ⊂ R
2? ¾Y si se trata de una funión w = F (x, y, z) de�nida en un reinto

V ⊂ R
3? Veamos algunos ejemplos muy pareidos a los anteriores.Ejemplo 7.1 (temperatura atmósféria.) Normalmente el estudio de la temperatura alo largo del día en ierta loalidad grande se realiza utilizando varios termómetros distribuidospor el territorio. Así pues, para un instante determinado del día, podemos pensar en unafunión temperatura T (x, y) de�nida en ada punto (x, y) de la región geográ�a R. Esrazonable pensar que la funión T (x, y) sea ontinua en R, aunque sólo tendremos los valoresde T medidos en los puntos (x, y) en los que están instalados los termómetros.

Figura 7.2: Mapa de temperaturasLa Figura 7.2 representa una región geográ�a R dividida en seis zonas, en ada unade las uales tenemos instalada una estaión meteorológia. En la �gura aparee también latemperatura que registra ada termómetro a las 12 del mediodía. Naturalmente, no podemosesperar que la temperatura en todos los puntos de ada zona sea idéntia a la que mara eltermómetro, pero debemos trabajar on esa aproximaión. A partir de los datos, ¾uál serále temperatura media M de toda la región R en ese momento?Una primera idea para haer el álulo onsiste en obtener la media aritmétia de lasseis temperaturas:
M ≈ 36 + 37 + 36 + 42 + 44 + 39

6
= 39 ◦CDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 265Sin embargo, en este proedimiento de álulo no hemos tenido en uenta que ada unade esas seis temperaturas representa a zonas geográ�as de diferentes áreas. Las zonas 4 y5, por ejemplo, tienen un área mayor que las demás, y por eso paree razonable pensar quesus temperaturas tengan un mayor peso en el álulo del valor medio de temperatura globalen R. Por esa razón hemos obtenido el área en Km2 de ada una de las seis zonas, omoaparee en la siguiente tabla:Zona Área (Km2) Temperatura (◦C)1 640 362 350 373 655 364 950 425 1040 446 370 39Total 4005Ahora alulamos la media ponderada de los seis valores de temperatura:
M ≈ 36 · 640 + 37 · 350 + 36 · 655 + 42 · 950 + 44 · 1040 + 39 · 370

4005
= 39. 87 ◦CComo puedes ver, la diferenia entre ambos valores medios es de 0. 87◦C. Sin embargo,el valor M ≈ 39. 87◦C es más representativo de la temperatura media en la región R.Ejemplo 7.2 (distribuión de materia.) Supongamos ahora que tenemos una lámina Len uya super�ie se deposita ierta antidad de materia. De este modo, en ada punto

(x, y) ∈ L está de�nida una magnitud F (x, y). Por ejemplo, F (x, y) puede representar elgrosor medido en mm de una imprimaión que hemos apliado a la lámina; o la antidadde óxido medido en mg/m2 depositado sobre ella. ¾Cómo alularíamos aproximadamenteen valor medio de F (x, y) en L? La idea es desomponer la lámina L en pequeñas zonasde igual área, tomar un punto ualquiera de ada uno de esas zonas y �nalmente alularla media exatamente igual que en el ejemplo 1. Observa la Figura 7.3. En (a) se muestrauna lámina retangular L, en (b) una desomposiión de L en 12 zonas y en () una posibleeleión de los orrespondientes puntos P1, P2, . . . , P12.Si A es el área de ada una de las 12 zonas (por tanto el área total es 12A) y F (Pi) esel valor de la funión F (x, y) en el punto Pi, operando exatamente igual que en el ejemplo7.1 para alular aproximadamente el valor medio M de F (x, y) en L:
F ≈

12
∑

i=1

A · F (Pi)

12A
=

12
∑

i=1

F (Pi)

12Observa que, al haber desompuesto el reinto L en zonas de igual área, en este asobasta on alular la media aritmétia de esos 12 valores F (P1), . . . , F (P12).Sin embargo, se nos plantean diversos problemas:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



266 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLE

Figura 7.3: Distribuión de óxido1. En los ejemplos estudiados, hemos alulado el valor aproximado de la media de F (x, y)a partir de una muestra de F (x, y) en los puntos Pi ∈ D, i = 1, . . . , n. Sin embargo,¾ómo se podrá alular el valor exato de la media de F (x, y)?2. También es interesante alular el volumen limitado superiormente por una super�ie
z = F (x, y) on (x, y) ∈ L (ver Figura 7.4). Por ejemplo, si F (x, y) representa elgrosor de la apa de nieve que ha aído sobre una región L, este volumen representala antidad total de nieve sobre L.

Figura 7.4: Distribuión de nieve en 3DDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 2673. Una pieza puede estar de�nida por varias super�ies, omo la representada en la Figura7.5. Su volumen nos permite onoer la antidad de material que será neesario parafabriarla. ¾Cómo alular este volumen? ¾Y el área de su super�ie?

Figura 7.5: Pieza4. Si la funión F (x, y) representa una onentraión de materia en ada punto (x, y) ∈ D,hay otros parámetros importantes asoiados a F (x, y) que nos interesa alular: ¾uáles su entro de gravedad? ¾Su momento de ineria respeto a un punto o respeto aun eje? ¾La antidad de materia ontenida en D?5. Si w = F (x, y, z) es una funión de�nida en un reinto V ⊂ R
3, también tiene interésalular el valor medio de F en V . Por ejemplo, w = T (x, y, z) puede representarla temperatura en el interior de un reinto V del espaio (una pieza o un horno, porejemplo). ¾Cuál será el valor medio de T en este aso? Y si w = F (x, y, z) representa laonentraión de materia en ada punto (x, y, z) de un sólido S, ¾uál será la antidadde materia ontenida en S? ¾Y las oordenadas de su entro de gravedad? ¾Cómoalular el momento de ineria de V respeto a un eje?Como ves, se nos plantean muhas preguntas. A lo largo de este tema veremos ómo darlesrespuesta.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



268 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLE7.2. Integral doble en un dominio retangularVamos a tratar de utilizar las mismas ideas que nos permitieron de�nir el onepto devalor medio de una funión ontinua y(x) de�nida en [a, b]. Reordemos el proedimientoque utilizamos.1. Desomponemos el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual longitud h = (b − a)/n:
a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b, xi = a + ih, i = 0, ..., n

[a, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, b]2. Tomamos un punto ualquiera de ada uno de los subintervalos:
zi ∈ [xi, xi+1] i = 0, ..., n − 13. Calulamos
yn =

1

b − a

n−1
∑

i=0

h · y(zi) (7.5)
An =

n−1
∑

i=0

h · y(zi) (7.6)El valor (7.5) es una aproximaión al valor medio de y(x) en [a, b]. Además, si y(x) ≥ 0en [a, b], el valor (7.6) es una aproximaión al área limitada superiormente por la grá�ade y(x) e inferiormente por el eje OX.La Figura 7.6(a) muestra una desomposiión de [a, b] en uatro subintervalos, enada uno de los uales hemos elegido los puntos medios z0, z1, z2, z3. La suma de lasáreas de los uatro retángulos es una aproximaión al área limitada superiormentepor la grá�a de y(x) e inferiormente por el eje OX. Las �guras 7.6(b), 7.6() y 7.6(d)muestran la misma operaión pero tomando un número reiente de subintervalos, onlo ual se van obteniendo mejores aproximaiones.4. Para alular el valor exato de la media y de y(x) en [a, b] y del área A limitadasuperiormente por la grá�a de y(x) e inferiormente por el eje OX, pasamos al límiteuando n → ∞ :
y = ĺım

n→∞

1

b − a

n−1
∑

i=0

h · y(zi)

A = ĺım
n→∞

n−1
∑

i=0

h · y(zi)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.2. INTEGRAL DOBLE EN UN DOMINIO RECTANGULAR 269

Figura 7.6: Ejemplo de la integral de una variableAhora vamos a tomar una funión z=F (x, y) senilla, y tratar seguir un proedimientosimilar pero en dos dimensiones. Sea z=F (x, y) = xy + 1 de�nida en D = [0, 2] × [0, 1].Observa la Figura 7.7(a). Hemos representado grá�amente la super�ie z = xy + 1 en
D = [0, 2] × [0, 1]. Luego, hemos dividido el dominio D = [0, 2] × [0, 1] en nueve retángulosy hemos tomado un punto de ada uno de ellos. En este aso, hemos elegido el vértiesuperior izquierdo de ada retángulo. En la misma �gura hemos presentado también lasimágenes de estos nueve puntos.Vamos a llamar R1, . . . , R9 a los retángulos y P1, . . . , P9 a los puntos que hemos elegido.La Figura 7.7(b) muestra la super�ie z = F (x, y) y ada retángulo Ri elevado a una altura
F (Pi). La Figura 7.7() muestra sólo estos retángulos �elevados�. Ya que el área de los nueveretángulos es la misma (2/9) y que el área total del reinto D es 2, una aproximaión alvalor medio de F (x, y) = xy + 1 en D = [0, 2] × [0, 1] se alulará así:

F ≈ 1

2

2

9
(F (P1) + . . . + F (P9)) =

1

2

2

9
(F (0, 1/3) + F (0, 2/3) + F (0, 1) + F (2/3, 1/3)+

+F (2/3, 2/3) + F (2/3, 1) + F (4/3, 1/3) + F (4/3, 2/3) + F (4/3, 1)) = 1. 44Ahora, esos mismos álulos nos sirven para alular una aproximaión del volumenlimitado superiormente por la super�ie e inferiormente por el dominio D. Observa la FiguraE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



270 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLE

Figura 7.7: Super�ie xy + 17.8, este volumen se aproxima sumando los volúmenes de nueve prismas retangulares. Asípues, el valor aproximado del volumen será:
V = 2F ≈ 2. 88

Figura 7.8: Ejemplo xy + 1: Volumen aproximadoAhora vamos a realizar la misma operaión, pero dividiendo en n partes los intervalos
[0, 2] y [0, 1]. Calularemos el valor medio aproximado Fn y el volumen aproximado Vn.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.2. INTEGRAL DOBLE EN UN DOMINIO RECTANGULAR 271Luego, paree que podemos esperar que el valor exato V del volumen y el valor medioexato de F sean:
V = ĺım

n→∞

Vn

F = ĺım
n→∞

FnManos a la obra. Primero desomponemos ada uno de los intervalos [0, 2] y [0, 1] en npartes:
F (x, y) = xy + 1 x ∈ [0, 2] y ∈ [0, 1]

xi =
2

n
i i = 0, 1, . . . , n h =

2

n

yj =
1

n
j j = 0, 1, . . . , n k =

1

nAsí pues, tendremos n �las y n olumnas de retángulos. Observa la Figura 7.9, vamosa llamar Rij al retángulo de la �la i-ésima y la olumna j-ésima. Elegimos en ada uno delos retángulos Rij su vértie superior izquierdo, es deir:
Pij = (xi, yj+1) i = 0, .., n − 1, j = 0, ..., n − 1

Figura 7.9: Retángulo RijEntones:
F (Pij) = F (xi, yj+1) = xi · yj+1 + 1 =

2

n
i

1

n
(j + 1) + 1 =

2

n2
i(j + 1) + 1El valor aproximado de la media de F será:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



272 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLE
Fn =

1

2

n−1
∑

j=0

(

n−1
∑

i=0

2

n2

(

2

n2
i(j + 1) + 1

)

)

=
1

2

n−1
∑

j=0

(

n−1
∑

i=0

(

4

n4
i(j + 1) +

2

n2

)

)

=

=
1

2

n−1
∑

j=0

(

4

n4

n−1
∑

i=0

i(j + 1) +
2

n

)

=
1

2





4

n4

n−1
∑

j=0

(

n−1
∑

i=0

i(j + 1)

)

+ 2



 =

=
2

n4

n−1
∑

j=0

(

n−1
∑

i=0

i(j + 1)

)

+ 1 =
2

n4

n−1
∑

j=0

(

(j + 1)

n−1
∑

i=0

i

)

+ 1 =

=
2

n4

n−1
∑

j=0

(

(j + 1)

n−1
∑

i=0

i

)

+ 1 =
2

n4

n−1
∑

j=0

(j + 1)
n(n − 1)

2
+ 1 =

=
n − 1

n3

n−1
∑

j=0

(j + 1) + 1 =
n − 1

n3

n(n + 1)

2
+ 1 =

n2 − 1

2n2
+ 1Ahora obtenemos el valor exato de F :

F = ĺım
n→∞

n2 − 1

2n2
+ 1 =

3

2Y el uanto al volumen limitado superiormente por la super�ie z = xy+1 e inferiormentepor el dominio D = [0, 2] × [0, 1]:
V = 2F = 3Ejeriio 7.1 Cabe esperar que el valor medio de F (x, y) no dependa del modo en que seelijan los puntos Pij ∈ Rij. Ahora, en vez de tomar omo Pij el vértie superior izquierdodel retángulo Rij, toma un punto diferente, por ejemplo el entro del retángulo. Demuestraque el valor F obtenido es idéntio, y evidentemente el de V también.Ejeriio 7.2 Para el mismo ejemplo F (x, y) = xy + 1, ensayamos un modo diferente dedesomponer D = [0, 2] × [0, 1] en retángulos. Vamos a desomponer [0, 2] en los mismos

n subintervalos de longitud 2/n, pero ahora la altura será onstante igual a 1. Así pues,tenemos de�nidos n retángulos Ri, i = 0, ..., n − 1. Observa que uando n → ∞, el áreade Ri tiende a 0. Ahora, toma en ada retángulo el vértie superior izquierdo y trata dealular del mismo modo el valor medio de F . ¾Qué ourre? Después toma en ada retánguloel vértie inferior izquierdo y trata de alular del mismo modo el valor medio de F? ¾Quéourre? ¾Qué está fallando?Ahora vamos a apliar estas ideas a una funión ontinua ualquiera F (x, y), de�nidaen un dominio retangular D = [a, b] × [c, d]. Dividimos [a, b] en n partes de longitud h =
(b−a)/n y [c, d] en n partes de longitud k = (d−c)/n. Luego tomamos un punto Pij de adauno de los retángulos y apliamos las mismas ideas que en el ejemplo (ver Figura 7.10).Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.2. INTEGRAL DOBLE EN UN DOMINIO RECTANGULAR 273

Figura 7.10: Caso general de RijPara alular de forma aproximada el valor medio de F (x, y) tendremos:
Fn =

1

(b − a)(d − c)

n−1
∑

i=0





n−1
∑

j=0

hk F (xi, yj)



 =
1

(b − a)(d − c)

n−1
∑

i=0

h





n−1
∑

j=0

k F (xi, yj)



Tomando límite:
F =

1

(b − a)(d − c)
ĺım

n→∞

n−1
∑

i=0

h



 ĺım
n→∞

n−1
∑

j=0

k F (xi, yj)



 (7.7)Ahora bien, reuerda que si h(x) es una funión ontinua de�nida en un intervalo [a, b] y
h = (b − a)/n, se tiene:

∫ b

a

h(x) dx = ĺım
n→∞

n−1
∑

i=0

hh(xi)Entones, reonoemos en el límite interior de la euaión (7.7) la integral respeto ala variable y de la funión h(y) = F (xi, y) en el intervalo [c, d]. Es deir:
ĺım

n→∞

n−1
∑

i=0

k F (xi, yj) =

∫ d

c

F (xi, y) dy = A(xi) (7.8)En (7.8), los valores x1, . . . , xn son onstantes. Para ada valor onstante xi, se onstruyela funión h(y) = F (xi, y) que es ontinua en [c, d]. En la Figura 7.11(a) hemos representadoE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



274 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEla grá�a de una super�ie z = F (x, y) de�nida en D = [a, b] × [c, d]. En la Figura 7.11(b),hemos tomado un valor xi ∈ [a, b] y hemos representado grá�amente la funión h(y) =
F (xi, y) on y ∈ [c, d]. Si ahora integramos la funión h(y) = F (xi, y) en [c, d], obtenemosun valor A(xi) que depende de xi. Si F (x, y) ≥ 0, dado un valor �jo xi ∈ [a, b], la funión
A(xi) nos da el área limitada superiormente por la urva h(y) = F (xi, y) en el intervalo
[c, d], omo aparee en la Figura 7.11().

Figura 7.11: Caso general de integraiónEntones, (7.7) quedará:
F =

1

(b − a)(d − c)
ĺım

n→∞

n−1
∑

i=0

hA(xi)Pero ahora apliamos idéntio razonamiento a la funión A(x):
ĺım

n→∞

n−1
∑

i=0

hA(xi) =

∫ b

a

A(x) dxCon lo ual:
F =

1

(b − a)(d − c)

∫ b

a

(∫ d

c

F (x, y) dy

)

dxDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.2. INTEGRAL DOBLE EN UN DOMINIO RECTANGULAR 275Y en uanto al volumen V del sólido limitado superiormente por la super�ie z = F (x, y)e inferiormente por el reinto D = [a, b] × [c, d], si F (x, y) ≥ 0, ver Figura 7.12:
V =

∫ b

a

(
∫ d

c

F (x, y) dy

)

dx

Figura 7.12: VolumenVamos a apliar estas nuevas ideas a la funión on la que hemos trabajado en esteapartado, F (x, y) = xy+1, D = [0, 2]×[0, 1]. Reuerda que apliando un método �artesanal�(½y trabajoso!), hemos omprobado que F = 3/2 y V = 3. Vamos a veri�ar este resultadoempleando el nuevo método que aabamos de desarrollar.
V =

∫ 2

0

(∫ 1

0
(xy + 1) dy

)

dx (7.9)Calulemos la integral interior para obtener la funión A(x) on x ∈ [0, 2]:
∫ 1

0
(xy + 1)dy =

1

2
xy2 + y

∣

∣

∣

∣

y=1

y=0

=
1

2
x + 1 = A(x)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



276 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLELa Figura 7.13 muestra la super�ie de�nida por z = xy + 1 en D = [0, 2] × [0, 1] y lafunión h(y) = F (x, y), que es una reta de pendiente x para ada valor �jo x. Para ada
x, A(x) es el área limitada superiormente por la grá�a de h(y) on y ∈ [0, 1] (área de laregión sombreada en la Figura 13 )

Figura 7.13: Cálulo para el aso xy + 1Y ahora vamos a realizar la integral exterior de (7.8):
∫ 2

0
A(x)dx =

∫ 2

0

(

1

2
x + 1

)

dx =
1

4
x2 + x

∣

∣

∣

∣

x=2

x=0

= 3Y también F = 3/2. Como ves, hemos obtenido idéntio resultado, pero de un modomuho más senillo. Dada una funión ontinua F (x, y) de�nida en un dominio retangularDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.2. INTEGRAL DOBLE EN UN DOMINIO RECTANGULAR 277
D = [a, b] × [c, d], para alular F :

F =
1

(b − a)(d − c)

∫ b

a

(
∫ d

c

F (x, y) dy

)

dxY si F (x, y) ≥ 0 en D, el volumen V limitado superiormente por la grá�a de F (x, y) einferiormente por el dominio D, se tiene:
V = (b − a)(d − c)F(e 32)Pues bien, hemos llegado así al onepto de integral doble y al onepto de valor medioque se deriva de él.De�niión 7.1 La integral doble de una funión F (x, y) ontinua en D = [a, b] × [c, d], esel valor
∫∫

D

F (x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

F (x, y) dy

)

dxDe�niión 7.2 El valor medio de una funión F (x, y) ontinua en D=[a, b]x[c, d], es elvalor
F =

1

(b − a)(d − c)

∫∫

D

F (x, y) dx dyEjeriio 7.3 ¾Qué ourre si realizamos la doble integraión de F (x, y) pero en el ordenontrario, la integral interior respeto a x y la exterior respeto a y? Interpreta grá�amenteel signi�ado de este ambio en el orden de integraión, de un modo similar al de la Figura7.11. Cambia el orden de integraión en el ejemplo F (x, y) = xy + 1, D = [0, 2] × [0, 1].Demuestra que en general
∫∫

D

F (x, y) dx dy =

∫ b

a

(
∫ d

c

F (x, y) dy

)

dx =

∫ d

c

(
∫ b

a

F (x, y) dx

)

dyEjeriio 7.4 Enunia y demuestra todas las propiedades que puedas del onepto de integraldoble, basándote en las propiedades de la integral de una variable. Por ejemplo, ¾son iertaslas siguientes igualdades?
∫∫

D

K F (x, y) dx dy = K

∫∫

D

F (x, y) dx dy

∫∫

D

(F (x, y) + G(x, y)) dx dy =

∫∫

D

F (x, y) dx dy +

∫∫

D

G(x, y) dx dyEjeriio 7.5 Supongamos que tenemos dos super�ies de�nidas por sendas funiones F (x, y),
G(x, y), ontinuas en D = [a, b]× [c, d]. Supongamos que F (x, y) ≥ G(x, y) en D. Interpretael signi�ado del siguiente valor:

∫∫

D

(F (x, y) − G(x, y)) dx dyE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



278 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEEjeriio 7.6 Calula la integral doble en el reinto D = [a, b]×[c, d] de la funión onstante
F (x, y) = 1. Sabiendo que el valor resultante es el volumen de un sólido, ¾ómo interpretasel resultado obtenido?Ejeriio 7.7 Si una funión F (x, y) es onstante en D = [a, b]× [c, d], ¾uál será su valormedio? Veri�a el resultado haiendo el álulo.Ejeriio 7.8 . Reuerda el teorema de la media para funiones de una variable. Si y(x) esuna funión ontinua de�nida en [a, b], entones y(x) alanza en [a, b] su valor medio. Esdeir, existe un ierto w ∈ [a, b] tal que

y =
1

b − a

∫ b

a

y(x) dx = y(w)Pues bien, en este ejeriio se trata de enuniar y demostrar este resultado para funionesontinuas de�nidas en dominios de la forma D = [a, b]×[c, d]. Para la funión F (x, y) = xy+
1 de�nida en [0, 2]× [0, 1] (uyo valor medio es F = 3/2), alula y representa grá�amenteel onjunto de puntos (x, y) ∈ [0, 2]×[0, 1] tales que F (x, y) = 3/2. Observa que este onjuntode puntos es una urva de nivel de F (x, y).Ejeriio 7.9 Las �guras 7.14(a,b) muestran dos vistas de la super�ie de�nida por la fun-ión F (x, y) = 1 + 0. 15x2 sen(πy/6), D = [0, 6] × [0, 6]. Calula el volumen V limitadosuperiormente por la super�ie e inferiormente por D. Calula el valor medio F de F (x, y).Reuerda que, para funiones de una variable, las áreas limitadas por la grá�a situadas porenima y por debajo del valor medio son iguales (ver Figura 7.14()). La Figura 7.14(d)muestra la grá�a de F (x, y) ortada on el plano z = F . Las �guras 7.14(e,f) muestran dosvistas en las que hemos añadido la urva de nivel F (x, y) = F . ¾Eres apaz de onjeturaruna propiedad similar para funiones de dos variables?Ejeriio 7.10 La Figura 7.15 muestra un mapa topográ�o de un monte en el que sesospeha que hay yaimientos de arbón. Las otas de altura se expresan en metros sobre elnivel del mar. Ya que se planea explotar todo el monte, alula su volumen aproximado.7.3. Integral doble en un dominio ualquieraHasta ahora hemos trabajado funiones ontinuas F (x, y) de�nidas en dominios retan-gulares de la forma D = [a, b] × [c, d]. Sin embargo, en las apliaiones reales las funionespueden estar de�nidas en dominios no retangulares. Por ejemplo, nos puede interesar estu-diar la temperatura T (x, y) sobre ada punto (x, y) de la super�ie de una planha metália,y esta planha puede ser irular. ¾Cómo alularemos entones el valor medio de tempera-tura?Observa la Figura 7.16. Supongamos que el dominio D de la funión F (x, y) está de�nidomediante dos funiones f(x) ≤ g(x) ontinuas en [a, b]. Vamos a apliar las mismas ideasque nos han llevado en el apartado anterior a de�nir el onepto de integral doble de F (x, y)en D.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.14: Conjetura del valor medioE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 7.15: Monte

Figura 7.16: Dominio arbitrarioLa Figura 7.17 muestra dos vistas de ierta super�ie z = F (x, y), (x, y) ∈ D. Comopuede verse, para ada valor �jo de x ∈ [a, b], el valor de y se enuentra en el intervalo
[f(x), g(x)].Para dominios retangulares, reuerda que fue muy senillo desomponer D en pequeñosretángulos. Pues bien, la idea onsiste en trazar un retíulo que ubra nuestro dominio D,y tomar sólo los retángulos totalmente ontenidos en D. Observa la Figura 7.18. Hemostomado un retíulo ada vez más �no, y hemos sombreado los retángulos interiores a D.Es neesario que los retángulos R1, R2, . . . , Rn estén ontenidos en D porque el siguientepaso es tomar un punto ualquiera Pi = (xi, yi) ∈ Ri y evaluar F (Pi) = F (xi, yi). Si Ai esDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.17: Dominio arbitrario de una super�ieal área de Ri, y R es el área de D, alulamos:
Fn =

1

R

n
∑

i=1

F (xi, yi)A1 (7.10)
Vn =

n
∑

i=1

F (xi, yi)A1 (7.11)El valor Fn de (7.10) es una aproximaión al valor medio F de F (x, y). Si F (x, y) ≥ 0 en
D, el valor Vn de (7.11) es una aproximaión al volumen V limitado superiormente por lagrá�a de z = F (x, y) e inferiormente por el dominio D. Ahora sólo nos falta tomar n → ∞para obtener F y V :

F = ĺım
n→∞

1

R

n
∑

i=1

F (xi, yi)A1 V = ĺım
n→∞

n
∑

i=1

F (xi, yi)A1 (7.12)Como suedía para dominios retangulares, las expresiones (7.12) son difíiles de apliaren la prátia. Afortunadamente, también va a ser posible evaluar (7.12) mediante una dobleintegraión, de un modo muy pareido a omo se hae para dominios retangulares. Veamosómo haerlo:1. Tomamos un punto ualquiera �jo x ∈ [a, b]. Para que (x, y) se enuentre en D, esneesario que y ∈ [f(x), g(x)]. La Figura 7.19(a) muestra este segmento desde (x, f(x))hasta (x, g(x)) para ierto valor �jo x ∈ [a, b].E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 7.18: Partiiones de un dominio2. Para ada valor �jo de x ∈ [a, b], la funión h(y) = F (x, y) es una funión de lavariable y, de�nida y ontinua en el intervalo [f(x), g(x)]. La Figura 7.19(a) muestrala representaión de una de esas funiones.3. Para ada valor �jo de x ∈ [a, b], integramos en el intervalo [f(x), g(x)] esta funiónDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.19: Caso general de A(x)

h(y) = F (x, y). Es deir, alulamos
A(x) =

∫ g(x)

f(x)
F (x, y) dy (7.13)La expresión (7.13) no es nada misteriosa: simplemente se integra F (x, y) respeto ala variable y en el intervalo [f(x), g(x)]. Observa que en integrando de (7.13), x esonstante. Evidentemente, el resultado de esta integraión es una funión sólo de x, ala que denotamos por A(x). Si F (x, y) ≥ 0, para ada x �jo, el valor A(x) es el árealimitada superiormente por la urva h(y) = F (x, y) on y ∈ [f(x), g(x)]. La Figura7.19(b) muestra sombreada éste área para ierto valor de x.4. Ahora integramos A(x) en [a, b], on lo ual obtenemos los valores exatos de F y V :

F =
1

R

∫ b

a

(

∫ g(x)

f(x)
F (x, y) dy

)

dx

V =

∫ b

a

(

∫ g(x)

f(x)
F (x, y) dy

)

dxObserva la Figura 7.20(a). Hemos tomado el retíulo de la Figura 7.18(a), y hemos apro-ximado el volumen V mediante la suma de los volúmenes de uatro prismas retangulares.Re�nando el retíulo (Figuras 7.18(b,,d)) la aproximaión onverge al valor exato del vo-lumen V del sólido limitado superiormente por la super�ie z = F (x, y), (x, y) ∈ D. LaFigura 7.20(b) representa este sólido.Ya tenemos las de�niiones generales de integral doble y valor medio. Si F (x, y) esontinua en un dominio D de�nido por las funiones, ontinuas en [a, b], f(x) y g(x) (f(x) ≤
g(x)), y R es el área de D, se tiene:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 7.20: Volumen aproximadoDe�niión 7.3 La integral doble de F (x, y) en D es el valor
∫∫

D

F (x, y) dx dy =

∫ b

a

(

∫ g(x)

f(x)
F (x, y) dy

)

dx (7.14)De�niión 7.4 El valor medio de la funión F (x, y) en D es el valor
F =

1

R

∫ b

a

(

∫ g(x)

f(x)
F (x, y) dy

)

dx (7.15)Sólo nos queda un pequeño detalle. Para apliar (7.15), es neesario alular previamenteel valor R el área de D. ¾Cómo puede haerse? Una posibilidad es utilizar lo que sabemosde integraión de una variable:
R =

∫ b

a

(g(x) − f(x)) dxSin embargo, el siguiente ejeriio (similar al ejeriio 7.6) muestra ómo utilizar tambiénla integral doble para alular R.Ejeriio 7.11 Calula la integral doble en el reinto D de la funión onstante F (x, y) = 1.Sabiendo que el valor resultante es el volumen de un sólido, ¾ómo interpretas el resultadoobtenido?Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.3. INTEGRAL DOBLE EN UN DOMINIO CUALQUIERA 285Ejeriio 7.12 Considerar la funión F (x, y) = x+ y de�nida en el reinto D limitado porlas urvas f(x) = x2, g(x) = x3 + 1, x ∈ [0, 1]. Calula el valor medio F de F (x, y) en Dy el volumen V del sólido limitado superiormente por la grá�a de z = F (x, y), (x, y) ∈ D.Representa grá�amente el onjunto de puntos (x, y) ∈ D en los que la funión F (x, y)alanza su valor medio.Ejeriio 7.13 Al igual que para dominios retangulares, en la integral doble es posible am-biar en el orden de integraión. De heho, a vees la integral puede ser difíil o imposible dealular dependiendo del orden de integraión elegido. Observa la Figura 7.21. Si el dominio
D de F (x, y) está de�nido por dos funiones ontinuas x = f(y), x = g(y), f(y) ≤ g(y),
y ∈ [c, d], siguiendo el mismo proedimiento se demuestra que

∫∫

D

F (x, y) dx dy =

∫ d

c

(

∫ g(y)

f(y)
F (x, y) dx

)

dyUtiliza este resultado para evaluar la integral de F (x, y) = ex2 , siendo D el reintolimitado por las funiones f(x) = 0, g(x) = x, x ∈ [0, 1] (elige el orden de integraiónadeuado).

Figura 7.21: Cambio de orden de integraión: Dominio arbitrarioEjeriio 7.14 (similar al ejeriio 7.4) Enunia y demuestra todas las propiedades quepuedas del onepto general de integral doble, basándote en las propiedades de la integral deuna variable.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



286 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEEjeriio 7.15 (similar al ejeriio 7.5) Supongamos que tenemos dos super�ies de�-nidas por sendas funiones F (x, y), G(x, y), ontinuas en D. Supongamos que F (x, y) ≥
G(x, y) en D. Interpreta el signi�ado del siguiente valor:

∫∫

D

(F (x.y) − G(x, y)) dx dy7.4. Cambio de variables de integraiónAabamos de ver ómo el álulo de la integral doble de una funión ontinua en D ⊂ R
2se redue al álulo de dos integrales de variable real. Sin embargo, pronto nos enontramoson un problema que ya se nos presentó en la integraión de una funión de una variable

y(x) ontinua en [a, b]: ¾ómo alular la integral si apliamos un ambio de variable? Unambio de variable adeuado podía simpli�ar en gran medida los álulos de la integral de
y(x). Pues bien, lo mismo ourre para funiones de dos variables. Por ejemplo, si el reintode integraión D es el írulo entrado en (0, 0) y radio 1 (ver Figura 7.22(a)), las funionesque limitan inferior y superiormente el reinto D ontienen raíes uadradas, lo ual puedeompliar en gran medida la integraión:

{

f(x) = −
√

1 − x2

g(x) =
√

1 − x2
x ∈ [−1, 1]

Figura 7.22: Cambio a polaresEn ambio, este reinto tiene una desripión muho más senilla en oordenadas polares:si x = ρ cos θ, y = ρ sen θ, simplemente el nuevo dominio de integraión D′ viene dado por
θ ∈ [0, 2π], ρ ∈ [0, 1]. Pasamos de integrar en un írulo D (Figura 7.22(a)) a integrar en unretángulo D′ (Figura 7.22(b)). La pregunta es, ¾ómo se aplia un ambio de variables deDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.4. CAMBIO DE VARIABLES DE INTEGRACIÓN 287integraión en una integral doble? Vamos a reordar en primer lugar ómo se apliaban losambios de variable para integrar funiones de una variable real:Supongamos que y(x) es una funión ontinua en D = [a, b]. Un ambio de variable deintegraión onsiste en sustituir la variable x por una ierta funión x = h(t) de�nida en otrodominio D′ = [α, β], que sea derivable, on derivada ontinua, tal que h(α) = a, h(β) = b.Entones:
∫ b

a

y(x) dx =

∫ β

α

y(h(t))h′(t) dt (7.16)Observa en la Figura 7.23 el modo en que a ada t ∈ D′ le orresponde un valor x ∈ D.
Figura 7.23: Cambio de variable en RY ahora observa la Figura 7.24, que representa un ambio de variables en dos dimensiones.Las variables (x, y) van a sustituirse por las nuevas variables (u, v). El ambio de variablesviene dado por dos funiones de dos variables x = h(u, v), y = g(u, v) de�nidas en D′, onderivadas pariales ontinuas, de tal modo que a ada punto (x, y) ∈ D le orresponda unúnio (u, v) ∈ D′ y vieversa.

Figura 7.24: Cambio de variables en R
2Pues bien, si se umplen todas las hipótesis anteriores, la expresión (7.17) india ómoalular la integral doble utilizando las nuevas variables (u, v) e integrando en el nuevoreinto de integraión D′:

∫∫

D

F (x, y) dx dy =

∫∫

D′

F (h(u, v), g(u, v)) |J | du dv (7.17)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



288 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEdonde
J =

∣

∣

∣

∣

hu(u, v) hv(u, v)
gu(u, v) gv(u, v)

∣

∣

∣

∣

(7.18)Observa que en la expresión del ambio de variable (7.17), aparee el valor absoluto de
J . Según se ve en (7.18), J es el determinante formado por las derivadas pariales de lasfuniones h(u, v) y g(u, v). J se llama �determinante Jaobiano�. J es una funión de lasvariables u y v, viene a ser un fator similar al fator h′(t) que aparee en la expresión (7.16)del ambio de variable para integraión de una variable.Ejeriio 7.16 Supongamos que D es un reinto limitado por las funiones ontinuas f(x) y
g(x), f(x) ≤ g(x), x ∈ [a, b]. Se trata de probar que es posible apliar un ambio de variables
x(u, v), y(u, v) de modo que el nuevo reinto de integraión sea el uadrado D′ = [0, 1]×[0, 1](ver Figura 7.25).

Figura 7.25: Ejeriio 7.16Esta propiedad será muy interesante uando utiliemos paquetes de software omo Win-plot, que permiten alular numériamente integrales dobles pero sólo en reintos retangu-lares. Con el ambio de variables que vamos a desribir, podemos onseguir que en reintode integraión sea el uadrado D′ = [0, 1] × [0, 1].Considera el ambio de variables:
x(u, v) = a + (b − a)u

y(u, v) = v(F (x(u)) − G(x(u))) + G(x(u))Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.5. CAMBIO DE VARIABLES A COORDENADAS POLARES Y GENERALIZADAS289on u ∈ [0, 1], v ∈ [0, 1].1. Demostrar que es un ambio de variable admisible (es deir, a ada (u, v) le orrespondeun únio (x, y) y vieversa, y además x(u, v), y(u, v) son funiones ontinuas onderivadas pariales ontinuas).2. Calular el Jaobiano J del ambio de variable y demostrar que J6=0.3. Apliando este ambio de variables, evaluar la integral doble de F (x, y) = x + y en elreinto D de�nido por las funiones f(x) = (x−2)(x−4), g(x) = 0. 5x, x ∈ [2, 4] (verFigura 26).4. Veri�ar el resultado, alulando diretamente la integral doble de F (x, y) = x + y en
D

Figura 7.26: Ejeriio 7.16(3)7.5. Cambio de variables a oordenadas polares y generaliza-dasComo hemos expliado en el apartado anterior, los dominios de integraión irularesson muho más manejables empleando oordenadas polares. En el siguiente ejeriio debesexpliar ómo hay que apliar este ambio de variables.Ejeriio 7.17 Supongamos que F (x, y) es una funión ontinua en D y que apliamos elambio de variables x = ρ cos θ, y = ρ sen θ, obteniendo un nuevo reinto de integraión D′.1. Demuestra que se trata de un ambio de variables admisible.2. Demuestra que el determinante Jaobiano vale en este aso J=ρ.3. Esribe la expresión de álulo de la integral doble de F (x, y) en D, apliando el ambioa oordenadas polares.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



290 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLE4. Si F (x, y) = x2+y2, alula la integral doble de F (x, y) en ada uno de los reintos queapareen en la Figura 7.27, representando grá�amente en ada aso el nuevo reintode integraión D′ (omo en la �gura 7.22).

Figura 7.27: Ejeriio 7.17Ejeriio 7.18 (oordenadas polares generalizadas.) Si el reinto D no es irularsino elíptio, el ambio de variables a oordenadas polares no resulta útil. Supongamosque el reinto D viene de�nido por la elipse x2/a2 + y2/b2 = 1. En este aso se puedeapliar el llamado ambio de variables a oordenadas polares generalizadas, de�nido por
x = aρ cos θ, y = bρ sen θ. Calula el Jaobiano de este ambio. Si F (x, y) = 2xy, aplia esteambio de variables para alular la integral doble de F (x, y) en ada uno de los reintosque apareen en la Figura 28 (de�nidos por elipses o fragmentos de elipses), representandográ�amente en ada aso el nuevo reinto de integraión D′ (omo en la �gura 7.22).

Figura 7.28: Ejeriio 7.18Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.6. INTEGRAL DOBLE DE FUNCIONES CONTINUAS POR SUBDOMINIOS 2917.6. Integral doble de funiones ontinuas por subdominiosHasta ahora hemos onsiderado la integral doble de una funión F (x, y) ontinua enun dominio D. Sin embargo, a vees la funión F (x, y) está de�nida en un dominio de laforma D = D1 ∪ D2, donde D1 y D2 son reintos uya zona omún tiene área 0 y F (x, y)es ontinua en ada uno de ellos individualmente, pero no es ontinua en D. Observa estasituaión en el ejemplo de la Figura 7.29.

Figura 7.29: Unión de dominiosSi, por ejemplo, F (x, y) es una distribuión de temperatura sobre una plaa D, es físi-amente muy difíil que F (x, y) sea disontinua. Ahora bien, la disontinuidad de F (x, y)es freuente, por ejemplo, uando F (x, y) representa la onentraión de materia en adapunto (x, y) ∈ D. El reinto D puede ser una pieza onstruida on diferentes materiales(aero, auho, aire, plástio, et) que tengan densidades de masa muy diferentes. Observala Figura 7.30. Se trata de la funión de densidad puntual de materia de la super�ie deuna moneda de euro. Estas monedas están formadas por un diso interior de obre-níquely una orona irular de níquel-latón. Las densidades de estos materiales son aproximada-mente 8. 9 gr/ml y 8. 4 gr/ml respetivamente, de modo que la funión de densidad serádisontinua, omo aparee en la Figura 7.29. Si (x, y) ∈ D1 F (x, y) = 8. 4, mientras que si
(x, y) ∈ D2 F (x, y) = 8. 9.En estos asos, podemos de�nir la integral doble de la funión F (x, y) omo sigue:

∫∫

D

F (x, y) dx dy =

∫∫

D1

F (x, y) dx dy +

∫∫

D2

F (x, y) dx dyon lo ual el álulo de la integral doble en D se redue a la suma de dos integralesdobles. Esta de�niión puede usarse para el álulo del valor medio de una funión F (x, y),para el álulo del volumen y en todas las apliaiones adiionales de la integral doble queestudiaremos a ontinuaión.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 7.30: Diversas densidades7.7. Otras apliaiones del onepto de integral dobleHemos visto ómo la integral doble de una funión ontinua F (x, y) en un dominio Dpuede emplearse para alular el valor medio de F (x, y) y el volumen del sólido limitadosuperiormente por la grá�a de la super�ie z = F (x, y) e inferiormente por el plano XY ,
(x, y) ∈ D. Pero hay otros parámetros importantes asoiados a una funión F (x, y) quetambién pueden alularse mediante una integral doble. Esta es la situaión general en laque podemos reonoer el onepto de integral doble:1. Tenemos ierto reinto plano D, donde está de�nida ierta funión F (x, y).2. Tomamos una oleión de n retángulos ontenidos en D : R1, R2, . . . , Rn, de talmodo que a medida que n aumenta, la base y la altura de Ri tienden a 0 y vamos�ubriendo� on estos retángulos la super�ie del reinto D.3. Calulamos el área Ai de ada retángulo Ri4. Tomamos un punto ualquiera (xi, yi) ∈ Ri.5. En estas ondiiones, se tiene

∫∫

D

F (x, y) dx dy = ĺım
n→∞

n
∑

i=1

F (xi, yi)Ai (7.19)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.7. OTRAS APLICACIONES DEL CONCEPTO DE INTEGRAL DOBLE 2937.7.1. Cálulo del área de una super�ieSabemos ómo alular el área A de un reinto plano D omo el de la Figura 7.31mediante una integral doble:
A =

∫∫

D

dx dyTambién sabemos ómo emplear la integral de funiones de una variable para alularel área de una super�ie obtenida uando una urva gira alrededor de un eje. Pero ahoranos oupamos del problema general: el álulo del área de una super�ie de�nida por unafunión ontinua ualquiera z = F (x, y), (x, y) ∈ D, omo la de la Figura 7.31.

Figura 7.31: Área de una super�ieLa idea onsiste en aproximarnos a la super�ie z = F (x, y) mediante n fragmentosde planos tangentes, sumar las áreas de estos n fragmentos de plano y luego haer que ntienda a in�nito. Observa en la Figura 7.32 ómo a medida que aumentamos el número defragmentos de planos, nos vamos aproximando más al área de la super�ie.

Figura 7.32: Aproximaiones de una super�ieE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



294 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEVeamos ómo alular el área de uno de esos trozos de plano tangente. Tomemos unpunto ualquiera (a, b) ∈ D. Reuerda que la euaión del plano tangente a la super�ie
z = F (x, y) por el punto (a, b) es:

z = F (a, b) + (x − a)Fx(a, b) + (y − b)Fy(a, b) (7.20)Observa la Figura 7.33. Hemos representado un fragmento T del plano tangente orres-pondiente al retángulo R de dimensiones h y k. Empleando (7.20), la oordenada z sobreel plano tangente de los vérties de R: P (a + h, b), Q(a, b + k) y M(a + h, b + k) son:
P (a + h, b) : z =F (a, b) + hFx(a, b)

Q(a, b + k) : z =F (a, b) + k Fy(a, b)

M(a + h, b + k) : z =F (a, b) + hFx(a, b) + k Fy(a, b)¾Cómo alular el área AT de T ? Sería bueno que T fuera un paralelogramo porqueentones AT sería el módulo del vetor produto vetorial de u y v (ver Figura 7.33), AT =
‖u × v‖ . Pero omprobar que T es un paralelogramo es muy senillo (hazlo omo ejeriio,basta omprobar que n es paralelo a u y que w es paralelo a v).

Figura 7.33: Retángulo en el plano tangenteAsí pues, Calulemos AT = ‖u × v‖:
u = (h, 0, hFx(a, b))

v = (0, k, kFy(a, b))

u × v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j w
h 0 hFx(a, b)
0 k kFy(a, b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −hk (Fx(a, b), Fy(a, b),−1) = −hk · ∇F (a, b)

AT = ‖u × v‖ = hk

√

(Fx(a, b))2 + (Fy(a, b))2 + 1 (h, k > 0)Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.7. OTRAS APLICACIONES DEL CONCEPTO DE INTEGRAL DOBLE 295Pero el produto AR = hk es preisamente el área de R. Así pues:
AT = AR

√

(Fx(a, b))2 + (Fy(a, b))2 + 1Reuerda que el plano tangente a una super�ie z = F (x, y) en un punto (a, b) esperpendiular al vetor (Fx(a, b), Fy(a, b),−1), y por eso el vetor u × v es paralelo a
(Fx(a, b), Fy(a, b),−1). Así pues, obtenemos un bonito resultado: el área AT del parale-logramo T es igual al área AR del retángulo R multipliada por el módulo del vetorperpendiular al plano tangente (Fx(a, b), Fy(a, b),−1).Bien, si ahora R es un retángulo Ri del retíulo on que dividimos D, (a, b) es el vértiesuperior izquierdo (xi, yi) de Ri y AR es el área Ai de Ri, se tiene que el área S de lasuper�ie será:

S = ĺım
n→∞

n
∑

i=1

Ai

√

(Fx(xi, yi))
2 + (Fy(xi, yi))

2 + 1 (7.21)Pero en la expresión (7.21) reonoemos que se trata de la integral doble en D de lafunión H(x, y) onstruida a partir de F (x, y):
H(x, y) =

√

(Fx(x, y))2 + (Fy(x, y))2 + 1Es deir, el valor S del área de la super�ie de�nida por z = F (x, y), (x, y) ∈ D es:
S =

∫∫

D

√

(Fx(x, y))2 + (Fy(x, y))2 + 1 dx dy (7.22)Ejeriio 7.19 ¾Qué ondiiones debe umplir la funión F (x, y) para poder apliar la ex-presión (7.22)?Ejeriio 7.20 Supongamos que se tiene la funión lineal F (x, y) = Ax + By + D de�nidaen un reinto D (ver Figura 7.34). Demuestra que el área de la super�ie S es proporionalal área de D.

Figura 7.34: Ejeriio 7.20E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



296 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLE7.7.2. Cálulo de la antidad de materia ontenida en una región planaOtro problema que es posible resolver mediante la integral doble es el álulo de laantidad de materia M (masa) ontenida en ierto reinto plano D. Supongamos que Des una región plana en uya super�ie se distribuye materia. Se supone que onoemos lafunión ontinua F (x, y) de�nida en D que nos india en ada punto (x, y) la onentraiónde materia. En valor de F (x, y) se expresará en unidades de masa por unidad de super�ie,por ejemplo, Kg/m2 o mg/m2. En la representaión grá�a de F (x, y), la altura z = F (x, y)nos india el valor de onentraión puntual de materia. Observa la Figura 7.35. Tomamosomo siempre un retíulo de la región D, un punto (xi, yi) de ada uno de los pequeñosretángulos Ri, y suponemos que la onentraión de materia es onstante en Ri e igual a
F (xi, yi). Entones, si Ai es el área de Ri, la antidad aproximada de materia ontenida en
Ri será F (xi, yi) · Ai. Así pues:

M = ĺım
n→∞

n
∑

i=1

F (xi, yi) · Ai (7.23)Pero en (7.23) reonoemos el onepto de integral doble de F (x, y) en D, y por tanto:
M =

∫∫

D

F (x, y) dx dy

Figura 7.35: Retiulaión en un dominio DDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.7. OTRAS APLICACIONES DEL CONCEPTO DE INTEGRAL DOBLE 2977.7.3. Cálulo del entro de gravedad de una región planaLoalizar el entro de gravedad CG(xc, yc) o entro de masa de la región es útil enmuhas situaiones porque nos permite tratar la región D omo si toda su masa estuvieraonentrada en diho punto. Si, por ejemplo, D es una lámina rígida, podríamos mantenerlaen equilibrio apoyada solamente sobre una punta oloada justo en su entro de gravedad(Figura 7.36).
Figura 7.36: Centro de gravedadObserva la Figura 7.37, representa un sistema formado por uatro masas puntuales.¾Cuál es su entro de gravedad CG(xc, yc)?

Figura 7.37: Centro de gravedad de 4 masasLa masa total es M=m1 + m2 + m3 + m4. La oordenada xc es la media de las uatrooordenadas x1, x2, x3 y x4, ponderando ada oordenada on el valor de su masa. Es deir:
xc =

x1m1 + x2m2 + x3m3 + x4m4

MCuanto mayor sea una masa mi, más �tira� de la media, aproximando xc al valor xi.Exatamente lo mismo ourre para la oordenada yc.
yc =

y1m1 + y2m2 + y3m3 + y4m4

MEn general, puede haerse la misma operaión para alular el entro de gravedad
CG(xc, yc) de un sistema formado por n masas puntuales. Si ada masa mi se onentra enE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



298 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEel punto (xi, yi) i = 1, . . . , n, entones:
xc =

n
∑

i=1

ximi

M
yc =

n
∑

i=1

yimi

M
(7.24)Supongamos ahora que D es una región plana en uya super�ie se distribuye materia, yque F (x, y) es la funión de�nida en ada punto (x.y) ∈ D que nos india la onentraiónde materia en ese punto. Tomamos un retíulo de la región D formado por n retángulos

R1, . . . , Rn y un punto (xi, yi) de ada uno de los Ri. Si suponemos que la onentraiónde materia en ada Ri es onstante y vale F (xi, yi), llamando Ai al área de Ri, la antidadde materia ontenida en Ri será mi = F (xi, yi)Ai. En estas ondiiones, apliando (7.24)obtenemos una aproximaión de las oordenadas del entro de gravedad CG(xc, yc) de D:
xi =

n
∑

i=1

xiF (xi, yi)Ai

n
∑

i=1

F (xi, yi)Ai

yi =

n
∑

i=1

yiF (xi, yi)Ai

n
∑

i=1

F (xi, yi)AiAhora tomamos límites uando n → ∞ y obtenemos los valores exatos de xc e yc:
xc = ĺım

n→∞

n
∑

i=1

xiF (xi, yi)Ai

n
∑

i=1

F (xi, yi)Ai

yc = ĺım
n→∞

n
∑

i=1

yiF (xi, yi)Ai

n
∑

i=1

F (xi, yi)Ai

(7.25)Pero en las euaiones (7.25) reonoemos el onepto de integral doble de las funiones
F (x, y), xF (x, y) e yF (x, y):

xc =

∫∫

D
xF (x, y) dx dy

M
yc =

∫∫

D
yF (x, y) dx dy

MEjeriio 7.21 El entro de gravedad CG(xc, yc) de un reinto D, ¾se enuentra siempreen el propio reinto D?Ejeriio 7.22 Los esaladores saben que el entro de gravedad del uerpo humano estásituado aproximadamente en el ombligo, y mientras esalan, se mueven de tal manera quesu entro de gravedad se aleja lo menos posible de ese punto. La Figura 7.38(a) muestrala silueta aproximada de una persona. Calula las oordenadas de su entro de gravedad.¾Cómo resulta modi�ado si la persona estira un brazo omo en la Figura 7.38(b)?Ejeriio 7.23 Observa la Figura 7.39(a). Una lámina on forma parabólia está onstruidade un material uya funión de densidad puntual F (x, y) en ada punto (x, y) es proporionala la oordenada y. Calular F (x, y), representarla grá�amente y trazar algunas de sus urvasde nivel. Calular las oordenadas del entro de gravedad de la lámina. Luego hemos reortadode la lámina el uadrado que aparee en la Figura 7.39(b). ¾Cuál será ahora el entro degravedad?Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.38: Ejeriio 7.22

Figura 7.39: Ejeriio 7.23Ejeriio 7.24 La posiión del entro de gravedad es un fator importante para la estabili-dad de los vehíulos. Los vehíulos que tienen su entro de gravedad más elevado, omo lasamionetas, tienen mayor probabilidad de volar. La Figura 7.40(a) muestra la silueta de unvehíulo uya funión de densidad de masa se supone onstante. Calula la posiión de suentro de gravedad. Supongamos ahora que oloamos en la baa del vehíulo un pesado bultouya funión de densidad de masa es onstante pero k vees la del vehíulo. Calula la nuevaE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



300 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEposiión del entro de gravedad. ¾Cómo ambia la posiión del entro de gravedad a medidaque el valor de k aumenta? (piénsalo primero y luego verifíalo haiendo las operaiones).

Figura 7.40: Ejeriio 7.24Ejeriio 7.25 Los aviones llevan gran antidad de ombustible que, a medida que se vaonsumiendo, hae que el entro de gravedad del aparato ambie de posiión. La Figura7.41(a) muestra un depósito de ombustible para instalar en el ala del avión. La Figura7.41(b) muestra una seión x = k del depósito, formada por las parábolas z(y) = ±0. 07(y+
1)(y − 8), y ∈ [0, 8]. La Figura 41() muestra la misma seión, donde el ombustible (zonasombreada en la �gura) llega hasta ierto nivel h. Se trata de:1. Estudiar ómo ambia el entro de gravedad CG(yc, zc) de esta seión, a medida queel nivel h de ombustible desiende.2. Volviendo a la Figura 7.41(a), ¾uál será la oordenada xc del entro de gravedad?

Figura 7.41: Ejeriio 7.257.7.4. Cálulo de los momentos de ineria de una región planaLa integral doble también puede utilizarse para medir la failidad on que una lámina Dpuede girar alrededor de un eje. El onepto físio relaionado se llama momento de ineria.Cuanto mayor sea el momento de ineria del reinto D respeto a un eje, más fuerza esDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.7. OTRAS APLICACIONES DEL CONCEPTO DE INTEGRAL DOBLE 301neesario apliar para haer que D gire respeto a ese eje. Es muy orriente que los ejesrespeto a los que se alulan los momentos de ineria sean los ejes oordenados. De estemodo, denotaremos por Iy e Ix los momentos de ineria de una masa respeto a los ejes OYy OX respetivamente.Tomemos por ejemplo una patinadora y una gimnasta de barras asimétrias, que tengandimensiones y masa similares. El momento de ineria de la patinadora respeto al eje vertialde su uerpo es muho menor que el momento de ineria de la gimnasta respeto a la barrahorizontal (Figura 7.42). Por tanto, el esfuerzo que tendrá que haer la primera para lograrel giro es muho menor que el de la segunda.

Figura 7.42: Momentos de ineria¾Cómo se puede onstruir un parámetro que sirva para medir la resistenia de unamasa a girar alrededor de un eje? Supongamos que la masa m se onentra en un punto. Laresistenia al giro está relaionada on el valor de m y on su distania d al eje de giro. Cuantomayor sea m y uanto mayor sea d, mayor es la resistenia al giro. Por eso, el momento deineria para la masa puntual se de�ne del modo siguiente: I = md2. Una pregunta: ¾por quérees que se toma el uadrado de d, en vez de de�nir simplemente I = md?Supongamos ahora que D es un reinto on densidad de masa F (x, y) para ada (x, y) ∈
D. Supongamos que el eje de giro es OY . Ver Figura 7.43. Tomamos, omo siempre, unretíulo formado por n retángulos Ri de área Ai, ontenidos en D y elegimos un punto
(xi, yi) ∈ Ri. Para ada índie i, suponemos que la masa ontenida en Ri se onentra en elpunto (xi, yi).El momento de ineria Iy del reinto D respeto al eje OY será aproximadamente:

Iy ≈
n
∑

i=1

x2
i F (xi, yi)AiE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



302 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLE

Figura 7.43: Retiulaión en DPasando al límite obtenemos el valor exato de Iy:
Iy = ĺım

n→∞

n
∑

i=1

x2
i F (xi, yi)Ai (7.26)Pero en (7.26) reonoemos el onepto de integral doble de la funión x2F (x, y) en D:

Iy =

∫∫

D

x2F (x, y) dx dyRazonando del mismo modo, llegamos al momento de ineria del reinto D respeto aleje OX:
Ix =

∫∫

D

y2F (x, y) dx dyEjeriio 7.26 Explia ómo pueden alularse los momentos de ineria de un reinto Drespeto a los ejes x = a e y = b. ¾Y respeto a un eje ualquiera y = ax + b?Ejeriio 7.27 Considera el reinto D on densidad onstante y frontera parabólia y(x) =
−0. 5(x − 3)(x + 3) de la Figura 7.44.1. Compara los valores de Ix e Iy.2. Demuestra que el eje OY es el eje vertial respeto al ual el momento de ineria esmínimo. INDICACIÓN: Considera un eje ualquiera x = a (ver Figura 7.44), alulala funión I(a) que nos da el momento de ineria respeto a ese eje y �nalmenteenuentra el mínimo de I(a). De paso, puedes interpretar ómo se omporta I(a)uando a → ±∞.Ejeriio 7.28 El momento de ineria IP de una lámina D respeto a un punto P (a, b)mide la resistenia de la masa ontenida en D a girar alrededor de P .1. Explia ómo puede de�nirse IP .Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.44: Ejeriio 7.272. Compara los valores de IP si D es un írulo de radio R entrado en el origen y P esel propio origen o bien P es un punto situado en su frontera (toma densidad de masaonstante).Ejeriio 7.29 En 1960 las raquetas de tenis se fabriaban on forma elíptia de semiejes
a = 4, b = 2, mientras que las de 1990 tenían semiejes a = 6, b = 3. Teniendo en uenta quees deseable el menor esfuerzo posible de la muñea del tenista para haer girar la raqueta,¾qué diseño de raqueta es mejor? (Reuerda que la euaión de la elipse es x2/a2+y2/b2 = 1.Reuerda también el ambio de variables a oordenadas polares generalizadas).7.8. Integral triple7.8.1. ¾Qué problemas no pueden resolverse mediante la integral doble?Hemos utilizado el onepto de integral doble para estudiar algunas propiedades de unafunión F (x, y) de�nida en un dominio plano D. Así, hemos aprendido a alular:1. El valor medio de F (x, y) en D.2. El volumen del sólido limitado superiormente por la super�ie z = F (x, y), (x, y) ∈ D.3. El área de la super�ie z = F (x, y), (x, y) ∈ D.4. El área de la región D.Y si F (x, y) representa una densidad de masa en ada punto (x, y) ∈ D, sabemosalular:5. La antidad de materia ontenida en D.6. Las oordenadas del entro de gravedad de D.7. El momento de ineria de D respeto a un eje.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



304 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEEjeriio 7.30 Esribe la expresión de álulo para ada uno de estos siete parámetros.Sin embargo, la integral doble no nos permite estudiar las propiedades de ierta magnitudde�nida en una región V el espaio. V puede ser, por ejemplo, un horno: en ada uno deuyos puntos (x, y, z) podemos medir la temperatura T (x, y, z). ¾Cuál será el valor medio Tde T (x, y, z)? Si onseguimos alular T , podremos representar grá�amente la super�ie denivel F (x, y, z) = T formada por los puntos (x, y, z) ∈ V tales que la temperatura es igualal valor medio.La funión F (x, y, z) también puede representar una onentraión de materia en unsólido R. ¾Cuál será el entro de gravedad CG(xc, yc, zc) de R? Si el sólido R debe giraralrededor de un eje, ¾uál será el momento de ineria de R respeto a ese eje?Vamos a seguir el mismo proedimiento para onstruir la integral de una funión F (x, y, z)en el sólido R. Comenemos por el álulo del valor medio de la funión.7.8.2. Valor medio de una funión F (x, y, z)Supongamos que F (x, y, z) es una funión ontinua de�nida en reinto R del espaio. LaFigura 7.45(a) muestra un posible reinto. Ahora tomamos un retíulo formado por ajasuyas aras son paralelas a los planos oordenados. La Figura 7.45(b) muestra un retíuloque ontiene a R, del ual tomamos sólo los n elementos Ri ontenidos totalmente en R,omo muestra Figura 7.45().

Figura 7.45: Retiulaión en R
3El siguiente paso es tomar un punto ualquiera (xi, yi, zi) ∈ Ri y evaluar F (xi, yi, zi). Unaaproximaión al valor de la funión F (x, y, z) onsiste en suponer que F (x, y, z) es onstanteen ada Ri, y vale preisamente F (xi, yi, zi). Si el volumen de Ri es Vi y el volumen de R es

V , ya tenemos nuestra aproximaión al valor medio de F (x, y, z) en el reinto R:
F ≈ 1

V

n
∑

i=1

F (xi, yi, zi)ViDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.8. INTEGRAL TRIPLE 305Finalmente, haemos que el largo, el anho y el alto de ada aja Ri tiendan a 0 a medidaque n tiende a in�nito, on lo ual ya tenemos el valor exato de F :
F = ĺım

n→∞

1

V

n
∑

i=1

F (xi, yi, zi)ViAhora denotamos
ĺım

n→∞

n
∑

i=1

F (xi, yi, zi)Vi =

∫∫∫

R

F (x, y, z) dx dy dz (7.27)y llamamos al término de la dereha de (7.27) integral triple de la funión ontinua
F (x, y, z) en R. Se puede demostrar que si F (x, y, z) es ontinua, la integral triple existe.Según lo que hemos visto:

F =
1

V

∫∫∫

R

F (x, y, z) dx dy dz7.8.3. Cálulo de la integral tripleLa de�niión (7.27) de integral triple es difíil de apliar en la prátia. Afortunadamente,al igual que suedía on la integral doble, el álulo de la integral triple se redue al álulode integrales de una sola variable. En este aso serán tres las integrales a alular. Veamosómo se hae.Observa la Figura 7.46(a). Hemos representado grá�amente las super�ies de�nidaspor dos funiones u(x.y) y v(x, y). El dominio D de ambas funiones está de�nido por lasfuniones g(x) y h(x), x ∈ [a, b], siendo g(x) ≤ h(x). En la Figura 7.46(b) hemos añadidoel fragmento de ilindro lateral para mostrar el sólido R limitado por ambas super�ies. Enlos puntos de R está de�nida la funión F (x, y, z) para la ual deseamos alular la integraltriple en R.Fijamos un valor ualquiera x ∈ [a, b]. La Figura 7.47 muestra las urvas que se obtienentomando en ambas super�ies diho valor onstante de x. Para ada x ∈ [a, b] �jo, el punto
(x, y, z) se enuentra en R si y ∈ [g(x), h(x)] y si z ∈ [u(x, y), v(x, y)], omo aparee en laFigura 7.47.Pues bien, la integral triple se alula omo sigue:

∫∫∫

R

F (x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

(

∫ h(x)

g(x)

(

∫ v(x,y)

u(x,y)
F (x, y, z) dz

)

dy

)

dx (7.28)Veamos qué operaiones enierra (7.28):Primero se alula la integral de F (x, y, z) en el intervalo [u(x, y), v(x, y)]respeto a la variable z, tomando x e y onstantes en F (x, y, z). El resultado esuna funión de x e y. Vamos a llamar, por ejemplo, S(x, y) a esta funión.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 7.46: Super�ies y volumen que de�nenDespués se alula la integral de S(x, y) en el intervalo [g(x), h(x)] respeto a lavariable y, tomando x omo onstante. El resultado es una funión de x. Vamos allamar por ejemplo I(x) a esta funión.Finalmente de alula la integral de I(x) en el intervalo [a, b] respeto a la variablex. El resultado es el valor de la integral triple de F (x, y, z) en R.Ejeriio 7.31 Sea F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 de�nida en el sólido R de�nido por los planos
x = 0, y = 0, z = 0, 2x + y + 3z = 6.1. Representa grá�amente el sólido R2. Calula las funiones S(x, y) e I(x)3. Calula la integral triple de F (x, y, z) en R utilizando los diferentes órdenes de inte-graión posibles.4. Calula el valor medio F de F (x, y, z) en R.5. Representa grá�amente la super�ie de nivel F (x, y, z) = FEjeriio 7.32 Calula el valor de la integral triple de F (x, y, z) = 1 en un sólido ualquiera
R. ¾Conlusión?Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.47: Seión para x = cte7.8.4. Coordenadas ilíndrias y esfériasEn el álulo de la integral triple de una funión F (x, y, z) en el reinto R, nos enon-tramos on un problema que ya se nos presentó en la integraión doble: ¾ómo alular laintegral si apliamos un ambio de variables? Un ambio de variable adeuado puede sim-pli�ar en gran medida los álulos de la integral. Por ejemplo, si el reinto de integraión
R es un ilindro irular (Figura 7.48(a)) o una esfera (Figura 7.48(b)), las funiones a o-loar omo límites de integraión al apliar (7.28) ontienen raíes uadradas, lo ual puedeompliar en gran medida la integraión.Ejeriio 7.33 Calula dihos límites de integraión los reintos de la Figura 7.48.En ambio, estos dos tipos de reintos pueden manejarse muho más fáilmente si, envez de utilizar oordenadas retangulares, utilizamos oordenadas ilíndrias en el primeraso y oordenadas esférias en el segundo. Veamos en qué onsisten ambos sistemas deoordenadas.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 7.48: Cilindro y esferaCoordenadas ilíndriasUn sistema de oordenadas es un modo de identi�ar de forma únia ada punto. Porejemplo, en el plano podemos loalizar ada punto P mediante sus oordenadas retangulares
(x, y) y también mediante sus oordenadas polares (ρ, θ). Además, podemos obtener x e ya partir de ρ y θ y vieversa:

{

x = ρ cos θ

y = ρ sen θ
⇐⇒

{

ρ =
√

x2 + y2

θ = arc tg
y

x

ρ ≥ 0 θ ∈ [0, 2π]
x, y ∈ R

(7.29)Pues bien, el sistema de oordenadas polares (7.29) nos da una idea para representar unpunto P (x, y, z) ualquiera del espaio: esribimos x e y en oordenadas polares, y mante-nemos la misma oordenada z. Así pues, el punto P (x, y, z) se representará en oordenadasilíndrias omo P (ρ, θ, z), donde la onversión entre uno y otro sistema de oordenadas seobtiene de (7.29). La Figura 7.49 muestra la representaión en oordenadas retangulares yilíndrias de un punto P .Este ambio de oordenadas puede simpli�ar el reinto de integraión. Por ejemplo (verFigura 7.50(a)), si el reinto R es el ilindro irular de�nido por las ondiiones x2 + y2 =
a2, 0 ≤ z ≤ H, el ambio de variables a oordenadas ilíndrias nos permitirá integrar enun sólido R′ más senillo (ver Figura 7.50(b)), de�nido por 0 ≤ θ ≤ 2π, ρ = a, 0 ≤ z ≤ H.Ejeriio 7.34 El sistema de oordenadas ilíndrias no sólo es útil para manejar másfáilmente super�ies ilíndrias. En ada uno de los siguientes apartados se de�ne un reinto
R en oordenadas retangulares. Se trata representar grá�amente R y el nuevo reinto R′que se obtiene al apliar el ambio a oordenadas ilíndrias (omo en la �gura 7.50).1. x2 + y2 = z2, z = 12. x2 − y2 = z − 2, x2 + y2 = 1Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.49: Coordenadas ilíndrias

Figura 7.50: Cilindro en oordenadas ilíndrias3. x2 + y2 = z, x2 + y2 = 1Ejeriio 7.35 (Coordenadas ilíndrias generalizadas.) Reordando ómo de�nimosel sistema de oordenadas polares generalizadas en el apartado 6, de�ne el sistema de oorde-nadas ilíndrias generalizadas. En ada uno de los siguientes apartados se de�ne un reinto
R en oordenadas retangulares. Se trata representar grá�amente R y el nuevo reinto R′que se obtiene al apliar el ambio a oordenadas ilíndrias generalizadas (omo en la �gura7.50).1. 2x2 + 3y2 = z2, , z = 0, z = 1.2. x2 + 5y2 = z, z = 0, z = 2.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



310 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLECoordenadas esfériasObserva la Figura 7.51. El punto P (x, y, z) se esribe en oordenadas esférias omo
P (θ, ϕ, r), siendo:











x = r sen ϕ cos θ

y = r sen ϕ sen θ

z = r cos ϕ

r ≥ 0, 0 ≥ ϕ ≤ π, 0 ≤ θ < 2π (7.30)

Figura 7.51: Coordenadas esfériasUna pregunta. ¾Por qué rees que el valor del parámetro ϕ osila dentro del intervalo
[0, π] en vez de en [0, 2π]?Ejeriio 7.36 A partir de (7.30), esribe los valores de θ, ϕ y r en funión de x, y, z.De este modo, (ver Figura 7.52(a)), si el reinto R es la esfera de�nida por x2 +y2 +z2 =
a2, el ambio de variables a oordenadas esférias nos permitirá integrar en un sólido R′ mássenillo (ver Figura 7.52(b)), de�nido por r = a.Ejeriio 7.37 El sistema de oordenadas esférias no sólo es útil para manejar más fáil-mente las super�ies esférias. En los siguientes apartados se de�ne un reinto R en o-ordenadas retangulares. Se trata representar grá�amente R y el nuevo reinto R′ que seobtiene al apliar el ambio a oordenadas esférias (omo en la �gura 7.52).1. x2 + y2 = z2, z = 12. x2 − y2 = z − 2, x2 + y2 = 1Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 7.52: Ejeriio 7.367.8.5. Cambio de variables de integraiónHemos de�nido dos ambios de variables que nos permiten esribir algunos tipos dereintos de integraión de un modo más simple (ilindros, esferas, onos, et). La preguntaes, ¾ómo se aplia un ambio de variables en el álulo de la integral triple? Pues se haede un modo muy pareido al de la integral doble. La Figura 7.53 representa un ambio devariables en tres dimensiones, en el que las variables (x, y, z) van a sustituirse por las nuevasvariables (u, v,w). El ambio de variables viene dado por tres funiones x = h(u, v,w), y =
g(u, v,w), z = s(u, v,w) de�nidas en R′, on derivadas pariales ontinuas, de tal modo quea ada punto (x, y, z) ∈ R le orresponda un únio (u, v,w) ∈ R′ y vieversa. Pues bien, si

Figura 7.53: Cambio de variables en R
3E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



312 CAPÍTULO 7. INTEGRAL MÚLTIPLEse umplen todas las hipótesis anteriores, la expresión (7.31) india ómo alular la integraldoble utilizando las nuevas variables (u, v,w) y el nuevo reinto de integraión R′:
∫∫∫

R

F (x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫

R′

F (h(u, v,w).g(u, v,w), s(u, v,w)) |J | du du dw (7.31)donde
J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

hu hv hw

gu gv gw

su sv sw

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(7.32)Observa que, al igual que en la integral doble, en la expresión del ambio de variable(7.31), aparee el valor absoluto del determinante Jaobiano J , pero ahora en tres dimen-siones. Según se ve en (7.32), J está formado por las derivadas pariales de las funiones
h(u, v,w), g(u, v,w) y s(u, v,w).Ejeriio 7.38 Demuestra que J = ρ para el ambio de variables a oordenadas ilíndriasy J = r2 sen ϕ para el ambio a oordenadas esférias. Usando (7.31) esribe en estos dosasos partiulares las expresiones del ambio de variables de integraión.7.8.6. Otras apliaiones de la integral tripleHemos visto ómo la integral triple de una funión ontinua F (x, y, z) en un dominio
R del espaio puede emplearse para alular el valor medio de F (x, y, z) y el volumen delsólido R (ejeriio 7.30). Ahora, si F (x, y, z) representa la densidad de masa en ada punto
(x, y, z) ∈ R, podemos razonar exatamente igual que para la integral doble, y utilizar laintegral triple en el álulo de la masa m ontenida en R, su entro de gravedad CG(xc, yc, zc)y el momento de ineria de R respeto a un eje:Masa:

M =

∫∫∫

R

F (x, y, z) dx dy dzCentro de gravedad:
xc =

∫∫∫

R
xF (x, y, z) dx dy dz

M

yc =

∫∫∫

R
y F (x, y, z) dx dy dz

M

zc =

∫∫∫

R
z F (x, y, z) dx dy dz

MDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



7.9. INTEGRAL TRIPLE DE FUNCIONES CONTINUAS POR SUBDOMINIOS 313Momentos de ineria de R respeto a los ejes OX, OY, OZ :

Ix =

∫∫∫

R

(y2 + z2)F (x, y, z) dx dy dz

Iy =

∫∫∫

R

(x2 + z2)F (x, y, z) dx dy dz

Iz =

∫∫∫

R

(x2 + y2)F (x, y, z) dx dy dze 82.7.9. Integral triple de funiones ontinuas por subdominiosLa siguiente disusión es idéntia a la que realizamos en el apartado 5 para la integraldoble. Hasta ahora hemos onsiderado la integral triple de una funión F (x, y, z) ontinuaen un dominio R. Sin embargo, a vees la funión F (x, y, z) está de�nida en un dominio dela forma R = R1 ∪ R2, donde R1 y R2 son reintos uya zona omún tiene volumen 0 y
F (x, y, z) es ontinua en ada uno de ellos individualmente, pero no es ontinua en R. Enestos asos, podemos de�nir la integral triple de la funión F (x, y, z) omo sigue:

∫∫∫

R

F (x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫

R1

F (x, y, z) dx dy dz +

∫∫∫

R2

F (x, y, z) dx dy dzSi, por ejemplo, F (x, y, z) es una distribuión de temperatura en ada punto de un sólido
R, es físiamente muy difíil que F (x, y, z) sea disontinua. Ahora bien, la disontinuidad de
F (x, y, z) es freuente, por ejemplo, uando F (x, y, z) representa la onentraión de materiaen ada punto (x, y, z) ∈ R. El reinto R puede ser una pieza onstruida on diferentesmateriales (aero, auho, aire, plástio, et) que tengan densidades de masa muy diferentes,on lo ual el álulo de la integral triple en R se redue a la suma de varias integrales triples.Esta de�niión puede usarse para el álulo del valor medio de una funión F (x, y, z), parael álulo del volumen R y en todas las apliaiones adiionales de la integral triple quehemos estudiado.Ejeriio 7.39 Considera el sólido R formado por un prisma triangular y un prisma retan-gular, uyas otas apareen en la Figura 7.54. Supongamos que ambos tienen una densidadde masa onstante, pero la del prisma triangular es doble que la del retangular.1. Calula la masa del sólido.2. Calula su entro de gravedad.3. ¾Respeto a qué eje oordenado será más fáil haer que gire el sólido?
E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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Figura 7.54: Ejeriio 7.39
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