Capitulo 7

Problemas de Integracion Miltiple

(En los problemas marcados con el icono es conveniente usar de un programa de
ordenador para la representacion grafica de funciones, por ejemplo Winplot).

7.1. INTEGRAL DOBLE

1. Calcular una expresion analitica de todas las superficies que definen cada uno de los
solidos que aparecen en las figuras.
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2. Representar graficamente el solido definido por las condiciones indicadas, y calcu-
lar su volumen.
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52 CAPITULO 7. PROBLEMAS DE INTEGRACION MULTIPLE

a) Z =

%,0§x§4,0§y§2,z=0 b)z2=6-2y, 0<a<4, 0<y<2, z=0

c)z=4d—z—y,y=z,y=2,2=0,2=0 d)z=4, y=z, y=0, =2, 2=0

e)2x+3y+42=12, =0, y=0, 2=0 fz=1l—-ay, y=z, 2=0,y=1, 2=0

yy=x, x=0,2=0 h)yz=e 2 ,0<z<00, 0<y<oo, 2z=0

3. Representar graficamente el recinto de integracion D, calcular el valor de la integral
y escribirla cambiando el orden de integracion.

VaZ—z2 1 y—1
/ dm/ (14 2z +2y)dy / dm/ (x+y)dy e)/ dy/ "V dx
—a VaZ—z2 0 0
6 3 1 0 4 VU
b)/ dy/ (x +y)dx d)/ dy/ " dx f)/ dy/ z?y? da
0 y/2 0 y—1 0 y/2

4. En los ejercicios siguientes, calcular la integral doble en el recinto indicado em-
pleando coordenadas polares.

a) z=x+y, 22 +y? <4, >0, y>0

ac2+y2

b) z=e 2 , 2?2 +9y> <252 >0

c) z:arctg(g), 24+ <25 >0
x

d) 2’29—.%'2—:1/2, $2+y2§97 xZOa yZO

5. Las siguientes figuras muestran ciertos recintos planos. Escribir los limites de integra-
cion para una funcion z(z,y), utilizando coordenadas rectangulares y polares. ;En qué
casos emplearias uno u otro tipo de coordenadas?.
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7.1. INTEGRAL DOBLE 93

[m]
6. En los siguientes ejercicios, calcular el valor de la integral doble indicada, identi-
ficando el recinto de integracion y pasando a coordenadas polares.

a v a2—y? 2 V2x—1x2 2 \/8—y2
a) / dy / ydx c) / dx / xydy e) / dy / Va2 +y?dx
0 0 0 0 0 v
3 V9—z2 a Va?—x2 4 VAy—y2
b) / dm/ (2% + >3 %dy d) / d:c/ xdy f) / dy/ 22 dx
0 0 0 0 0 0

[m]
7. Calcular el 4rea de la region del paraboloide z = 14 22 44?2, limitada por el plano
z = c. Calcular el volumen del sélido limitado por ambas superficies.

(]
8. Calcular el area de la porcién del plano z = 2 —  — y recortada por el cilindro
> +22=1,2>0,y>0, 2>0.

9. Hemos recortado una lamina metélica siguiendo una curva parabolica (ver figura).
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54 CAPITULO 7. PROBLEMAS DE INTEGRACION MULTIPLE

Se pide:

a) Obtener la ecuacion de la parabola.

b) Calcular el centro de gravedad M, suponiendo que la densidad d(z,y) en cada
punto es constante.

¢) Supongamos ahora que la densidad d(x,y) no es constante. Considerar las si-
guientes funciones:

dl(xay) = k?fE, dz(fE,y) = k‘CCy, dg(fE,y) = k|$_y|a d4(:c,y) = k(4_$)(4_y)

Interpretar el significado de cada una de ellas, el de su gradiente y el de sus curvas
de nivel. Estudiar el modo en que el centro de gravedad cambia dependiendo de
la funcién considerada.

7.2. INTEGRAL TRIPLE

10. En los siguientes ejercicios, utilizar la integral triple para calcular el volumen del
solido limitado por las condiciones indicadas.

a)r=4—y? 2=0, z==x d)z=4—2% y=4—2% 2>0,y>0, 2>0
b)z=ay, =0, =1, y=0,y=1 e z=9-2% y=2—2, y=0,2=0, >0

c)z=36—22—y% 2=0 f)z=2?+4y% 2=0,2=1,9y=0,y=1

11. En los siguientes ejercicios dibujar un esbozo del s6lido cuyo volumen representa la
integral triple y reescribirla en el orden de integracion indicado.

12— 395 12—3z—4y 1 1 \/@

/d:c/ dy/ C)/dy/d:c/
0 Y 0

nuevo orden: [dz [dz [dy nuevo orden: [dz [dy [ dz

V9—z2 —z—y Y —4302
/ dx / / dz / dx / dy /
2x
nuevo orden: [dy [dx [ dz nuevo orden: [dz [dy [ dx
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. . . . 2 2 2
12. 23 Calcular el volumen del solido limitado por las superficies = + y* = 2°, z° = ¢*.
13. Expresar en coordenadas cilindricas los s6lidos del ejercicio 1.

14. Completar la siguiente tabla, expresando las coordenadas de cada punto en los dife-
rentes sistemas:

Coordenadas cartesianas | Coordenadas cilindricas | Coordenadas esféricas

(z,y,2) 0,p,2) (0,0,7)
(0.096,0.116, 0. 45)

(1.44,2.35,3.3)

(1.445,1.57,1.85)

(5.4,1.75,—2.7)

(—0.66, —0.216, 1. 15)

(2.57,2.1,1.85)

15. En cada uno de los siguientes ejercicios, dibujar un esbozo del sélido cuyo volumen
en coordenadas cilindricas viene expresado por la integral indicada.

/2 3 r 2m V3 3—r2
a) / d9/ dr/ rdz b) / d9/ dr/ rdz
0 0 0 0 0 0

16. En cada uno de los siguientes ejercicios, dibujar un esbozo del sélido cuyo volumen
en coordenadas esféricas viene expresado por la integral indicada.

2m /2 4 2T 0 5
a) / d@/ dgo/ p? sen pdp b) / d9/ dgp/ p? sen pdp
0 /6 0 0 /6 2

[m]
17. Supongamos que la densidad puntual en cada punto P del sélido de la figura es
proporcional al cuadrado de la distancia de P al origen. Se pide:

a) Interpretar en significado de la funcion de densidad.
b) Calcular el gradiente de la funcién de densidad e interpretarlo.

¢) Calcular la masa del sélido.
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56 CAPITULO 7. PROBLEMAS DE INTEGRACION MULTIPLE

(]
18. Dado el cilindro parabdlico representado en la figura, se pide:

a) Calcular el centro de gravedad, suponiendo que la densidad puntual d(z,y, z) es
constante.

b) Supongamos ahora que la densidad d(z,y,z) no es constante. Considerar las
siguientes funciones:

dl(xayaz) = kSC, d2(x7y7 Z) = kya d3(‘r7y7 Z) = kZ,d4($,y, Z) = k(y + 2)

Interpretar el significado de cada una de ellas, el de su gradiente y el de sus super-
ficies de nivel. Estudiar el modo en que el centro de gravedad cambia dependiendo
de la funcién considerada.
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