
Capítulo 7Problemas de Integra
ión Múltiple
(En los problemas mar
ados 
on el i
ono es 
onveniente usar de un programa deordenador para la representa
ión grá�
a de fun
iones, por ejemplo Winplot).

7.1. INTEGRAL DOBLE1. Cal
ular una expresión analíti
a de todas las super�
ies que de�nen 
ada uno de lossólidos que apare
en en las �guras.

2. Representar grá�
amente el sólido de�nido por las 
ondi
iones indi
adas, y 
al
u-lar su volumen. 51



52 CAPÍTULO 7. PROBLEMAS DE INTEGRACIÓN MÚLTIPLEa) Z =
y

2
, 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2, z = 0 b) z = 6 − 2y, 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2, z = 0
) z = 4 − x − y, y = x, y = 2, x = 0, z = 0 d) z = 4, y = x, y = 0, x = 2, z = 0e) 2x + 3y + 4z = 12, x = 0, y = 0, z = 0 f) z = 1 − xy, y = x, x = 0, y = 1, z = 0g) z = 4 − y2, y = x, x = 0, z = 0 h) z = e−

x+y

2 , 0 ≤ x < ∞, 0 ≤ y < ∞, z = 0

3. Representar grá�
amente el re
into de integra
ión D, 
al
ular el valor de la integraly es
ribirla 
ambiando el orden de integra
ión.a) ∫ 2

0

dx

∫ 1

0

(1 + 2x + 2y) dy 
) ∫ a

−a
dx

∫

√

a2
−x‘2

−

√

a2
−x2

(x + y) dy e) ∫ 1

0

dy

∫ y−1

0

ex+y dxb) ∫ 6

0

dy

∫ 3

y/2

(x + y) dx d) ∫ 1

0

dy

∫ 0

y−1

ex+y dx f) ∫ 4

0

dy

∫

√
y

y/2

x2y2 dx

4. En los ejer
i
ios siguientes, 
al
ular la integral doble en el re
into indi
ado em-pleando 
oordenadas polares.a) z = x + y, x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0b) z = e−
x
2
+y

2

2 , x2 + y2 ≤ 25, x ≥ 0
) z = arc tg
(y

x

)

, x2 + y2 ≤ 25, x ≥ 0d) z = 9 − x2 − y2, x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≥ 05. Las siguientes �guras muestran 
iertos re
intos planos. Es
ribir los límites de integra-
ión para una fun
ión z(x, y), utilizando 
oordenadas re
tangulares y polares. ¾En qué
asos emplearías uno u otro tipo de 
oordenadas?.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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6. En los siguientes ejer
i
ios, 
al
ular el valor de la integral doble indi
ada, identi-�
ando el re
into de integra
ión y pasando a 
oordenadas polares.a) ∫ a

0

dy

∫

√
a2

−y2

0

y dx 
) ∫ 2

0

dx

∫

√

2x−x2

0

xy dy e) ∫ 2

0

dy

∫

√
8−y2

y

√

x2 + y2 dxb) ∫ 3

0

dx

∫

√

9−x2

0

(x2 + y2)3/2 dy d) ∫ a

0

dx

∫

√

a2
−x2

0

x dy f) ∫ 4

0

dy

∫

√
4y−y2

0

x2 dx7. Cal
ular el área de la región del paraboloide z = 1+x2 +y2, limitada por el plano
z = c. Cal
ular el volumen del sólido limitado por ambas super�
ies.8. Cal
ular el área de la por
ión del plano z = 2 − x − y re
ortada por el 
ilindro
x2 + z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.9. Hemos re
ortado una lámina metáli
a siguiendo una 
urva parabóli
a (ver �gura).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Se pide:a) Obtener la e
ua
ión de la parábola.b) Cal
ular el 
entro de gravedad M, suponiendo que la densidad d(x, y) en 
adapunto es 
onstante.
) Supongamos ahora que la densidad d(x, y) no es 
onstante. Considerar las si-guientes fun
iones:
d1(x, y) = kx, d2(x, y) = kxy, d3(x, y) = k|x− y|, d4(x, y) = k(4−x)(4− y)Interpretar el signi�
ado de 
ada una de ellas, el de su gradiente y el de sus 
urvasde nivel. Estudiar el modo en que el 
entro de gravedad 
ambia dependiendo dela fun
ión 
onsiderada.7.2. INTEGRAL TRIPLE10. En los siguientes ejer
i
ios, utilizar la integral triple para 
al
ular el volumen delsólido limitado por las 
ondi
iones indi
adas.a) x = 4 − y2, z = 0, z = x d) z = 4 − x2, y = 4 − x2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0b) z = xy, x = 0, x = 1, y = 0, y = 1 e) z = 9 − x2, y = 2 − x, y = 0, z = 0, x ≥ 0
) z = 36 − x2 − y2, z = 0 f) z = x2 + y2, x = 0, x = 1, y = 0, y = 111. En los siguientes ejer
i
ios dibujar un esbozo del sólido 
uyo volumen representa laintegral triple, y rees
ribirla en el orden de integra
ión indi
ado.a) ∫ 4

0

dx

∫ 4−x

2

0

dy

∫
12−3x−4y

4

0

dz 
) ∫ 1

0

dy

∫ 1

y
dx

∫

√
1−y2

0

dznuevo orden: ∫

dz
∫

dx
∫

dy nuevo orden: ∫

dx
∫

dy
∫

dzb) ∫

3

0

dx

∫

√

9−x2

0

dy

∫

6−x−y

0

dz d) ∫

2

0

dx

∫

4

2x
dy

∫

√
y2

−4x2

0

dznuevo orden: ∫

dy
∫

dx
∫

dz nuevo orden: ∫

dz
∫

dy
∫

dxDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



7.2. INTEGRAL TRIPLE 5512. Cal
ular el volumen del sólido limitado por las super�
ies x2 + y2 = z2, z2 = c2.13. Expresar en 
oordenadas 
ilíndri
as los sólidos del ejer
i
io 1.14. Completar la siguiente tabla, expresando las 
oordenadas de 
ada punto en los dife-rentes sistemas:Coordenadas 
artesianas Coordenadas 
ilíndri
as Coordenadas esféri
as
(x, y, z) (θ, ρ, z) (θ, ϕ, r)

(0. 096, 0. 116, 0. 45)

(1. 44, 2. 35, 3. 3)

(1. 445, 1. 57, 1. 85)

(5. 4, 1. 75,−2. 7)

(−0. 66,−0. 216, 1. 15)

(2. 57, 2. 1, 1. 85)15. En 
ada uno de los siguientes ejer
i
ios, dibujar un esbozo del sólido 
uyo volumenen 
oordenadas 
ilíndri
as viene expresado por la integral indi
ada.a) ∫ π/2

0

dθ

∫

3

0

dr

∫ r

0

r dz b) ∫

2π

0

dθ

∫

√

3

0

dr

∫

3−r2

0

r dz16. En 
ada uno de los siguientes ejer
i
ios, dibujar un esbozo del sólido 
uyo volumenen 
oordenadas esféri
as viene expresado por la integral indi
ada.a) ∫ 2π

0

dθ

∫ π/2

π/6

dϕ

∫ 4

0

ρ2 senϕdρ b) ∫ 2π

0

dθ

∫ π

π/6

dϕ

∫ 5

2

ρ2 sen ϕdρ17. Supongamos que la densidad puntual en 
ada punto P del sólido de la �gura espropor
ional al 
uadrado de la distan
ia de P al origen. Se pide:a) Interpretar en signi�
ado de la fun
ión de densidad.b) Cal
ular el gradiente de la fun
ión de densidad e interpretarlo.
) Cal
ular la masa del sólido.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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18. Dado el 
ilindro parabóli
o representado en la �gura, se pide:a) Cal
ular el 
entro de gravedad, suponiendo que la densidad puntual d(x, y, z) es
onstante.b) Supongamos ahora que la densidad d(x, y, z) no es 
onstante. Considerar lassiguientes fun
iones:
d1(x, y, z) = kx, d2(x, y, z) = ky, d3(x, y, z) = kz, d4(x, y, z) = k(y + 2)Interpretar el signi�
ado de 
ada una de ellas, el de su gradiente y el de sus super-�
ies de nivel. Estudiar el modo en que el 
entro de gravedad 
ambia dependiendode la fun
ión 
onsiderada.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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