Capitulo 5

Problemas de integracion

(En los problemas marcados con el icono es conveniente usar de un programa de
ordenador para la representacion grafica de funciones, por ejemplo Winplot).

5.1. Integrales

1. = Para definir el valor de la integral de una funciéon y(x) continua en [a, b], hemos
seguido el siguiente proceso (ver figura):

/ Ly
/= 1] “

» Dividir [a,blen subintervalos [zy,zp+1] K =0,...,n — 1, donde la distancia entre

Tp y Tpeq esigual a h = (b—a)/n.

» Calcular T'(h) = Zz;é hy(zx), 2k € [Tk, xg41]- Siy(x) > 0, T'(h) es aproximada-
mente el area A limitada por la curva y(z) y el eje OX, x € [a, b].
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36 CAPITULO 5. PROBLEMAS DE INTEGRACION

» A medida que h se acerca a 0, T'(h) se aproxima més al valor de A. Por tanto:

b
}lll'rr%)T(h) = / y(z)dr = A

Ahora bien, ;podiamos haber dividido el intervalo [a,b] de otro modo para conseguir
también convergencia hacia el valor A del area?. Estudia las dos situaciones siguientes
y extrae conclusiones:

a) Tomamos siempre como primer subintervalo [a, (a + b)/2], es decir, la mitad iz-
quierda de [a, b]. Luego, el restante [(a + b)/2, b] lo vamos dividiendo en subinter-
valos de igual longitud (ver figura).

AN |/
% %

/
/

b) Aproximamos el drea de un cuadrado mediante circulos (ver figura). Las aproxi-
maciones, json cada vez mas exactas?.

rFeYo o
A 4L

(=]
2. Calcula el valor medio de la funcién y(x) en [0, ¢|. Estudia el crecimiento de este
valor medio y su convergencia cuando ¢ tiende a infinito.

(2) r si0<x<1
xTr) =
Y 1 siz>1

—\

N .
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5.1. INTEGRALES 37

3. Decide si la siguiente afirmacion es cierta: "Supongamos que y(z) es una funcioén con-
tinua en R tal que su integral es nula en todo intervalo [a, b]. Entonces, y(z) = 0 para
todo x real”.

4. Sean y(x), u(x) dos funciones cuyas dos primeras derivadas son continuas y tales que
y(x) < u(x) para todo z. ;Cuéles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

a) y'(z) < /(x) para todo x
b) y'(x) < u(x) para todo x
c) f; y(z)de < f x) dx para todo intervalo [a, b]

5. Sea y(x) una funcién continua en [0,2], tal que 2 < y(z) < 4. Acota el valor de la
media de y(x).

6. ;Cuales de los siguientes valores no es nulo?:

a)/ sen® z dx b)/ 2% sen x da c)/ cos x dx d)/ cos® x dx e)/ cos® x dx
0

— — — —

7. Las graficas adjuntas muestran el espacio E(t) recorrido por dos vehiculos en el inter-
valo de tiempo [a,b]. Se pide:

E(t)

ol

a) Para cada unos de ellos, la aceleracion media ;ha sido positiva o negativa?

b) Supongamos que la velocidad en ¢ = a de uno de los vehiculos era de 70 Km/h
y en t = b de 40 Km/h; para el otro vehiculo, la velocidad en ¢t = a fue de 12
Km/h y en t = b de 35 Km/h. Identifica qué par de datos se corresponden con
cada grafica.

¢) Representa cada par de datos de velocidades sobre la correspondiente gréfica.

d) Si los vehiculos circulan durante 15 segundos, jcual es el valor de la aceleracion
media de cada vehiculo?.
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38 CAPITULO 5. PROBLEMAS DE INTEGRACION

(=]
8. Obtén los valores medios de las funciones y(x) = z, y(r) = 22, y(zr) = 2° en

el intervalo [0, 1]. Generaliza el resultado para obtener el valor medio en el mismo
intervalo de la funciéon y(z) = 2™. ;Qué puede decirse de este valor medio a medida
que n se hace més y mas grande?. ;Puede explicarse este resultado a partir de la
grafica de y(x) = 2"7?.

9. Obteén los valores medios de las funciones y(z) = /2, y(z) = z'/3 en el intervalo
[0,1]. Generaliza el resultado para obtener el valor medio en el mismo intervalo de
la funcion y(z) = /™. ;Queé puede decirse de este valor medio a medida que n se
hace mas y méas grande?. ;jPuede explicarse este resultado a partir de la gréifica de
y(x) = z'/72.

10. Calcula el valor medio de las siguientes funciones en los intervalos indicados.

a

b

y(x) =, en [—1,1]
y()—x —x,en [—1,1]
c) Yy

d

() =senx, en [—m, 7]

)
)
)
) iPor qué ha resultado tan sencillo calcular estos valores medios?. jPuedes gene-
ralizar el resultado?.

11. Supongamos que 523 + 40 = fax y(z) dz. Calcula y(z) y el valor de a. ;Qué hipotesis
han sido necesarias?.

12. Calcula: el domino de G(z), G'(x), G(4) y G(—4), siendo G(z) = [; V16 — 22 d=.
. Qué significan G(4) y G(—4)?. Generaliza este resultado.

13. Demuestra que G(z) es derivable, calcula G'(z), y estudia el crecimiento de G(z),

2
siendo G(z) = [ e*” dz. Generaliza este resultado.

14. El teorema fundamental del Célculo Infinitesimal asegura que si la funcion y(z) es
continua en [a, b, entonces la funcion

es derivable en todo x € (a,b), y G'(z) = y(z), aunque la funciéon y(x) no sea derivable
en (a,b). Asi pues, la operacion de integracion nos permite construir una funciéon
derivable G(x) a partir de una funciéon y(z) que solamente sea continua. Pues bien, en
algunos casos también podemos construir mediante integracion una funciéon H(x) que
sea continua a partir de una funcion y(x) que no lo sea. Se pide:
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5.1. INTEGRALES 39

¥ (x) v (%)

G(x) H (%)

b‘ -
m - ——-—-

a) Explica segun la grafica el significado de H(x). ;Crees que H (z) sera una funcion
continua?. ;Por qué?.

[m]

b) Para la siguiente funcion discontinua y(x), construye por integracién una
funcion continua H(x). Luego, mediante el mismo proceso aplicado a H(z) cons-
truye una funcion derivable G(z). Representa graficamente todas estas funciones.

p si0<x<1
xr) =
y(z) {q Sl<z<? (p#q)

15. Se planea suspender un cable de alta tension entre dos postes separados 180
metros. El punto méas bajo del cable debe estar a una altura de 100 metros para
quedar a una distancia de seguridad del tejado de unas viviendas situadas debajo.
Utilizar la funcion y(z) = acosh(x/a) para modelizar la curva que describe el cable.
Calcular:

a) El pardmetro a de la curva.

b) La longitud del cable.

c¢) La altura de los postes.

d) Generalizar el resultado. Calcular la longitud de un arco de catenaria de parame-

tro a, tendido entre dos postes de igual altura situados a una distancia 2d.

16. Considerar la region plana D limitada por las graficas de dos funciones y(z), z(z).
Supongamos que D gira alrededor del eje OX. Se pide:
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40 CAPITULO 5. PROBLEMAS DE INTEGRACION

y(x)

a) Calcular el area de la superficie de revolucion obtenida.
b) Calcular el volumen del solido revoluciéon obtenido.

c¢) Aplicar estos resultados si la region D es un circulo localizado por encima del eje
OX.

17. La superficie de vidrio de una bombilla se va a modelizar haciendo girar alrededor
del eje OX la grafica de la funcion y = %xl/Q —232 0<x< 1/3, donde z se expresa
en metros (ver figura). Calcular la cantidad de vidrio que necesitara cada bombilla, si
el espesor serd de 0.5 mm.

0.1 nz2 03

18. Sabemos que si un objeto se desplaza en linea recta una cierta distancia D por la
accion de una fuerza constante F', entonces el trabajo T efectuado por F' viene dado
por T'= F'- D. Supongamos ahora que el objeto se mueve en linea recta, pero sometido
a una fuerza continua y variable F'(x), donde = es la posicion. Calcula el trabajo T
efectuado por F. Aplicar el resultado en las siguientes situaciones:

a) Sabemos que la fuerza F necesaria para comprimir o estirar un muelle es propor-
cional al desplazamiento producido respecto a su posiciéon de reposo. Supongamos
que tenemos un muelle que mide 0. 25 m en reposo, y que para comprimirlo 0. 05
m ha debido aplicarse una fuerza de 3 N (N=Kg (m/seg2)). Calcular el trabajo
realizado por la fuerza. Calcular el trabajo realizado por la fuerza para compri-
mirlo 3 cm més.
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5.1. INTEGRALES 41

19.

20.

21.

b) Supongamos que una fuerza F traslada un objeto desde x = 0 hasta = 6. La
figura adjunta representa la grafica de F'. Calcular el trabajo T'(z) efectuado por
F', donde z es un punto cualquiera del trayecto.

¢) Relacionar el valor medio de la fuerza F'(x) con el trabajo que realiza.

6.0+

5ot

404 FG)

a0t

204

Lot
. . . | . L=
10 20 30 40 50 60

[m]
Supongamos que la longitud L cierta curva representada por la funcién derivable
y(x) viene dada por la siguiente expresion:

1 472
L= 1+ ————=d
/—1 \ * (1+22)2 !

. Es posible determinar y(x)?. ;Qué hipotesis podrian anadirse para poder determinar
y(x)?. Calcula aproximadamente el valor de L, acotando el error cometido.

[m]

En los siguientes apartados aparece el valor del volumen de un sélido de revoluciéon
obtenido cuando cierta curva gira alrededor del eje OX. Para cada uno, obtener la
correspondiente funcion y(x) y dibujar el solido.

a)ﬂ/oh (%)2dx b)ﬂ/oh r2 da c)ﬂ/_:(TQ—xQ)dx d)w/_bb (1—”5—5) dz

La tabla y la grafica adjuntas representan 13 valores de una funcion y(x). Supongamos
que la curva gira alrededor del eje OX. Calcula de forma aproximada el volumen del
solido generado.
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x| 0.001]013]025038]050]063]0.75]088|1.0011.13|1.25]1.38]| 1.50
y | 1.00 | 0.98 | 0.94 | 0.88 | 0.80 | 0.72 | 0.64 | 0.57 | 0.50 | 0.44 | 0.39 | 0.35 | 0.31
E o)
22. Discutir el valor de/ d—f, donde r es un parametro real.
1 xT
E 1
23. Calcular / du
0 1—=2
24. Calcular
1 /2 dx 2)/ dx 3) /”/2 cos x dx
1 v/br—2 et 41 0 V1 +sen?z

T dr
1+ 24

4>/01

7 /”/2 xdx
x4 sen?x

(42% — 4z — 3)dx
10) / (2 4+ 1)(z —2)

13) / sen4x cos2x dx

16) / sen' 5 dx

a fa2 _ 2
19)/ VEZT o
0 xT

5) /x2 Inx dx

8)/x-2xdx

11)/(3x2—4x+6)da@

(1)

14) / sen 5z sen 3z dx
17) /w(5x2 —3)30 dy

w/4
20) / arctg i
0
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dx

™
6) / e’ sen x dx
o

9) /
12) /

15) / Va2 —z2dr
0

18) /04

(5 —z)dz
(2 —1)

Vo +4
dx
x

(1+x)dz
1+
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