
Capítulo 5Problemas de integra
ión
(En los problemas mar
ados 
on el i
ono es 
onveniente usar de un programa deordenador para la representa
ión grá�
a de fun
iones, por ejemplo Winplot).

5.1. Integrales1. Para de�nir el valor de la integral de una fun
ión y(x) 
ontinua en [a, b], hemosseguido el siguiente pro
eso (ver �gura):

Dividir [a, b]en subintervalos [xk, xk+1] k = 0, . . . , n − 1, donde la distan
ia entre
xk y xk+1 es igual a h = (b − a)/n.Cal
ular T (h) =

∑n−1

k=0
hy(zk), zk ∈ [xk, xk+1]. Si y(x) ≥ 0, T (h) es aproximada-mente el área A limitada por la 
urva y(x) y el eje OX, x ∈ [a, b].35



36 CAPÍTULO 5. PROBLEMAS DE INTEGRACIÓNA medida que h se a
er
a a 0, T (h) se aproxima más al valor de A. Por tanto:
ĺım
h→0

T (h) =

∫ b

a
y(x) dx = AAhora bien, ¾podíamos haber dividido el intervalo [a, b] de otro modo para 
onseguirtambién 
onvergen
ia ha
ia el valor A del área?. Estudia las dos situa
iones siguientesy extrae 
on
lusiones:a) Tomamos siempre 
omo primer subintervalo [a, (a + b)/2], es de
ir, la mitad iz-quierda de [a, b]. Luego, el restante [(a+ b)/2, b] lo vamos dividiendo en subinter-valos de igual longitud (ver �gura).

 
b) Aproximamos el área de un 
uadrado mediante 
ír
ulos (ver �gura). Las aproxi-ma
iones, ¾son 
ada vez más exa
tas?.
 
2. Cal
ula el valor medio de la fun
ión y(x) en [0, c]. Estudia el 
re
imiento de estevalor medio y su 
onvergen
ia 
uando c tiende a in�nito.
y(x) =

{

x si 0 ≤ x ≤ 1

1 si x > 1Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



5.1. INTEGRALES 373. De
ide si la siguiente a�rma
ión es 
ierta: �Supongamos que y(x) es una fun
ión 
on-tinua en R tal que su integral es nula en todo intervalo [a, b]. Enton
es, y(x) = 0 paratodo x real�.4. Sean y(x), u(x) dos fun
iones 
uyas dos primeras derivadas son 
ontinuas y tales que
y(x) ≤ u(x) para todo x. ¾Cuáles de las siguientes a�rma
iones son 
iertas?a) y′(x) ≤ u′(x) para todo xb) y′′(x) ≤ u′′(x) para todo x
) ∫ b

a y(x) dx ≤
∫ b
a u(x) dx para todo intervalo [a, b]5. Sea y(x) una fun
ión 
ontinua en [0, 2], tal que 2 ≤ y(x) ≤ 4. A
ota el valor de lamedia de y(x).6. ¾Cuales de los siguientes valores no es nulo?:

a)

∫ α

−α
sen3 x dx b)

∫ α

−α
x2 sen x dx c)

∫ α

0

cos x dx d)

∫ α

−α
cos3 x dx e)

∫ α

−α
cos2 x dx7. Las grá�
as adjuntas muestran el espa
io E(t) re
orrido por dos vehí
ulos en el inter-valo de tiempo [a, b]. Se pide:

 


a) Para 
ada unos de ellos, la a
elera
ión media ¾ha sido positiva o negativa?b) Supongamos que la velo
idad en t = a de uno de los vehí
ulos era de 70 Km/hy en t = b de 40 Km/h; para el otro vehí
ulo, la velo
idad en t = a fue de 12Km/h y en t = b de 35 Km/h. Identi�
a qué par de datos se 
orresponden 
on
ada grá�
a.
) Representa 
ada par de datos de velo
idades sobre la 
orrespondiente grá�
a.d) Si los vehí
ulos 
ir
ulan durante 15 segundos, ¾
uál es el valor de la a
elera
iónmedia de 
ada vehí
ulo?.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



38 CAPÍTULO 5. PROBLEMAS DE INTEGRACIÓN8. Obtén los valores medios de las fun
iones y(x) = x, y(x) = x2, y(x) = x3 enel intervalo [0, 1]. Generaliza el resultado para obtener el valor medio en el mismointervalo de la fun
ión y(x) = xn. ¾Qué puede de
irse de este valor medio a medidaque n se ha
e más y más grande?. ¾Puede expli
arse este resultado a partir de lagrá�
a de y(x) = xn?.9. Obtén los valores medios de las fun
iones y(x) = x1/2, y(x) = x1/3 en el intervalo
[0, 1]. Generaliza el resultado para obtener el valor medio en el mismo intervalo dela fun
ión y(x) = x1/n. ¾Qué puede de
irse de este valor medio a medida que n seha
e más y más grande?. ¾Puede expli
arse este resultado a partir de la grá�
a de
y(x) = x1/n?.10. Cal
ula el valor medio de las siguientes fun
iones en los intervalos indi
ados.a) y(x) = x, en [−1, 1]b) y(x) = x3 − x, en [−1, 1]
) y(x) = sen x, en [−π, π]d) ¾Por qué ha resultado tan sen
illo 
al
ular estos valores medios?. ¾Puedes gene-ralizar el resultado?.11. Supongamos que 5x3 + 40 =

∫ x
a y(z) dz. Cal
ula y(x) y el valor de a. ¾Qué hipótesishan sido ne
esarias?.12. Cal
ula: el domino de G(x), G′(x), G(4) y G(−4), siendo G(x) =

∫ x
0

√
16 − z2 dz.¾Qué signi�
an G(4) y G(−4)?. Generaliza este resultado.13. Demuestra que G(x) es derivable, 
al
ula G′(x), y estudia el 
re
imiento de G(x),siendo G(x) =

∫ x2

0
ez2

dz. Generaliza este resultado.14. El teorema fundamental del Cál
ulo In�nitesimal asegura que si la fun
ión y(x) es
ontinua en [a, b], enton
es la fun
ión
G(x) =

∫ x

a
y(z) dzes derivable en todo x ∈ (a, b), y G′(x) = y(x), aunque la fun
ión y(x) no sea derivableen (a, b). Así pues, la opera
ión de integra
ión nos permite 
onstruir una fun
iónderivable G(x) a partir de una fun
ión y(x) que solamente sea 
ontinua. Pues bien, enalgunos 
asos también podemos 
onstruir mediante integra
ión una fun
ión H(x) quesea 
ontinua a partir de una fun
ión y(x) que no lo sea. Se pide:Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



5.1. INTEGRALES 39

 
a) Expli
a según la grá�
a el signi�
ado de H(x). ¾Crees que H(x) será una fun
ión
ontinua?. ¾Por qué?.b) Para la siguiente fun
ión dis
ontinua y(x), 
onstruye por integra
ión unafun
ión 
ontinua H(x). Luego, mediante el mismo pro
eso apli
ado a H(x) 
ons-truye una fun
ión derivable G(x). Representa grá�
amente todas estas fun
iones.
y(x) =

{

p si 0 ≤ x ≤ 1

q si 1 < x ≤ 2
(p 6= q)

15. Se planea suspender un 
able de alta tensión entre dos postes separados 180metros. El punto más bajo del 
able debe estar a una altura de 100 metros paraquedar a una distan
ia de seguridad del tejado de unas viviendas situadas debajo.Utilizar la fun
ión y(x) = a cosh(x/a) para modelizar la 
urva que des
ribe el 
able.Cal
ular:a) El parámetro a de la 
urva.b) La longitud del 
able.
) La altura de los postes.d) Generalizar el resultado. Cal
ular la longitud de un ar
o de 
atenaria de paráme-tro a, tendido entre dos postes de igual altura situados a una distan
ia 2d.16. Considerar la región plana D limitada por las grá�
as de dos fun
iones y(x), z(x).Supongamos que D gira alrededor del eje OX. Se pide:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



40 CAPÍTULO 5. PROBLEMAS DE INTEGRACIÓN

a) Cal
ular el área de la super�
ie de revolu
ión obtenida.b) Cal
ular el volumen del sólido revolu
ión obtenido.
) Apli
ar estos resultados si la región D es un 
ír
ulo lo
alizado por en
ima del eje
OX.17. La super�
ie de vidrio de una bombilla se va a modelizar ha
iendo girar alrededordel eje OX la grá�
a de la fun
ión y = 1

3
x1/2 −x3/2, 0 ≤ x ≤ 1/3, donde x se expresaen metros (ver �gura). Cal
ular la 
antidad de vidrio que ne
esitará 
ada bombilla, siel espesor será de 0. 5 mm.

18. Sabemos que si un objeto se desplaza en línea re
ta una 
ierta distan
ia D por laa

ión de una fuerza 
onstante F , enton
es el trabajo T efe
tuado por F viene dadopor T = F ·D. Supongamos ahora que el objeto se mueve en línea re
ta, pero sometidoa una fuerza 
ontinua y variable F (x), donde x es la posi
ión. Cal
ula el trabajo Tefe
tuado por F . Apli
ar el resultado en las siguientes situa
iones:a) Sabemos que la fuerza F ne
esaria para 
omprimir o estirar un muelle es propor-
ional al desplazamiento produ
ido respe
to a su posi
ión de reposo. Supongamosque tenemos un muelle que mide 0. 25 m en reposo, y que para 
omprimirlo 0. 05m ha debido apli
arse una fuerza de 3N (N=Kg (m/seg2)). Cal
ular el trabajorealizado por la fuerza. Cal
ular el trabajo realizado por la fuerza para 
ompri-mirlo 3 
m más.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



5.1. INTEGRALES 41b) Supongamos que una fuerza F traslada un objeto desde x = 0 hasta x = 6. La�gura adjunta representa la grá�
a de F . Cal
ular el trabajo T (x) efe
tuado por
F , donde x es un punto 
ualquiera del traye
to.
) Rela
ionar el valor medio de la fuerza F (x) 
on el trabajo que realiza.

 
19. Supongamos que la longitud L 
ierta 
urva representada por la fun
ión derivable
y(x) viene dada por la siguiente expresión:

L =

∫

1

−1

√

1 +
4x2

(1 + x2)2
dx¾Es posible determinar y(x)?. ¾Qué hipótesis podrían añadirse para poder determinar

y(x)?. Cal
ula aproximadamente el valor de L, a
otando el error 
ometido.20. En los siguientes apartados apare
e el valor del volumen de un sólido de revolu
iónobtenido 
uando 
ierta 
urva gira alrededor del eje OX. Para 
ada uno, obtener la
orrespondiente fun
ión y(x) y dibujar el sólido.
a) π

∫ h

0

(rx

h

)2

dx b) π

∫ h

0

r2 dx c) π

∫ r

−r
(r2 − x2) dx d) π

∫ b

−b

(

1 − x2

b2

)

dx21. La tabla y la grá�
a adjuntas representan 13 valores de una fun
ión y(x). Supongamosque la 
urva gira alrededor del eje OX. Cal
ula de forma aproximada el volumen delsólido generado.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



42 CAPÍTULO 5. PROBLEMAS DE INTEGRACIÓN

x 0.00 0.13 0.25 0.38 0.50 0.63 0.75 0.88 1.00 1.13 1.25 1.38 1.50y 1.00 0.98 0.94 0.88 0.80 0.72 0.64 0.57 0.50 0.44 0.39 0.35 0.3122. Dis
utir el valor de ∫

∞

1

dx

xr
, donde r es un parámetro real.23. Cal
ular ∫

1

0

dx√
1 − x24. Cal
ular1) ∫

2

1

dx√
5x − 2

2) ∫

dx

ex + 1
3) ∫ π/2

0

cos x dx√
1 + sen2 x4) ∫

1

0

x dx√
1 + x4

5) ∫

x2 ln x dx 6) ∫ π

o
ex sen x dx7) ∫ π/2

π/4

x dx

sen2 x
8) ∫

x · 2−x dx 9) ∫

(5 − x)dx

(x2 − 1)10) ∫

(4x2 − 4x − 3)dx

(x2 + 1)(x − 2)
11) ∫

(3x2 − 4x + 6)dx

(x − 1)2
12) ∫

√
x + 4

x
dx13) ∫

sen 4x cos 2x dx 14) ∫

sen 5x sen 3x dx 15) ∫ a

0

√

a2 − x2 dx16) ∫

sen4 5x dx 17) ∫

x(5x2 − 3)36 dx 18) ∫

4

0

(1 + x)dx

1 +
√

x19) ∫ a

0

√
a2 − x2

x2
dx 20) ∫ π/4

0

arc tg
x

(1 + x2)2
dx
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