
Capítulo 4Estudio Loal de una funión

127



128 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN
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4.1. ¾QUÉ PROBLEMAS NOS FALTAN POR RESOLVER? 1294.1. ¾Qué problemas nos faltan por resolver?A lo largo del tema 3 hemos avanzado muho en el estudio del omportamiento de unafunión. Hemos enontrado propiedades de y(x) on las que podemos ontar si y(x) admitelímite en un punto x = a; otras propiedades si f(x) es ontinua; nuevas propiedades siademás, la funión está de�nida en un dominio de la forma [a, b]; y por último, muhainformaión sobre y(x) si es derivable.No obstante, hay que reordar que ada vez que hemos ido exigiendo más ondiiones(hipótesis) a y(x). Exigir una nueva hipótesis supone limitar el onjunto de funiones a lasque se puede apliar un onepto ó un teorema. Por ejemplo, no podemos estudiar ómo seomporta y(x) empleando y′(x) si antes no nos aseguramos de que y(x) es derivable.Ejeriio 4.1 Elabora un esquema en el que aparezan los resultados más importantes quehemos estudiado aera del estudio de funiones. El esquema debe mostrar laramente queuanto más potente es el onepto, más propiedades se umplen, pero también supone másondiiones o hipótesis.Veamos a ontinuaión un resumen de los problemas que habrá que abordar.4.1.1. Máximos y mínimos loales

z_1 z_2Figura 4.1: Máximo y mínimoEs importante identi�ar los puntos donde se produe un ambio en el reimiento dela funión (ver la �gura 4.1). La funión y(x) puede representar, por ejemplo, una orrienteelétria, la presión de una aldera, ó el bene�io de una empresa. En todos los asos nosinteresará averiguar en qué zonas del dominio de x, y(x) ree ó deree y en qué puntoshay un ambio en el omportamiento ó un valor máximo ó mínimo loal.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



130 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN4.1.2. Conavidad haia arriba y haia abajo

Figura 4.2: Conavidad y onvexidadVer la �gura 4.2: ¾Qué diferenia hay entre estos dos omportamientos de y(x)?. ¾Quépropiedades de y(x) están asoiadas a uno y otro?4.1.3. Aproximaión de funiones

a a+hFigura 4.3: Aproximaión de una funiónReordemos que la derivada nos proporiona un medio para alular de forma aproximadavalores de funiones (ver la �gura 4.3). Se trata de la aproximaión mediante la diferenial;para h próximo a 0:
f(a + h) ≈ f(a) + hf ′(a)Sin embargo, esta aproximaión puede ser insu�iente si h es relativamente grande.Podemos pensar en alular la aproximaión alulando la diferenial en otro punto b máspróximo al punto a+h (ver la �gura 4.4), pero para ello es neesario onoer el valor de y′(b),Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.2. EXTREMOS LOCALES 131on lo ual de nuevo tenemos el problema de alular el valor de una funión, ahora y′(x).¾No existirá un modo de aproximar el valor de y(x) en las eranías de a, pero onoiendosólo datos de y(x) en x = a?.

a a+hFigura 4.4: Varias derivadas4.2. Extremos loalesEn el apartado 4.1.1 ya hablamos de la importania de onoer dónde una funión alanzasu máximo valor. Observa los ejemplos de las �guras 4.5 y 4.6:
a b

m

M

Figura 4.5: Mínimo y máximo en los extremosEn la �gura 4.5, y(x) alanza su mínimo valor en x = a y su máximo valor en x = b.En la �gura 4.6, y(x) alanza su máximo valor en x = b pero no tiene mínimo en [a, b].¾Bajo qué ondiiones podemos asegurar que y(x) alanza su máximo y su mínimo enel intervalo [a, b]?. El Teorema de Weierstrass nos india que es su�iente (pero no neesario)que y(x) sea ontinua en [a, b]. ( Ver Tema 3 apartado 12.3).Ejeriio 4.2 Para las siguientes funiones, estudiar si es posible apliar el Teorema deWeierstrass y alular los puntos donde y(x) alanza el máximo/mínimo, si existen.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



132 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN

Figura 4.6: Máximo en x = b pero no hay mínimo
y(x) = 1 + x2 x ∈ [−1, 2]

y(x) =

{

1 + x2 si x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 2]

3 si x = 0

y(x) = x2 + 1 x ∈ (−1, 2)Veamos otro ejemplo (�gura 4.7):
M

b

a
m

zz 1 2Figura 4.7: Máximo y mínimo loales
y(z) alanza su máximo y su mínimo en [a, b]: m = y(b), M = y(a). Pero en [a, b] haydos puntos z1 y z2 donde y(z) tiene un omportamiento espeial. No es en z1 donde y(z)alanza el mínimo valor posible en el intervalo [a, b], pero y(z1) sí es el mínimo valor que

y(z) alanza en las eranías de z1. Vamos a esribir de modo formal esta propiedad:
∃δ > 0 | y(z1) ≤ y(z) ∀z ∈ (z1 − δ, z1 + δ)Reordemos que al intervalo (z1 − δ, z1 + δ) lo llamamos entorno de z1.Del mismo modo:
∃ǫ > 0 | y(z2) ≥ y(z) ∀z ∈ (z2 − ǫ, z2 + ǫ)Así pues, hemos distinguido dos tipos de omportamiento de y(z) (ver la �gura 4.7):Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.2. EXTREMOS LOCALES 133
#

#
#

##

z1 − δ z1 z1 + δ z2 − ǫ z2 z2 + ǫFigura 4.8: Comportamiento loalComportamiento global de y(z) en todo el dominio [a, b]:
∀z ∈ [a, b], y(z) ≤ y(a) máximo absoluto en a

∀z ∈ [a, b], y(z) ≥ y(a) mínimo absoluto en bComportamiento loal de y(z) en las eranías de z1 y z2 (ver la �gura 4.8):
∃δ > 0 | y(z1) ≤ y(z) ∀z ∈ (z1 − δ, z1 + δ) y(z) presenta un mínimo loal en z1

∃ǫ > 0 | y(z2) ≥ y(z) ∀z ∈ (z2 − ǫ, z2 + ǫ) y(z) presenta un máximo loal en z2Enontrar los máximos y mínimos loales (a los que vamos a llamar extremos loales)es importante porque son puntos en los que se produen �pios� en la �utuaión de unamagnitud, por ejemplo una orriente elétria.Ahora nuestro problema es: ¾ómo identi�ar esos extremos loales?. Los grá�os ante-riores nos sugieren una onjetura: si y(x) es derivable, PARECE que en los extremos loalesse tiene y′ = 0, ¾será verdad?. Observa el ejemplo de la �gura 4.9:Paree que en los extremos loales z1, z2 la tangente es horizontal: y′(z1) = y′(z2) = 0.
z 2z

1Figura 4.9: Tangentes horizontalesPero ½uidado! para apliar esta supuesta propiedad, debemos ontar on la hipótesis dederivabilidad. En el ejemplo de la �gura 4.10 no existe y′(z1).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



134 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN
z

1Figura 4.10: No existe la derivada en z1Ahora vamos a demostrar la propiedad:Teorema 4.1 Si y(x) es derivable en x = c y existe un extremo en este punto, entones
y′(c) = 0.DemostraiónSupongamos por ejemplo que y(x) alanza un mínimo loal en x = c. Si se trata de unmáximo, el razonamiento es similar. Como y(x) es derivable, existe

y′(c) = ĺım
h→0

y(c + h) − y(c)

hy omo y(c) es mínimo loal, si tomamos h lo bastante próximo a 0, se tendrá:
y(c + h) ≥ y(c) ⇒







si h > 0 ⇒ y(c + h) − y(c)

h
≥ 0 ⇒ y′(c) ≥ 0si h < 0 ⇒ y(c + h) − y(c)

h
≤ 0 ⇒ y′(c) ≤ 0

⇒ y′(c) = 0Ejeriio 4.3 Si y(x) admite un extremo loal en x = c, ¾debe ser y(x) derivable en esepunto?. Si y′(c) = 0, ¾neesariamente y(x) presenta un extremo loal en x = c?.4.3. ¾Es nulo el valor de la veloidad en algún momento?Si y(x) representa el movimiento de un objeto, la fuerza apliada a un móvil, la tempe-ratura en un horno, et., nos interesa onoer en qué instantes la veloidad de y respeto a
x es 0. Además, en esos puntos también sabemos que puede existir un extremo loal.Nuestro problema es: ¾dada una funión derivable, ¾bajo qué ondiiones podemos ase-gurar que existe c tal que y′(c) = 0?.Veamos algunos ejemplos:Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.3. ¾ES NULO EL VALOR DE LA VELOCIDAD EN ALGÚN MOMENTO? 135
a b a bzz 1 2

y′(x) > 0 ∀x ∃z1, z2 | y′(z1) = y′(z2) = 0

a bzz 1 2
a bz

y′(z1) = y′(z2) = 0; y(a) = y(b) y′(z) = 0; y(a) = y(b)Paree que la ondiión y(a) = y(b) es su�iente (pero no neesaria) para garantizar queexiste c tal que y′(c) = 0, c ∈ [a, b]. ¾Será ierta esta propiedad en general?. En efeto, estapropiedad se onoe omo Teorema de Rolle.Teorema 4.2 ( de Rolle) Para garantizar que existe c ∈ (a, b) tal que y′(c) = 0, essu�iente on que y(x) sea ontinua en [a, b], derivable en (a, b) y que f(a) = f(b).Demostraión
aso aa b xf(x) aso ba b xf(x) aso a b xf(x)

Figura 4.11: Teorema de RolleSi la funión es onstante en [a, b], (ver el aso a de la �gura 4.11), la demostraión esinmediata pues
f ′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



136 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNSi la funión no es onstante tomará valores distintos de f(a) = f(b). Supongamos quetoma valores mayores que f(a) (la demostraión sería similar si onsideráramos que tomavalores menores), (ver el aso b de la �gura 4.11).Como f(x) es ontinua en el intervalo errado [a, b], por el teorema de Weierstrass,
f(x) tiene un máximo M y un mínimo m. Si el máximo M 6= f(a), se umple:

∃c ∈ (a, b) | f(c) = M ∧ f(x) ≤ M ∀x ∈ [a, b] ⇒ c es un máximo loal ⇒ f ′(c) = 04.4. El Teorema del Valor MedioUn amionero está irulando por una arretera uya veloidad máxima es de 70 Km/h.Cuando ve a lo lejos un ohe patrulla de la Ertzaintza en el arén, redue su veloidadde modo que al pasar a la altura del ohe, su veloidad es de 65 Km/h. Cuando el ohepatrulla se pierde de vista, el amionero aumenta su veloidad. Unos kilómetros después, veotro ohe patrulla, también estaionado en el arén. El amionero hae la misma operaión:redue su veloidad de modo que al pasar a la altura de los ertzainas, su veloidad es de
68 Km/h. Sin embargo, el agente le ordena que se detenga.Agente.- Buenos días. ¾Puedo ver su doumentaión?.Camionero.- Claro. ¾Ourre algo, agente?.Agente.- Ourre que ha irulado Ud. a una veloidad superior a la permitida en estetramo, que es de 70 Km/h.Camionero.- No es posible. Mi veloidad ha sido siempre inferior a 70 Km/h.Agente.- El ohe patrulla situado 6 Km atrás, nos ha informado que Ud. pasó a su alturahae 4 minutos.Camionero.- Pero mi veloidad era menor de 70 Km/h, me auerdo perfetamente.Agente.- Eso no importa. Sé que ha irulado a veloidad superior a 70 Km/h en algúnmomento porque en otro aso no es posible reorrer los 6 Km en 4 minutos.Camionero.- ¾Por qué no?.Agente.- Porque reorrer 6 Km en 4 minutos, signi�a llevar una veloidad media de

90 Km/h. En algún momento ha irulado Ud. a 90 Km/h.El razonamiento del agente paree impeable. ¾Será orreto?.Podemos enuniar el problema así:Dada una funión y(x) de�nida en [a, b], se trata de averiguar si siempre existe, almenos, un punto z ∈ [a, b] en el que la veloidad oinide on la veloidad media.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.4. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 137Como hablamos de veloidad en un punto z, ya estamos exigiendo derivabilidad en
(a, b), y por tanto ontinuidad. Vamos a enuniar el problema de modo riguroso:Dada y(x) ontinua en [a, b], derivable en (a, b), ¾∃z ∈ (a, b) | y′(z) =

y(b) − y(a)

b − a
?Observa las siguientes grá�as (�gura 4.12)

a z
b a a

b

z z
1 2Figura 4.12: Punto medioParee ser que fáilmente onstruiremos el punto z. Este es el proedimiento:1. Trazamos el segmento que une los puntos de oordenadas (a, y(a)), (b, y(b)). La pen-diente m de este segmento es preisamente la veloidad media de y(x) en el intervalo

[a, b]:
m =

y(b) − y(a)

b − a2. Trazamos una reta paralela a ese segmento, y que sea tangente a la urva (puedehaber una o varias soluiones), omo en el ejemplo de la �gura (4.12).3. La absisa z ∈ (a, b) donde se traza esa reta tangente, es un punto que umple laondiión
y′(z) =

y(b) − y(a)

b − aAhora vamos a demostrarlo de forma rigurosa:Trazamos la reta seante por (a, y(a)), (b, y(b)), que tiene de euaión:
u(x) =

y(b) − y(a)

b − a
(x − a) + y(a)Estamos busando un punto z tal que u′(z) = y′(z) (ambas retas paralelas):¾∃z ∈ (a, b) tal que u′(z) − y′(z) = 0?Estudiemos la funión diferenia:

h(x) = u(x) − y(x) ¾∃z tal que h′(z) = 0?Reordemos que tenemos un teorema que habla de un punto z tal que h′(z) = 0: elTeorema de Rolle. Veamos si h(z) umple todas las hipótesis:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



138 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN1. h(x) está de�nida en [a, b] porque u(x) e y(x) lo están.2. h(x) es ontinua en [a, b] y derivable en (a, b) porque u(x) e y(x) lo son.3. h(a) = u(a) − y(a) = y(a) − y(a) = 0
h(b) = u(b) − y(b) = y(b) − y(b) = 0Por lo tanto según el teorema de Rolle:
∃z ∈ (a, b) | h′(z) = 0 ⇔ y′(z) = u′(z) =

y(b) − y(a)

b − aSi volvemos a nuestro amionero:
[a, b] = [0, 4]; en el que la funión E(t) = espaio reorrido, es ontinua y derivable. Estaspropiedades podemos asumirlas omo hipótesis físiamente razonables, ¾eres apaz deexpliar por qué?.
E(0) = 0 Km, E(4) = 6 KmLuego ∃z ∈ [0, 4] tal que y′(z) =

6 − 0

4/60
= 90 Km/hEl amionero no se libra de la multa. Este resultado se llama Teorema del valor medio.Ejeriio 4.4 Enuentra la �fórmula de la sanión de trá�o�. Es deir, si un vehíuloreorre D Km en m minutos en una vía donde la limitaión de veloidad es de v Km/h,¾uándo pueden los agentes estar seguros de que el vehíulo ha rebasado la veloidad v?.4.5. Creimiento y dereimientoSi y′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b), entones y(x) es reiente en (a, b); del mismo modo

y′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b) india y(x) dereiente en (a, b). Se trata de un resultado que yautilizamos en el apítulo anterior, pero no lo demostramos. Grá�amente es muy laro:
a b

a

a b

α

y′(x) > 0 ⇔ tan α > 0 y′(x) < 0 ⇔ tan α < 0CRECIENTE DECRECIENTEAhora, utilizando el Teorema del valor medio, podemos demostrar este resultado. Pero¾por qué usar el Teorema del valor medio?. Vamos a esribir de manera formal lo que signi�aque y(x) sea reiente en (a, b) ( ver la �gura 4.13):Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.5. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO 139
a x1 x2 b

y(x1)

y(x2)

Figura 4.13: Funión reiente
y(x) reiente en (a, b) ⇔ ∀x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 ⇒ y(x1) < y(x2)Utilizamos el teorema del valor medio porque este teorema establee una relaión entre

y(x1), y(x2), y
′(z), z ∈ (x1, x2)Apliando el teorema en [x1, x2]:

∃z ∈ (x1, x2) | y′(z) =
y(x2) − y(x1)

x2 − x1Como y′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ y′(z) > 0 ⇒ y(x2) − y(x1)

x2 − x1
> 0

x1<x2⇒ y(x2) > y(x1)Por tanto, y(x) es reiente en (a, b).Ejeriio 4.5 Demostrar que si y′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b) entones y(x) es dereiente en
(a, b).Ejeriio 4.6 Sabemos que :

y′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ y(x) reiente en (a, b)
y′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ y(x) dereiente en (a, b)Ahora la pregunta es: Si el dominio no es un intervalo de la forma (a, b), ¾siguen siendoiertos esos dos resultados?.Observa lo versátil que es el teorema del valor medio: Ha servido para sanionar alamionero y para demostrar la relaión que existe entre el reimiento de y(x) e y′(x). Puesbien, todavía podemos saarle aún mas rendimiento.Veamos ómo demostrar un par de resultados más que son muy intuitivos:1. Si y′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ y(x) es onstante en (a, b)Ya sabíamos que y(x) = cte ⇒ y′(x) = 0. Lo que ahora vamos a ver es el reíprooE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



140 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN
a b
( )Figura 4.14: Derivada nulaTeorema 4.3 Deir que y′(x) = 0 en (a, b) es equivalente a deir que y(x) es onstanteen (a, b) (ver la �gura 4.14).DemostraiónTomamos un x ∈ (a, b) ualquiera. Apliamos el Teorema del valor medio en [x, b]:Existe un z ∈ (x, b) que umple:

y′(z) =
y(b) − y(x)

b − x
; omo y′(x) = 0 ⇒ y′(z) = 0; por tanto y(x) = y(b) ∀x ∈ (a, b)2. Si dos funiones tienen la misma derivada, entones se diferenian en una onstante(ver la �gura 4.15):Teorema 4.4 Si y′(x) = v′(x) ∀x ∈ (a, b), ∃C ∈ R | y(x) = v(x) + CDemostraión

k

y(x)

v(x)

Figura 4.15: Derivadas iguales
y′(x) = v′(x) ⇒ y′(x) − v′(x) = 0 ⇒

(
y(x) − v(x)

)
′

= 0Apliando el resultado anterior:
∃C ∈ R | y(x) − v(x) = CDepartamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.6. EL TEOREMA DE TAYLOR 141Ejeriio 4.7 De forma similar a lo propuesto en el ejeriio 4.6: si en vez de un dominiode la forma (a, b), se trata de un dominio diferente D, ¾siguen siendo válidas esas dospropiedades?.4.6. El Teorema de TaylorVamos a reordar dos problemas importantes que todavía no hemos resuelto:1. Reonoimiento de máximos y mínimos loales: Sabemos que si y(x) es derivable enel punto x = a y además y(x) presenta un extremo loal en ese punto, entones,neesariamente y′(a) = 0. Ahora bien, la ondiión y′(a) = 0 no garantiza que y(x)tenga un extremo en x = a. Es deir, puede sueder que y′(a) = 0 pero que no existaextremo en ese punto. Esto ourre, por ejemplo, on y = x3 en a = 0 (ver la �gura4.16).
Figura 4.16: Funión y = x3

y(x) = x3 ⇒ y′(x) = 3x2, y′(0) = 0 pero no hay extremo.Así pues, nuestro problema es: ¾Qué ondiiones debe umplir y(x) para poder asegurarque presenta un extremo en x = a?.2. Conavidad y onvexidad (ver la �gura 4.17).
Figura 4.17: Funiones ónavas y onvexasLas preguntas son: ¾Es útil saber si y(x) es ónava haia arriba ó ónava haia abajo?¾ómo podemos reonoer ambos tipos de omportamiento?.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



142 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNAmbos problemas pareen no tener relaión entre sí, sin embargo, la soluión para ambostiene su origen en la misma idea. Veamos en que onsiste esa idea: Ambos problemas sere�eren a una propiedad loal de y(x), es deir, al estudio del omportamiento de y(x) enun entorno del punto x = a. En la �gura 4.18 se observa:
b c daFigura 4.18: Diversas propiedadesEs onvexa en un entorno de x = aPosee extremos loales en x = b y en x = cEs ónava en un entorno de x = dPues bien, la idea es: Vamos a fabriarnos otra funión z(x), que sea muy senilla demanejar, de modo que z(x) esté muy próxima a la funión y(x) en las eranías del punto

x = a.
a

z(x)

y(x)Figura 4.19: Funiones �próximas�Si z(x) está muy próxima a y(x), el omportamiento loal de ambas deberá ser muypareido. En el ejemplo de la �gura 4.19 ambas tienen un extremo en x = a y son onvexas.La búsqueda de z(x) nos abre nuevas preguntas:1. ¾Qué tipo de funión será z(x)?. Debe ser senilla de manejar y de evaluar.2. ¾Cómo onseguiremos que z(x) esté próxima a y(x)?.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.6. EL TEOREMA DE TAYLOR 143La respuesta a la primera pregunta es: z(x) será un polinomio. Los polinomios sonfuniones ontinuas, derivables, fáiles de evaluar, de derivar, de integrar, de representargrá�amente, . . . En uanto a la segunda pregunta, veamos un ejemplo que nos puede ayudara entender ómo onstruiremos z(x):Supongamos que y(x) = ex y que deseamos fabriar un polinomio z(x) que esté próximoa y(x) en las eranías del punto a = 0. Podemos empezar por la aproximaión mediante ladiferenial (reta tangente), que es un polinomio de grado 1:
z(x) = y(a) + y′(a)(x − a), o bien haiendo x − a = h, z(a + h) = y(a) + y′(a) · h,si h está próximo a 0 tenemos z(a + h) ≈ y(a + h). Como a = 0, y′(0) = 1 : z(h) = 1 + h ó

x

y

y=e^x

z(x)

Figura 4.20: Aproximaión primera de y = ex

z(x) = 1 + x (ver la �gura 4.20).
z(x) e y(x) tienen en omún dos propiedades:Pasan por el mismo punto: z(0) = y(0) = 1Tienen la misma tangente en ese punto: z′(0) = y′(0) = 1Ahora vamos a onstruir un polinomio P2(x) que oinida en el punto a = 0 on y(x)hasta la segunda derivada (ver la �gura 4.21):

P2(x) =
1

2
x2 + x + 1ó hasta la terera derivada:

P3(x) =
1

6
x3 +

1

2
x2 + x + 1E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada
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x

y

y=e^x

P_1

P_2

P_2

P_3

P_3Figura 4.21: Aproximaiones de distintos órdenesAsí pues, a medida que más derivadas en x = a oinidan para ambas funiones, pareeque más próximas están al menos en las eranías del punto x = a. Veamos ómo alular,en general, el polinomio:grado n=1 : P1(x) = y(a) + y′(a)(x − a)grado n=2 : P2(x) = 1
2(x − a)2 + P1(x)grado n=3 : P3(x) = 1
6(x − a)3 + P2(x)...grado n : Pn(x) = 1
n!(x − a)n + Pn−1(x)

Pn(x) = y(a) + y′(a)(x − a) +
y′′(a)

2!
(x − a)2 +

y′′′(a)

3!
(x − a)3 + · · · + y(n(a)

n!
(x − a)nEste polinomio se llama Polinomio de Taylor de grado n.O bien, tomando h = x − a

Pn(a + h) = y(a) + y′(a) · h +
y′′(a)

2!
· h2 +

y′′′(a)

3!
· h3 + · · · + y(n(a)

n!
· hnCuanto más próximo esté h de 0, más erano estará Pn(a + h) de y(a + h).Cuanto más nos alejamos del punto x = a, mayor será la distania entre Pn(a + h) e

y(a + h) (ver la �gura 4.22).En general no es posible onoer la distania que hay entre el valor exato y(a + h) yla aproximaión Pn(a + h). Sin embargo, tenemos un teorema, llamado Teorema de Taylor,Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.6. EL TEOREMA DE TAYLOR 145
a

y(x)

P(x)

a+h

errorea

Figura 4.22: Deterioro de la aproximaiónque nos puede dar muha informaión aera de �omo de grande� es y(a + h) − Pn(a + h).Veamos que die este teorema:Teorema de Taylor: Si aproximamos el valor y(a+h) mediante el polinomio de Taylorde grado n, Pn(a + h), entones la diferenia entre ambos valores el igual a:
y(a + h) − Pn(a + h) =

y(n+1(z)

(n + 1)!
hn+1donde z es un número en general desonoido, pero del que sólo sabemos que se enuentraen el intervalo (a, a + h) (ó (a + h, a) si h < 0).Una uestión importante: para poder alular el polinomio de Taylor de grado n de

y(x) en el punto x = a, es neesario que existan y(a), y′(a), · · · , y(n(a). Si, además, queremosusar el Teorema de Taylor, debe ser derivable hasta orden n+1 y esta derivada ser ontinua.
aFigura 4.23: Funión no derivablePara la funión de la �gura 4.23 no podemos alular ni siquiera P1(x) en a = 0 porqueno existe y′(a)Veamos otro ejemplo: y(x) =

{

ex x ≤ 0
1
2x2 + x + 1 x > 0Se trata de alular el polinomio de Taylor del mayor orden posible.Si x < 0 ⇒ y′(x) = exSi x > 0 ⇒ y′(x) = x + 1

y′(0−) = e0 = 1; y′(0+) = 0 + 1 = 1; y(0+) = y(0−) = 1 ⇒ ontinua en x = 0E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



146 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNPor tanto, existe y′(0) = 1Si x < 0 ⇒ y′′(x) = exSi x > 0 ⇒ y′′(x) = 1
y′′(0−) = e0 = 1; y′′(0+) = 1; y′(x) ontinua en x = 0Por tanto, existe y′′(0) = 1Si x < 0 ⇒ y′′′(x) = exSi x > 0 ⇒ y′′′(x) = 0
y′′′(0−) = e0 = 1; y′′′(0+) = 0; y′′(x) ontinua en x = 0 pero no derivable en x = 0Por tanto, no existe y′′′(0). Así pues, sólo es posible alular P1(x) y P2(x) :

P1(x) = y(0) + y′(0)x = 1 + x

P2(x) = P1(x) + y′′(0)x2

2 = 1
2x2 + x + 1No podemos apliar el Teorema de Taylor para n = 2 porque neesitaríamos queexistiera y′′′(0). Lo apliamos para n = 1 y h < 0:

∃z ∈ (h, 0) | y(h) = 1 + h +
y′′(z)

2
h2 ⇔ ∃z ∈ (h, 0) | eh = 1 + h +

h2

2
ez (4.1)(si apliamos el Teorema de Taylor para h > 0, no obtenemos ninguna informaión adiional)En este aso, podemos además determinar el valor de z, a partir de la expresión anterior:

z = ln

(
2(eh − 1 − h)

h2

)Pero vemos que esta forma de alular z es más ompliada que alular el valor exato de lafunión eh. Normalmente no nos interesa (o no es posible) onoer el valor de z sino aotarel error. Veamos qué signi�a esto:Supongamos que deseamos usar la expresión (4.1) para alular aproximadamente elvalor de e−0.01; así pues, tomaremos h = 0. 01:
e−0.01 = 1 − 0. 01 +

(−0. 01)2

2
ez z ∈ (−0. 01, 0)Si tomamos omo valor aproximado de e−0.01

1 − 0. 01 = 0. 99, entonesERROR =
(0. 01)2

2
ez <

(0. 01)2

2
= 0. 00005Como z es desonoido (sólo sabemos que se enuentra en el intervalo (−0. 01, 0)) no podemosevaluar el error, pero sí podemos dar una aotaión del mismo. Como z ∈ (−0. 01, 0), ez <

e0 = 1.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.7. CÓMO RECONOCER UN EXTREMO LOCAL 147Si ahora vamos a alular e−5 tomamos (4.1) on h = −5:
∃z ∈ (−5, 0) | e−5 = 1 − 5 +

25

2
ez ⇔ ∃z ∈ (−5, 0) | e−5 = −4 + 12. 5 ezNuestra aproximaión es P1(5) = −4, y el error ometido es exatamenteERROR = 12. 5 ez < 12. 5 · 1 = 12. 5(Como z ∈ (−5, 0), ez < e0 = 1)Por lo tanto nuestra aproximaión es e−5 ≈ −4 on un error menor que 12.5. Algo hadebido ir mal porque ex > 0,∀x. Si omparamos esta aproximaión on el valor exato hastatres dígitos, resulta e−5 ≈ 0. 006 ½ nuestra aproximaión es malísima ! ¾qué ha ourrido?.Que hemos tomado un valor de h muy grande, nos hemos alejado muho (relativamente) delpunto a = 0. Obtenemos pues, que P1(x) no nos proporiona una aproximaión válida paraalular el valor de e−5.Ejeriio 4.8 Calular los polinomios de Taylor de mayor grado P2(x), P3(x), P4(x), · · · ,hasta obtener una aproximaión on tres dígitos deimales exatos. Calula una ota delerror ometido para alular y = ex.4.7. Cómo reonoer un extremo loalSabemos que la ondiión que debe umplir y(x) para que tenga un máximo loal en

x = a es (ver la �gura 4.24):
y(a + h) ≤ y(a) para h lo su�ientemente próximo a 0.

aa−h
( )

a+hFigura 4.24: Extremo loalSi haemos x = a+h, en el teorema de Taylor nos apareen ambos términos y(a+h), y(a).Supongamos que y(x) umple las ondiiones neesarias para que se pueda apliar el Teoremade Taylor para n = 1:
∃z ∈ (a − h, a + h) | y(a + h) = y(a) + y′(a)h +

1

2
y′′(z)h2E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



148 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNPero sabemos que si y(x) presenta un máximo relativo en x = a, neesariamente y′(a) = 0.Por tanto:
y(a + h) − y(a) =

1

2
y′′(z)h2, z ∈ (a − h, a + h)

a z a+h
)(

a−hFigura 4.25: Signo de y(a + h) − y(a)Así pues, si se umple que y′(a) = 0 (ondiión neesaria), el signo de y(a + h) − y(a)está relaionado on el signo de y′′(z) en un entorno del punto a (ver la �gura 4.25). Comoademás se umple que 1
2 h2 > 0, ∀h 6= 0, tenemos:signo (y(a + h) − y(a)) = signo (y′′(z))

z es un valor desonoido, del que sólo sabemos que se enuentra en (a−h, a+h), ¾podemossaber uál es el signo de y′′(z)?. Sí, a ondiión de onoer el signo de y′′(a):Reordemos el teorema: �Si v(x) es una funión ontinua en x = a y v(a) 6= 0, entones
v(x) tiene el mismo signo que v(a) en un ierto entorno de a�.Observando la �gura 4.26, omo v(a) > 0, ∃h > 0 | v(x) > 0 ∀x ∈ (a + h, a − h)

a
(

a−h
)

a+h

v(a)

Figura 4.26: Entorno de x = apor lo tanto, si y′′(x) es ontinua:signo (y(a + h) − y(a)) = signo (y′′(a)) para h lo bastante próximo a 0luego:Si y′′(a) > 0 ⇒ y(a + h) > y(a) para h lo bastante próximo a 0 ⇒ mínimo loal.Si y′′(a) < 0 ⇒ y(a + h) < y(a) para h lo bastante próximo a 0 ⇒ máximo loal.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.7. CÓMO RECONOCER UN EXTREMO LOCAL 149Así pues, ya tenemos una ondiión su�iente para que y(x) presente un extremo en elpunto x = a. Ahora bien, hay que tener en uenta las hipótesis que debe umplir y(x) paraque este resultado pueda apliarse.Ejeriio 4.9 Enuniar este riterio de reonoimiento de máximos y mínimos loales, te-niendo muho uidado en indiar las ondiiones que debe umplir y(x).Desgraiadamente, este riterio no es apliable en un aso: y′′(a) = 0. En este aso nopodemos deir nada del signo de y′′(z). Por ejemplo y(x) = x3 en el punto a = 0, y′′(0) = 0,no puede apliarse el riterio.La soluión es utilizar el teorema de Taylor para n = 2:
∃z ∈ (a − h, a + h) | y(a + h) − y(a) =

1

6
y′′′(z)h3y proediendo de modo idéntio, para valores de h lo su�ientemente próximos a 0:signo (y(a + h) − y(a)) = signo (y′′′(z)h3)observa que ahora el signo de h es importante porque signo(h3) = signo(h); así pues, si

y′′′(a) 6= 0 e y′′′(x) es ontinua:signo (y(a + h) − y(a)) = signo(h·y′′′(a)) ⇒
{si h > 0 ⇒ signo (y(a + h) − y(a)) = signo(y′′′(a))si h < 0 ⇒ signo (y(a + h) − y(a)) 6= signo(y′′′(a))Supongamos por ejemplo que y′′′(a) > 0:

{

y(a + h) > y(a) para h > 0

y(a + h) < y(a) para h < 0

aFigura 4.27: No hay extremo½En estas ondiiones no puede haber extremo!. Así pues, si y′(a) = y′′(a) = 0 pero
y′′′(a) > 0, entones y(x) NO presenta ni máximo ni mínimo loal en x = a. (Esto le ourrea y = x3 en a = 0).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



150 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNEjeriio 4.10 Demuestra que tampoo existe extremo en x = a si y′′′(a) < 0. Enuniaeste riterio prestando muha atenión a las ondiiones que debe umplir y(x) para que sepueda apliar.¾Y qué ourre si también y′′′(a) = 0? Pues usaremos el valor de y�v(a). ¾Y si y�v(a) = 0?.Usaremos yv(a) y así suesivamente. En general, supongamos que
y′(a) = y′′(a) = · · · = y(n(a) = 0 pero y(n+1(a) 6= 0, siendo y(n+1(x) ontinua. ¾Cómopodemos reonoer si existe un extremo loal?.Ejeriio 4.11 Enuniar y demostrar el riterio general para reonoimiento de extremos.Tendremos uidado a la hora de indiar las ondiiones que debe umplir y(x) para quepueda apliarse este riterio.AYUDA: Estudiar los diferentes asos que se dan uando y(n+1(a) > 0, y(n+1(a) < 0, para

n par y n impar.4.8. Cómo reonoer la onavidad/onvexidadHemos aprendido a reonoer uándo una funión derivable es reiente o dereiente:Si v′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ v(x) es reiente en (a, b).Si v′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ v(x) es dereiente en (a, b).Pero reordando también que v′(x) es la veloidad de v respeto a x, podemos averiguarsi esta veloidad es reiente o dereiente:Si v′′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ v′(x) es reiente en (a, b) ⇒ la veloidad esreiente en (a, b) (o lo que es lo mismo, la aeleraión en el intervalo (a, b)es positiva).Si v′′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b) ⇒ v′(x) ⇒ la veloidad es dereiente en (a, b)(aeleraión negativa en (a, b)).De auerdo, pero ¾qué aspeto tiene la grá�a de una funión v(x) (derivable hastaorden 2) tal que su veloidad es reiente o dereiente?. ¾Somos apaes de reonoer estapropiedad sólo on ver la grá�a de v(x)?.Se trata de un nuevo problema que involura a v(x) y v′′(x). ¾Qué teorema usamos pararesolverlo?. El Teorema de Taylor, por supuesto. Vamos a apliarlo para n = 1:
∃z ∈ (a − h, a + h) | v(a + h) = v(a) + v′(a) · h +

1

2
v′′(z) · h2Pero reuerda que v(a) + v′(a) · h es la ordenada, en el punto a + h de la reta tangente enel punto x = a (ver la grá�a 4.28). Por lo tanto, la difereniafun.

︷ ︸︸ ︷

v(a + h)−
tangente

︷ ︸︸ ︷

(v(a) + v′(a) · h) =
1

2
v′′(z) · h2Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.8. CÓMO RECONOCER LA CONCAVIDAD/CONVEXIDAD 151
a

h

v ( a  )
v ( a + h  )

a + h

v ( a ) + h v ' ( a )Figura 4.28: Estudio de la onavidadnos india si la grá�a de v queda por enima o por debajo de la grá�a de la reta tangente:Si v(a + h)− v(a)− v′(a) · h > 0 ⇒ la grá�a de v(x) queda por enima de la grá�a dela reta tangente; si v(a + h) − v(a) − v′(a) · h < 0, lo ontrario, la tangente por enima.Pero:signo (
v(a + h) − v(a) − v′(a) · h

)
= signo(

1

2
h2 · v′′(z)

)

= signo (
v′′(z)

)y si v′′(x) es ontinua, sabemos que para valores de h lo bastante próximos a 0:signo (v′′(z)) = signo (v′′(a)). Por tanto:Si v′′(a) > 0 ⇒ la veloidad de v(x) es reiente en un entorno de x = 0 y eso signi�aque la reta tangente a v(x) queda por debajo de la urva. ¾Qué aspeto tiene unaurva v(x) que umpla esta ondiión? (ver la grá�a 4.28).
a aFigura 4.29: Conavidad haia arriba

v′′(a) > 0 signi�a que v(x) es ónava haia arriba en un entorno de x = a ½½ ónavahaia arriba signi�a veloidad reiente !!. Ya sabemos ómo reonoer en la grá�ade v(x) las zonas donde la veloidad de v respeto a x es reiente.Del mismo modo, la onavidad haia abajo está relaionada on el dereimiento dela veloidad de v(x).La reta tangente queda por enima de la grá�a: es ónava haia abajo (ver la grá�a4.30).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



152 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN
a aFigura 4.30: Conavidad haia abajo (onvexidad)Ejeriio 4.12 Demostrar que v′′(a) < 0, india que v(x) es ónava haia abajo enun entorno de x = a.Nota: En algunos libros se llama onvexa a la urva que es ónava haia abajo,y se llama ónava a la que es ónava haia arriba, por lo que nosotros usaremosindistintamente ambas de�niiones.Veamos un ejemplo. Supongamos que estamos llenando de agua un depósito esfério(ver la grá�a 4.31). Se trata de estudiar ómo varía la altura h que alanza el agua en adainstante.

h h ( t )

R

2 R

Figura 4.31: Depósito esférioVamos a llamar R al radio de la esfera (ver la grá�a 4.31). El enuniado no die nadadel modo en que se vierte el agua, por lo que vamos a suponer omo hipótesis que el ritmode vertido es onstante; en onseuenia h(t) será una funión ontinua; paree razonablepensar que h(t) será también derivable, aunque habrá que demostrarlo. Además 0 ≤ h ≤ 2R,y h(t) es reiente porque h está aumentando ontinuamente. ¾Cómo será la grá�a de h(t)?.Vamos a trazar algunas en la �gura 4.32:¾Será alguna de estas grá�as la que realmente sigue la funión h(t)?:Observemos que la veloidad de h (h′(t) = dh/dt) va disminuyendo hasta que h vale
R (la mitad de la esfera) (ver la grá�a 4.33). A partir de ese punto, la veloidad de h iráaumentando hasta que la esfera se llene. Así pues, sin haer operaión alguna, sabemos:Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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tt 1

2 R
h ( t )

tt 1

2 R
h ( t )

tt 1

2 R

h ( t )

tt 1

2 R

h ( t )Figura 4.32: Posibles grá�as de h(t)

h ( t ) R

R

Figura 4.33: Llenado de la esfera1. h′(t) > 0 ∀h ∈ (0, 2R) (ya que h es reiente)2. h′ dereiente si h ∈ (0, R) ⇒ h′′ < 0 ⇒ h ónava haia abajo ∀h ∈ (0, R)3. h′ reiente si h ∈ (R, 2R) ⇒ h′′ > 0 ⇒ h ónava haia arriba ∀h ∈ (R, 2R)

h ( t )

0

R

2 R

t 1 2 t 1Figura 4.34: Funión h(t)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



154 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN¾Y qué ourre en el instante t1 en el que h = R, es deir uando se ha llenado mediodepósito? (ver la grá�a 4.34). En t1 tiene lugar un ambio en el reimiento de la veloidadde h: la veloidad pasa de dereiente a reiente. Grá�amente se distingue este puntoporque tiene lugar en él un ambio en la onavidad, en este ejemplo h pasa de ser ónavahaia abajo a ónava haia arriba. Se die que h(t) presenta una in�exión en el punto t1(ver la grá�a 4.35).
C ó n c a v a C o n v e x a

x 0 x 0

C ó n c a v a C o n v e x aFigura 4.35: Puntos de in�exiónAhora vamos a realizar otro tipo de estudio, el analítio, al que estarás más aostumbra-do:
hFigura 4.36: Funión volumenEl volumen V (t) en ada instante se relaiona on la altura del modo siguiente (ver lagrá�a 4.36):

V =
π

3
h2(3R − h) (4.2)Se trata del volumen del asquete esfério.Observa que si h = 2R ⇒ V =

4

3
πR3 = volumen de la esfera ompleta. Si suponemosomo hipótesis que entra agua a veloidad onstante, signi�a que dV

dt
= k > 0; por ejemplo,

k podría valer 17 litros/minuto; derivamos la euaión (4.2) respeto de t:
V ′ =

π

3

(
2hh′(3R − h) − h2h′

)
= πhh′(2R − h) = k ⇒ h′ =

k

πh(2R − h)Como h < 2R ⇒ h′ > 0 ⇒ h(t) es siempre reiente.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.9. DESARROLLO EN SERIE DE Y (X) 155Veamos ahora el signo de h′′:
h′′(t) =

d

dt

(
k

πh(2R − h)

)

=
k

π

2(h − R)

h2(2R − h)2
· dh

dt
=

2k2(h − R)

π2h3(2R − h)3donde el únio fator que ambia de signo es h − R. Por tanto:Si h < R ⇒ h′′ < 0 ⇒ h onvexa ⇔ h′(t) es dereiente en (0, R) ⇔ veloidad de hdereiente en (0, R)Si h > R ⇒ h′′ > 0 ⇒ h ónava ⇔ h′(t) es reiente en (R, 2R) ⇔ veloidad de hreiente en (R, 2R)

h′′ ambia de onavidad al pasar por h = R ⇒ presenta una in�exión en el instante enque h = R. Observamos, además, que h′′ = 0 para h = R.Hemos visto ómo el signo de y′′(a) está relaionado on la onavidad de y(x):
y′′(a) > 0 ⇒ y(x) ónava haia arriba en un entorno de a

y′′(a) < 0 ⇒ y(x) ónava haia abajo en un entorno de aAdemás, si y′′(x) ambia de signo uando x = a, tendremos un punto de in�exión en x = a.De auerdo pero, ¾qué pasa si y′′(a) = 0?. Usaremos el Teorema de Taylor para n = 2:
∃z ∈ (a − h, a + h) | y(a + h) = y(a) + y′(a)h + y′′′(z)

h3

6Si y′′′(a) 6= 0 ⇒ y′′′(z) 6= 0 para h lo su�ientemente próximo a 0. Si también y′′′(a) = 0,emplearemos y�v(a), et.Ejeriio 4.13 La misma tarea que en el ejeriio 4.11, pero ahora hay que enuniar elriterio general para reonoer uándo una funión y(x) es ónava haia arriba/abajo enun entorno de x = a y ómo puede reonoerse que en x = a existe un punto de in�exión.4.9. Desarrollo en serie de y(x)En temas anteriores hemos utilizado las expresiones de las funiones ex, sen x, cos x omouna suma in�nita de potenias de x. En onreto:
ex =

∞∑

n=0

xn

n!
∀x ∈ R

sen x =

∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
∀x ∈ R

cos x =
∞∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!
∀x ∈ RE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



156 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNPues bien, estos desarrollos en serie están basados también en el Teorema de Taylor; sisuponemos que y(x) es derivable hasta un orden ualquiera n + 1:
∃z ∈ (a−h, a+h) | y(a+h) = y(a)+y′(a)·h+

1

2
y′′(a)·h2+· · ·+y(n(a)

hn

n!
+y(n+1(z)

hn+1

(n + 1)!si ahora suponemos que el resto se hae más próximo a ero a medida que n ree, es deir,si:
ĺım

n→∞

y(n+1(z)

(n + 1)!
= 0entones:

ĺım
n→∞

y(a+h) = ĺım
n→∞

(

y(a) + y′(a) · h + · · · + yn(a)

n!
· hn

)

+ ĺım
n→∞

y(n+1(z)hn

(n + 1)!
⇔ y(a+h) =

∞∑

n=0

y(n(a)hn

n!llamando x = a + h nos queda:
y(x) =

∞∑

n=0

y(n(a)(x − a)n

n!
(4.3)La expresión (4.3) se llama desarrollo en serie de Taylor de y(x) en el punto x = a. Esimportante entender que para que una funión y(x) pueda desarrollarse en serie de poteniasde Taylor, es neesario que umpla dos hipótesis:1. Derivable hasta un orden n ualquiera.2.

ĺım
n→∞

y(n(z)hn

n!
= 0 z ∈ (a − h, a + h)Veamos un ejemplo: Desarrollar en serie de potenias y = ex en a = 0:1. Existe y(n(x) ∀n ∈ N, siendo y(n(x) = ex2.

y(n(z)hn

n!
=

ezhn

n!
; ĺım

n→∞

ezhn

n!
= 0 ∀z ∈ RLuego se umplen las hipótesis.

ex =
∞∑

n=0

xn

n!Observa qué resultados tan importantes están basados en el Teorema de Taylor, por loque podemos llamar �gema matemátia� a este versátil resultado (ver la grá�a 4.37).Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián
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Figura 4.37: Apliaiones del Teorema de TaylorSin embargo, esta versatilidad también tiene un oste: es muy exigente. Para alular elpolinomio de Taylor pn(x), y(x) debe ser derivable hasta orden n. Y para desarrollar y(x)en serie de potenias, debe existir y(n(x) ∀n ∈ N.¾Y qué podemos haer si nos enontramos on una funión y(x) que ni siquiera esontinua?.Existen varias teorías matemátias que pueden apliarse en estos asos. Una de ellas,las Series de Fourier, las estudiaremos más adelante, pero aún hay que trabajar muho paraentender de qué se trata.4.10. El Teorema del punto �joEn el apartado 2.8.2, hablamos de un importante teorema, llamado Teorema del punto�jo, que nos permite asegurar la existenia de soluión para la euaión:
x = y(x) (4.4)¾Y por qué es interesante una soluión de la euaión (4.4)?. Pues resulta que muhaseuaiones del tipo
g(x) = 0 (4.5)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



158 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNse pueden esribir de la forma (4.4). Entones, resolviendo (4.4) enontramos una soluiónde (4.5).Veamos un ejemplo: Supongamos que debemos resolver la euaión: x3 + 4x2 − 10 = 0;en este aso, tenemos la euaión de la forma (4.5), siendo
g(x) = x3 + 4x2 − 10 (4.6)Ahora veamos varias formas de de esribir (4.6) de la forma (4.4):1. 4x2 = 10 − x3 ⇒ x = ±1

2(10 − x3)
1

22. x = x + x3 + 4x2 − 103. x =

(
10

4 + x

) 1

24. x = x − x3 + 4x2 − 10

3x2 + 8xLa soluión de ualquiera de los asos nos proporiona la soluión de (4.6). Vamos a dar elenuniado ompleto del Teorema del punto �jo:Teorema 4.5 Si y(x) es ontinua en [a, b], y además y(x) ∈ [a, b], entones la euaión
x = y(x) tiene al menos una soluión en [a, b]

a

a

b

b
y = x

x 1

x 1

x 2

x 2

Figura 4.38: Dos puntos �josEn el ejemplo de la �gura 4.38, ∀x ∈ [a, b] se umple y(x) ∈ [a, b]. Además existen dospuntos �jos x1, x2:
x1 = y(x1), x2 = y(x2)¾Y uándo podemos asegurar que el punto �jo es únio?. El Teorema del punto �jo nosda las ondiiones su�ientes para que esto ourra:Si existe y′(x) en (a, b) y existe una onstante k tal que 0 < k < 1 on |y′(x)| ≤ k ∀x ∈

(a, b), entones el punto �jo en [a, b] es únio.y ontinuando on el teorema 4.5Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián



4.10. EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO 159Demostraión de la existenia:Si y(a) = a o y(b) = b, entones y(x) tiene un punto �jo en uno de sus extremos. Sino es así, omo y(x) ∈ [a, b], se tiene y(a) > a, y(b) < b. Ahora onstruimos la funiónauxiliar h(x) = y(x) − x.Apliamos el Teorema de Bolzano a h(x), viendo que se umplen las hipótesis:
h(x) es ontinua en [a, b] al serlo y(x)

h(a) = y(a) − a > 0, h(b) = y(b) − b < 0Por tanto existe z ∈ (a, b) tal que h(z) = 0 ⇔ y(z) = zDemostraión de la uniidad:Supongamos que existen dos puntos �jos x1, x2 ∈ [a, b] on x1 6= x2. Según el Teoremadel valor medio:
∃z ∈ [x1, x2] | y′(z) =

y(x2) − y(x1)

x2 − x1
; por tanto:

|x2 − x1| = |y(x2) − y(x1)| = |y′(z)| · |x2 − x1| ≤ k|x2 − x1| < |x2 − x1|lo ual es una ontradiión. Esta ontradiión se debe a que hemos supuesto que
x2 6= x1, por tanto el punto �jo es únio.En la prátia, una vez que omprobamos la existenia y uniidad de la soluión para laeuaión x = y(x), onstruimos la suesión:

xn = y(xn−1) para n ≥ 1, tomando omo punto iniial un valor x0 ∈ [a, b]. Medianteeste proeso iterativo, el punto xn se obtiene a partir del anterior xn−1 (ver la grá�a 4.39).Entones, xn onverge haia el únio punto �jo z ∈ [a, b]; es deir ĺımn→∞ xn = z.
y = x

x 1 x 2z x 0x 3

y ( x )

Figura 4.39: Proeso iterativoEjeriio 4.14 Construir un algoritmo para aproximar el valor de √
A, empleando la eua-ión

x =
1

2

(

x +
A

x

)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemátia Apliada



160 CAPÍTULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNutilizar el Teorema del punto �jo para analizar la existenia y uniidad de la soluión. Apliarel proedimiento para aproximar √3.5.4.11. Evaluaión numéria de la derivada: aotaión del errorometidoEn el apartado 3.13.9.1, hablamos de tres expresiones on las que alular de formaaproximada y′(a):
y′(a) ≈ y(a + h) − y(a)

h
(Progresiva)

y′(a) ≈ y(a − h) − y(a)

h
(Regresiva)

y′(a) ≈ y(a + h) − y(a − h)

2h
(Central)Pues bien, utilizando el Teorema de Taylor podemos aotar el error que ometemos alutilizar ada una de ellas. Veámoslo para la progresiva:

y′(a) ≈ y(a + h) − y(a)

h
⇔ y(a + h) ≈ y(a) + hy′(a)así pues, se trata de la aproximaión de Taylor para n = 1:

∃z ∈ (a, a+h) | y(a+h) = y(a)+y′(a)·h+
1

2
y′′(z)·h2 ⇔ y′(a) =

y(a + h) − y(a)

h
+

h

2
y′′(z)luego

|ERROR| =
|h|
2
|y′′(z)| ≤ |h|

2
kdonde k es una ota de y′′(x) en [a, a + h].Veamos un ejemplo. Calular aproximadamente y′(0.6) y aotar el error ometido,siendo y(x) = cos(x).

y′(0.6) ≈ cos(0 + 0.6) − cos(0)0.6 =
cos(0.6) − 10.6

|ERROR| =

∣
∣
∣
∣

h

2
y′′(z)

∣
∣
∣
∣
≤ h

2
=

0.6
2

= 0.3Ejeriio 4.15 Aotar el error que se omete al utilizar las diferenias regresiva y entral,empleando el Teorema de Taylor.Departamento de Matemátia Apliada E.U.P. San Sebastián


