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4.1. ;Qué problemas nos faltan por resolver?

A lo largo del tema 3 hemos avanzado mucho en el estudio del comportamiento de una
funcion. Hemos encontrado propiedades de y(x) con las que podemos contar si y(z) admite
limite en un punto x = a; otras propiedades si f(z) es continua; nuevas propiedades si
ademas, la funcion estd definida en un dominio de la forma [a,b]; y por ultimo, mucha
informacion sobre y(z) si es derivable.

No obstante, hay que recordar que cada vez que hemos ido exigiendo més condiciones
(hipotesis) a y(z). Exigir una nueva hipotesis supone limitar el conjunto de funciones a las
que se puede aplicar un concepto 6 un teorema. Por ejemplo, no podemos estudiar cémo se
comporta y(x) empleando () si antes no nos aseguramos de que y(z) es derivable.

Ejercicio 4.1 Elabora un esquema en el que aparezcan los resultados mds importantes que
hemos estudiado acerca del estudio de funciones. El esquema debe mostrar claramente que
cuanto mds potente es el concepto, mds propiedades se cumplen, pero también supone mds
condiciones o hipotesis.

Veamos a continuacién un resumen de los problemas que habré que abordar.

4.1.1. Maximos y minimos locales

B T

Figura 4.1: Maximo y minimo

Es importante identificar los puntos donde se produce un cambio en el crecimiento de
la funcion (ver la figura 4.1). La funciéon y(x) puede representar, por ejemplo, una corriente
eléctrica, la presion de una caldera, 6 el beneficio de una empresa. En todos los casos nos
interesard averiguar en qué zonas del dominio de z, y(x) crece 6 decrece y en qué puntos
hay un cambio en el comportamiento ¢ un valor maximo 6 minimo local.

E.U.P. San Sebastian Departamento de Matematica Aplicada



130 CAPITULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCION

4.1.2. Concavidad hacia arriba y hacia abajo

Figura 4.2: Concavidad y convexidad

Ver la figura 4.2: ;Qué diferencia hay entre estos dos comportamientos de y(x)?. ;Qué
propiedades de y(x) estan asociadas a uno y otro?

4.1.3. Aproximacién de funciones

Figura 4.3: Aproximacion de una funcion

Recordemos que la derivada nos proporciona un medio para calcular de forma aproximada
valores de funciones (ver la figura 4.3). Se trata de la aproximacion mediante la diferencial;
para h préximo a 0:
fla+h)= f(a)+ hf'(a)

Sin embargo, esta aproximaciéon puede ser insuficiente si h es relativamente grande.
Podemos pensar en calcular la aproximacion calculando la diferencial en otro punto b mas
proximo al punto a+h (ver la figura 4.4), pero para ello es necesario conocer el valor de y'(b),
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con lo cual de nuevo tenemos el problema de calcular el valor de una funci6n, ahora y'(x).
:No existird un modo de aproximar el valor de y(z) en las cercanias de a, pero conociendo
solo datos de y(z) en = = a?.

Figura 4.4: Varias derivadas

4.2. Extremos locales

En el apartado 4.1.1 ya hablamos de la importancia de conocer déonde una funcién alcanza
su méximo valor. Observa los ejemplos de las figuras 4.5 y 4.6:

Figura 4.5: Minimo y méaximo en los extremos

En la figura 4.5, y(x) alcanza su minimo valor en z = a y su méximo valor en = = b.
En la figura 4.6, y(z) alcanza su méaximo valor en z = b pero no tiene minimo en [a, b].

;Bajo qué condiciones podemos asegurar que y(z) alcanza su maximo y su minimo en
el intervalo [a, b]?. El Teorema de Weierstrass nos indica que es suficiente (pero no necesario)
que y(z) sea continua en [a,b]. ( Ver Tema 3 apartado 12.3).

Ejercicio 4.2 Para las siguientes funciones, estudiar si es posible aplicar el Teorema de
Weierstrass y calcular los puntos donde y(x) alcanza el mdzimo/minimo, si existen.
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132 CAPITULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCION

f(e)

Figura 4.6: Maximo en = b pero no hay minimo

» y(z)=1+22 2¢c[-1,2

1+2% s xe[-1,0)U(0,2]
= y(z) = .
3 s1 x=0

» y(z)=22+1 2€(-1,2)

Veamos otro ejemplo (figura 4.7):

Figura 4.7: Maximo y minimo locales

y(z) alcanza su méaximo y su minimo en [a,b]: m = y(b), M = y(a). Pero en [a,b] hay
dos puntos z; y z9 donde y(z) tiene un comportamiento especial. No es en z; donde y(z)
alcanza el minimo valor posible en el intervalo [a,b], pero y(z1) si es el minimo valor que
y(z) alcanza en las cercanias de z;. Vamos a escribir de modo formal esta propiedad:

30 >0 | y(z1) <y(z) Vze (21 —96,21+90)

Recordemos que al intervalo (z; — 4,21 + ¢) lo llamamos entorno de z;.
Del mismo modo:

Je>0 | y(z2) >y(z) Vz e (22—€,22+¢)

Asi pues, hemos distinguido dos tipos de comportamiento de y(z) (ver la figura 4.7):

Departamento de Matematica Aplicada E.U.P. San Sebastian
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z1— 0 z1 21+ 0 29 —€ 29 2z9+¢€
Figura 4.8: Comportamiento local

» Comportamiento global de y(z) en todo el dominio [a, b]:

Vz € [a,b], y(z) <y(a) méaximo absoluto en a
Vz € [a,b], y(z) > y(a) minimo absoluto en b

» Comportamiento local de y(z) en las cercanias de z1 y 2y (ver la figura 4.8):

30 >0 | y(z1)

<y(z) Vze(z1—9,21+0) y(z) presenta un minimo local en z;
Je>0 | y(z2) =

Yy
y(z) Vz € (22 —€,22+¢€) y(z) presenta un maximo local en 2o

Encontrar los méximos y minimos locales (a los que vamos a llamar eztremos locales)
es importante porque son puntos en los que se producen “picos” en la fluctuacion de una
magnitud, por ejemplo una corriente eléctrica.

Ahora nuestro problema es: jcomo identificar esos extremos locales?. Los graficos ante-
riores nos sugieren una conjetura: si y(z) es derivable, PARECE que en los extremos locales
se tiene y’ = 0, jserda verdad?. Observa el ejemplo de la figura 4.9:

Parece que en los extremos locales z1, 29 la tangente es horizontal: y'(21) = y/(22) = 0.

Figura 4.9: Tangentes horizontales

Pero jcuidado! para aplicar esta supuesta propiedad, debemos contar con la hipétesis de
derivabilidad. En el ejemplo de la figura 4.10 no existe y/(z1).
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134 CAPITULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCION

N

Figura 4.10: No existe la derivada en 2;

Ahora vamos a demostrar la propiedad:

Teorema 4.1 Si y(x) es derivable en © = ¢ y existe un extremo en este punto, entonces
/
y'(c) =0.

Demostracion

Supongamos por ejemplo que y(z) alcanza un minimo local en x = ¢. Si se trata de un
méximo, el razonamiento es similar. Como y(z) es derivable, existe

y,(C) _ }Llfi{(l) y(C + h) - y(C)

y como y(c) es minimo local, si tomamos h lo bastante proximo a 0, se tendra:

y(C+ h) - y(C) >0= yl(C) >0

- 2 >

ylc+h) = yle) = =9/(c) =0

y(c+h) —y(e)
h

sih>0=

sih<0= <0=19'(c) <0

Ejercicio 4.3 Si y(x) admite un extremo local en x = ¢, ;debe ser y(x) derivable en ese
punto?. Siy'(c) =0, snecesariamente y(x) presenta un extremo local en x = c?.

4.3. ;Es nulo el valor de la velocidad en algtin momento?

Si y(z) representa el movimiento de un objeto, la fuerza aplicada a un movil, la tempe-
ratura en un horno, etc., nos interesa conocer en qué instantes la velocidad de y respecto a
x es 0. Ademads, en esos puntos también sabemos que puede existir un extremo local.

Nuestro problema es: ;dada una funcién derivable, ;bajo qué condiciones podemos ase-
gurar que existe ¢ tal que y'(c) = 07.

Veamos algunos ejemplos:
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y'(z) >0 Va Fz1,20 | Y'(21) =9/ (22) =0

Parece que la condicion y(a) = y(b) es suficiente (pero no necesaria) para garantizar que
existe ¢ tal que y/(¢) =0, ¢ € [a,b]. ;Sera cierta esta propiedad en general?. En efecto, esta
propiedad se conoce como Teorema de Rolle.

Teorema 4.2 ( de Rolle) Para garantizar que eziste ¢ € (a,b) tal que y'(c) = 0, es
suficiente con que y(x) sea continua en |a,b], derivable en (a,b) y que f(a) = f(b).

Demostracion

caso a caso b caso C

Figura 4.11: Teorema de Rolle

Si la funcién es constante en [a,b], (ver el caso a de la figura 4.11), la demostracion es
inmediata pues

f(x)=0 Vz€ (a,b)
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Si la funcién no es constante tomara valores distintos de f(a) = f(b). Supongamos que
toma valores mayores que f(a) (la demostracion seria similar si considerdramos que toma
valores menores), (ver el caso b de la figura 4.11).

Como f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b], por el teorema de Weierstrass,
f(x) tiene un maximo M y un minimo m. Si el maximo M # f(a), se cumple:

Jee (a,b) | fle)=M A f(z) <M Vx € [a,b] = c es un maximo local = f'(c) =0

4.4. El Teorema del Valor Medio

Un camionero esté circulando por una carretera cuya velocidad méxima es de 70 Km/h.
Cuando ve a lo lejos un coche patrulla de la Ertzaintza en el arcén, reduce su velocidad
de modo que al pasar a la altura del coche, su velocidad es de 65 Km/h. Cuando el coche
patrulla se pierde de vista, el camionero aumenta su velocidad. Unos kilémetros después, ve
otro coche patrulla, también estacionado en el arcén. El camionero hace la misma operacion:
reduce su velocidad de modo que al pasar a la altura de los ertzainas, su velocidad es de
68 K'm/h. Sin embargo, el agente le ordena que se detenga.

Agente.- Buenos dias. ;Puedo ver su documentacién?.
Camionero.- Claro. ;Ocurre algo, agente?.

Agente.- Ocurre que ha circulado Ud. a una velocidad superior a la permitida en este
tramo, que es de 70 Km/h.

Camionero.- No es posible. Mi velocidad ha sido siempre inferior a 70 K'm/h.

Agente.- El coche patrulla situado 6 K'm atras, nos ha informado que Ud. pas6 a su altura
hace 4 minutos.

Camionero.- Pero mi velocidad era menor de 70 K'm/h, me acuerdo perfectamente.

Agente.- Eso no importa. Sé que ha circulado a velocidad superior a 70 K'm/h en algun
momento porque en otro caso no es posible recorrer los 6 K'm en 4 minutos.

Camionero.- ;Por qué no?.

Agente.- Porque recorrer 6 Km en 4 minutos, significa llevar una velocidad media de
90 Km/h. En algin momento ha circulado Ud. a 90 K'm/h.

El razonamiento del agente parece impecable. ;Sera correcto?.
Podemos enunciar el problema asi:

Dada una funcion y(z) definida en [a,b], se trata de averiguar si siempre existe, al
menos, un punto z € [a,b] en el que la velocidad coincide con la velocidad media.
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Como hablamos de velocidad en un punto z, ya estamos exigiendo derivabilidad en
(a,b), y por tanto continuidad. Vamos a enunciar el problema de modo riguroso:

Dada y(x) continua en [a,b], derivable en (a,b), ;3z € (a,b) | y'(z) =

Observa las siguientes graficas (figura 4.12)

Figura 4.12: Punto medio

Parece ser que facilmente construiremos el punto z. Este es el procedimiento:

1. Trazamos el segmento que une los puntos de coordenadas (a,y(a)), (b,y(b)). La pen-
diente m de este segmento es precisamente la velocidad media de y(x) en el intervalo
[a, b]:

y(b) —y(a)
b—a

2. Trazamos una recta paralela a ese segmento, y que sea tangente a la curva (puede
haber una o varias soluciones), como en el ejemplo de la figura (4.12).

m =

3. La abscisa z € (a,b) donde se traza esa recta tangente, es un punto que cumple la
condicion

Ahora vamos a demostrarlo de forma rigurosa:

» Trazamos la recta secante por (a,y(a)), (b,y(b)), que tiene de ecuacion:

() = y(b) —y(a)

P - )+ ya)

» Estamos buscando un punto z tal que u/(2) = y/(z) (ambas rectas paralelas):
.3z € (a,b) tal que v/ (2) —y/(2) =07

= Estudiemos la funcién diferencia:
h(z) =u(z) —y(x) Iz tal que h/(z) =07

Recordemos que tenemos un teorema que habla de un punto z tal que h'(z) = 0: el
Teorema de Rolle. Veamos si h(z) cumple todas las hipotesis:
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1. h(z) esta definida en [a, b] porque u(x) e y(z) lo estan.

(
2. h(x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) porque u(z) e y(z) lo son.
I

a) = u(a) — y(a) = y(a) —y(a) = 0
h(b) = u(b) —y(b) = y(b) —y(b) =0

Por lo tanto segin el teorema de Rolle:
b) —
32 € (a,b) | W(z) =0 y(z) = u/(z) = M
—a
Si volvemos a nuestro camionero:

[a,b] = [0,4]; en el que la funcién E(t) = espacio recorrido, es continua y derivable. Estas
propiedades podemos asumirlas como hipotesis fisicamente razonables, ;eres capaz de
explicar por qué?.

E0)=0Km, E(4) =6 Km

6—-0
Luego 3z € [0,4] tal que y/(z) = 160 =90 Km/h

El camionero no se libra de la multa. Este resultado se llama Teorema del valor medio.
Ejercicio 4.4 Encuentra la “formula de la sancion de trdfico”. Es decir, si un vehiculo

recorre D K'm en m minutos en una via donde la limitacion de velocidad es de v Km/h,
scudndo pueden los agentes estar sequros de que el vehiculo ha rebasado la velocidad v?.

4.5. Crecimiento y decrecimiento

Siy'(z) >0 V€ (a,b), entonces y(x) es creciente en (a,b); del mismo modo
y'(z) < 0 Vz € (a,b) indica y(x) decreciente en (a,b). Se trata de un resultado que ya
utilizamos en el capitulo anterior, pero no lo demostramos. Graficamente es muy claro:

. .
2 b ‘a ‘ b

Yy () >0< tana >0 ¢/ (z) <0< tana <0
CRECIENTE DECRECIENTE

Ahora, utilizando el Teorema del valor medio, podemos demostrar este resultado. Pero
ipor qué usar el Teorema del valor medio?. Vamos a escribir de manera formal lo que significa
que y(z) sea creciente en (a,b) ( ver la figura 4.13):
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y(z2)

y(x1)

Figura 4.13: Funcién creciente

y(x) creciente en (a,b) < Vri,x9 € (a,b), x1 < x9 = y(r1) < y(z2)

Utilizamos el teorema del valor medio porque este teorema establece una relacién entre
y(xl)v y(xQ)v yl(z)7 FAAS (xla .’L'Q)

Aplicando el teorema en [z1, z2]:

y(z2) —y(z1)

Jz € (z1,72) | ¥'(2) = e

y(w2) — y(71)

0"="
2z y(z2) > y(z1)

Como y'(z) >0 Vz € (a,b) = y'(z) >0=

Por tanto, y(z) es creciente en (a,b).

Ejercicio 4.5 Demostrar que si y'(z) < 0 Va € (a,b) entonces y(z) es decreciente en
(a,b).

Ejercicio 4.6 Sabemos que :

y'(z) >0 Ve (a,b) = y(x) creciente en (a,b)
y'(x) <0 Ve (a,b) = y(x) decreciente en (a,b)

Ahora la pregunta es: Si el dominio no es un intervalo de la forma (a,b), ;siguen siendo
ciertos esos dos resultados?.

Observa lo versatil que es el teorema del valor medio: Ha servido para sancionar al
camionero y para demostrar la relacion que existe entre el crecimiento de y(x) e y/(z). Pues
bien, todavia podemos sacarle aiin mas rendimiento.

Veamos cémo demostrar un par de resultados més que son muy intuitivos:

1. Siy'(x) =0 Vz € (a,b) = y(x) es constante en (a,b)

Ya sabfamos que y(z) = cte = y/(x) = 0. Lo que ahora vamos a ver es el reciproco
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Figura 4.14: Derivada nula

Teorema 4.3 Decir que y'(x) = 0 en (a,b) es equivalente a decir que y(x) es constante
en (a,b) (ver la figura 4.14).

Demostracion

Tomamos un = € (a,b) cualquiera. Aplicamos el Teorema del valor medio en [z,b]:
Existe un z € (z,b) que cumple:

Y (2) = w; como ' (z) = 0 = y'(2) = 0; por tanto y(z) = y(b) Vz € (a,b)

. Si dos funciones tienen la misma derivada, entonces se diferencian en una constante

(ver la figura 4.15):
Teorema 4.4 Siy'(z) =v'(x) Vze (a,b), 3C R | y(z)=v(z)+C
Demostracion

y(x)

V(X)

Figura 4.15: Derivadas iguales

/

Y(2) =v'(2) = y'(x) —v'(2) = 0= (y(x) —v(@)) =0

Aplicando el resultado anterior:

ACeR | ylx)—v(x)=C
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Ejercicio 4.7 De forma similar a lo propuesto en el ejercicio 4.6: si en vez de un dominio
de la forma (a,b), se trata de un dominio diferente D, ;siguen siendo wvdlidas esas dos
propiedades?.

4.6. EIl Teorema de Taylor

Vamos a recordar dos problemas importantes que todavia no hemos resuelto:

1. Reconocimiento de méximos y minimos locales: Sabemos que si y(x) es derivable en
el punto * = a y ademés y(x) presenta un extremo local en ese punto, entonces,
necesariamente y'(a) = 0. Ahora bien, la condicién y/(a) = 0 no garantiza que y(z)
tenga un extremo en z = a. Es decir, puede suceder que y'(a) = 0 pero que no exista
extremo en ese punto. Esto ocurre, por ejemplo, con y = x3 en a = 0 (ver la figura
4.16).

Figura 4.16: Funcion y = 23

y(z) = 2® = o/(x) = 322, ¥/(0) = 0 pero no hay extremo.

Asi pues, nuestro problema es: ; Qué condiciones debe cumplir y(z) para poder asegurar
que presenta un extremo en x = a?.

2. Concavidad y convexidad (ver la figura 4.17).

<Y

Figura 4.17: Funciones concavas y convexas

Las preguntas son: ;Es util saber si y(z) es concava hacia arriba 6 concava hacia abajo?
i.como podemos reconocer ambos tipos de comportamiento?.
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Ambos problemas parecen no tener relaciéon entre si, sin embargo, la solucién para ambos
tiene su origen en la misma idea. Veamos en que consiste esa idea: Ambos problemas se
refieren a una propiedad local de y(x), es decir, al estudio del comportamiento de y(z) en

un entorno del punto x = a. En la figura 4.18 se observa:
/

/
c d

Figura 4.18: Diversas propiedades

s Es convexa en un entorno de z = a

= Posee extremos localesen z =byenz=c
= Es concava en un entorno de x = d

Pues bien, la idea es: Vamos a fabricarnos otra funcion z(z), que sea muy sencilla de

manejar, de modo que z(z) esté muy proxima a la funciéon y(z) en las cercanias del punto

r = a.

Figura 4.19: Funciones “proximas”

Si z(x) estd muy proxima a y(x), el comportamiento local de ambas deberd ser muy

parecido. En el ejemplo de la figura 4.19 ambas tienen un extremo en x = a y son convexas.

La busqueda de z(x) nos abre nuevas preguntas:
1. ;Qué tipo de funcién serd z(x)?. Debe ser sencilla de manejar y de evaluar.

2. ;Coémo conseguiremos que z(x) esté proxima a y(z)?.
E.U.P. San Sebastian

Departamento de Matematica Aplicada



4.6. EL TEOREMA DE TAYLOR

143

La respuesta a la primera pregunta es: z(x) serd un polinomio. Los polinomios son
funciones continuas, derivables, faciles de evaluar, de derivar, de integrar, de representar
graficamente, ... En cuanto a la segunda pregunta, veamos un ejemplo que nos puede ayudar

a entender como construiremos z(x):

Supongamos que y(x) = e y que deseamos fabricar un polinomio z(z) que esté proximo
a y(z) en las cercanias del punto a = 0. Podemos empezar por la aproximacion mediante la

diferencial (recta tangente), que es un polinomio de grado 1:

z(z) =y(a) +y'(a)(z — a), o bien haciendo z —a=h, z(a+h)=
si h esta proximo a 0 tenemos z(a + h) ~ y(a+ h). Como a = 0,y'(0) =

y / //

7
/

Figura 4.20: Aproximacion primera de y = e*

z(x) =14z (ver la figura 4.20).
z(x) e y(z) tienen en comun dos propiedades:

» Pasan por el mismo punto: z(0) = y(0) =1

= Tienen la misma tangente en ese punto: z/(0) = y'(0) =1

y(a) +y'(a) - h,
1: z(h)=1+4+h 06

Ahora vamos a construir un polinomio P5(z) que coincida en el punto a = 0 con y(z)

hasta la segunda derivada (ver la figura 4.21):

1
Py(x) = §x2+x+1

0 hasta la tercera derivada:

1 1
Py(z) = 6x3+§x2+x+1
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P_3
/

Figura 4.21: Aproximaciones de distintos érdenes

Asi pues, a medida que mas derivadas en z = a coincidan para ambas funciones, parece
que mas proximas estan al menos en las cercanias del punto x = a. Veamos cémo calcular,
en general, el polinomio:

gradon=1:  Pi(z) =y(a) +¢'(a)(x — a)
gradon=2:  Py(z)=3(z —a)*+ Pi(2)

grado n=3 : P3(z) = #(z — a)® + Py(x)

=

grado n : Py(z) = L(z—a)" + Py_1(z)

" 1 (n
Po(z) = y(a) + ¢/ (a)(z —a) + 2 2(,“) (z—a)?+2 3(,a) (@—a®+-+7 n('“) (z —a)"
Este polinomio se llama Polinomio de Taylor de grado n.
O bien, tomando h =z —a
" " (n
Pu(a+h)=y(a)+y'(a)-h+ y;'a) h2 4 Y 3(,a) S n(,a) - h"

Cuanto més proximo esté h de 0, mas cercano estara P,(a + h) de y(a + h).

Cuanto mas nos alejamos del punto x = a, mayor serd la distancia entre P,(a + h) e
y(a+ h) (ver la figura 4.22).

En general no es posible conocer la distancia que hay entre el valor exacto y(a + h) y
la aproximacion P, (a + h). Sin embargo, tenemos un teorema, llamado Teorema de Taylor,
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Figura 4.22: Deterioro de la aproximacion

que nos puede dar mucha informacion acerca de “como de grande” es y(a + h) — P,(a + h).
Veamos que dice este teorema:

Teorema de Taylor: Si aproximamos el valor y(a+ h) mediante el polinomio de Taylor
de grado n, P,(a + h), entonces la diferencia entre ambos valores el igual a:

y(n+1 (Z) n+1

donde z es un numero en general desconocido, pero del que sélo sabemos que se encuentra
en el intervalo (a,a + h) (6 (a + h,a) si h < 0).

Una cuestién importante: para poder calcular el polinomio de Taylor de grado n de
y(x) en el punto z = a, es necesario que existan y(a),y(a), - - , 3" (a). Si, ademas, queremos
usar el Teorema de Taylor, debe ser derivable hasta orden n+1 y esta derivada ser continua.

N

a

Figura 4.23: Funcién no derivable

Para la funcion de la figura 4.23 no podemos calcular ni siquiera P;(z) en a = 0 porque
no existe y'(a)
e z<0
%xQ +z4+1 >0

Se trata de calcular el polinomio de Taylor del mayor orden posible.
Siz<0=y(x)=¢"
Siz>0=y(z)=x+1
Y0 )=e"=1; ¢ (0F)=0+1=1; y(0F")=y(0")=1= continua en z =0

Veamos otro ejemplo: y(x) =
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Por tanto, existe 3/(0) = 1
Siz<0=y"(x)=¢"
Siz>0=y"(z)=1
y'(07)=e"=1; 9”(0%)=1; ¢'(z) continua en x =0
Por tanto, existe y”(0) =1

Siz<0=y"(z)=¢€"
Siz>0=y"(x)=0
y"(07)=e"=1; ¢”(0%)=0; ¢"(x) continua en z = 0 pero no derivable en z = 0

Por tanto, no existe 3/ (0). Asi pues, solo es posible calcular Py (z) y Pa(x) :
Pu(#) = 5(0) +/(O)r = 1+
2
Py(z) = Pi(z) +y"(0)% = 22 + 2 +1

No podemos aplicar el Teorema de Taylor para n = 2 porque necesitariamos que
existiera y”’(0). Lo aplicamos paran =1y h < 0:

y//(z) ) N h2 B
Jdz € (h,0) | y(h):l—i-h—i-Th < 3Jz e (h,0) | e =1+h+76 (4.1)

(si aplicamos el Teorema de Taylor para h > 0, no obtenemos ninguna informacion adicional)
En este caso, podemos ademés determinar el valor de z, a partir de la expresion anterior:

el (2(eh —th - h))

Pero vemos que esta forma de calcular z es mas complicada que calcular el valor exacto de la
funcion €. Normalmente no nos interesa (o no es posible) conocer el valor de z sino acotar
el error. Veamos qué significa esto:

Supongamos que deseamos usar la expresion (4.1) para calcular aproximadamente el

valor de e %91: asi pues, tomaremos h = 0.01:
—0.01)?
e 0 =1 -0.01+ % e® z€(-0.01,0)

Si tomamos como valor aproximado de e~0-01

1 —0.01 =0.99, entonces

(0.01)2 (0.01)2

z

ERROR = e = 0.00005

Como z es desconocido (sélo sabemos que se encuentra en el intervalo (—0.01,0)) no podemos

evaluar el error, pero si podemos dar una acotaciéon del mismo. Como z € (—0.01,0), e* <
0

e’ =1.
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Si ahora vamos a calcular e~ tomamos (4.1) con h = —5:
-5 25 z -5 z
Jdz € (=5,0) | e :1—54-76 < 3Jze(=5,0) | e?=—-4+12.5¢
Nuestra aproximacion es Py(5) = —4, y el error cometido es exactamente

ERROR =12.5¢* < 12.5-1=12.5

(Como z € (=5,0), e < e =1)

Por lo tanto nuestra aproximacion es e™® &~ —4 con un error menor que 12.5. Algo ha
debido ir mal porque e® > 0, Vx. Si comparamos esta aproximacién con el valor exacto hasta
tres digitos, resulta e™® ~ 0.006 | nuestra aproximacién es malisima ! ;qué ha ocurrido?.
Que hemos tomado un valor de h muy grande, nos hemos alejado mucho (relativamente) del
punto a = 0. Obtenemos pues, que P;(x) no nos proporciona una aproximacion valida para
calcular el valor de e,

5

Ejercicio 4.8 Calcular los polinomios de Taylor de mayor grado Ps(x), Ps(x), Py(x),- -,
hasta obtemer una aproximacion con tres digitos decimales exactos. Calcula una cota del
error cometido para calcular y = e*.

4.7. Cobémo reconocer un extremo local

Sabemos que la condicion que debe cumplir y(x) para que tenga un maximo local en
x = a es (ver la figura 4.24):

y(a + h) < y(a) para h lo suficientemente proximo a 0.

S
a-h a a+)h

Figura 4.24: Extremo local

Si hacemos © = a+h, en el teorema de Taylor nos aparecen ambos términos y(a+h), y(a).
Supongamos que y(z) cumple las condiciones necesarias para que se pueda aplicar el Teorema
de Taylor para n = 1:

dz € (a—h,a+h) | yla+h)=yla)+y (a)h + %y"(z)h2
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Pero sabemos que si y(z) presenta un maximo relativo en z = a, necesariamente y'(a) = 0.
Por tanto:

1

yla+h) —yla) = 5 y”(z)hQ, z€ (a—h,a+h)

( [
N ]
a-h a Z ath

Figura 4.25: Signo de y(a + h) — y(a)

Asi pues, si se cumple que y/(a) = 0 (condicion necesaria), el signo de y(a + h) — y(a)
esta relacionado con el signo de y”(z) en un entorno del punto a (ver la figura 4.25). Como
ademés se cumple que % h? >0, Vh#0, tenemos:

signo (y(a + h) — y(a)) = signo (y/'())

z es un valor desconocido, del que s6lo sabemos que se encuentra en (a —h,a+ h), jpodemos
saber cuél es el signo de y”(2)?. Si, a condicion de conocer el signo de y”(a):

Recordemos el teorema: “Si v(x) es una funcién continua en = = a y v(a) # 0, entonces
v(z) tiene el mismo signo que v(a) en un cierto entorno de a”.

Observando la figura 4.26, como v(a) >0, 3 >0 | v(x) >0Vz € (a + h,a—h)

alh a ai)»h

Figura 4.26: Entorno de x = a

por lo tanto, si y”(x) es continua:
signo (y(a + h) — y(a)) = signo (y"(a)) para h lo bastante préximo a 0
luego:

» Siy”(a) > 0= y(a+h)>y(a) para h lo bastante proximo a 0 = minimo local.

» Siy”(a) <0=y(a+h)<y(a) para h lo bastante proximo a 0 = méximo local.
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Asi pues, ya tenemos una condicion suficiente para que y(z) presente un extremo en el
punto x = a. Ahora bien, hay que tener en cuenta las hipotesis que debe cumplir y(z) para
que este resultado pueda aplicarse.

Ejercicio 4.9 Enunciar este criterio de reconocimiento de mdximos y minimos locales, te-
niendo mucho cuidado en indicar las condiciones que debe cumplir y(x).

Desgraciadamente, este criterio no es aplicable en un caso: y”(a) = 0. En este caso no
podemos decir nada del signo de " (z). Por ejemplo y(z) = 22 en el punto a = 0, y”(0) = 0,
no puede aplicarse el criterio.

La solucién es utilizar el teorema de Taylor para n = 2:

1
3e€(a—ha+h) | yla+h) —yla) = 25" ()

y procediendo de modo idéntico, para valores de h lo suficientemente proximos a 0:
signo (y(a +h) —y(a)) = signo (y"(2)%)

observa que ahora el signo de h es importante porque signo(h3) = signo(h); asi pues, si
y" (a) #0 e y"(x) es continua:

sih>0= signo(y(a+ h)—y(a)) = signo(y"”(a))

signo (y(a + h) = y(a)) = signo(hy”(a)) = {si h < 0= signo(y(a+ h)—yla)) # signo(y” (a))

Supongamos por ejemplo que 3" (a) > 0:

y(a+h) >y(a) parah>0
y(a+h) <y(a) parah <0

a

Figura 4.27: No hay extremo

iEn estas condiciones no puede haber extremo!. Asi pues, si y'(a) = y”(a) = 0 pero
y"(a) > 0, entonces y(z) NO presenta ni maximo ni minimo local en & = a. (Esto le ocurre

ay=azena=0).
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Ejercicio 4.10 Demuestra que tampoco existe extremo en x = a si y"'(a) < 0. Enuncia
este criterio prestando mucha atencion a las condiciones que debe cumplir y(z) para que se
pueda aplicar.

.Y qué ocurre si también y”'(a) = 07 Pues usaremos el valor de y*V (a). ;Y si ¢!V (a) = 07.
Usaremos y"(a) y asi sucesivamente. En general, supongamos que

y'(a) =y"(a) = --- = y™(a) = 0 pero y™*1(a) # 0, siendo y"*+!(x) continua. ;Como
podemos reconocer si existe un extremo local?.

Ejercicio 4.11 FEnunciar y demostrar el criterio general para reconocimiento de extremos.
Tendremos cuidado a la hora de indicar las condiciones que debe cumplir y(z) para que
pueda aplicarse este criterio.

AYUDA: Estudiar los diferentes casos que se dan cuando y™*'(a) > 0, y"*'(a) < 0, para
n par y n impar.

4.8. Como reconocer la concavidad/convexidad

Hemos aprendido a reconocer cuando una funcién derivable es creciente o decreciente:

Siv'(x) > 0Vz € (a,b) = v(x) es creciente en (a,b).
Siv'(xz) < 0Vz € (a,b) = v(x) es decreciente en (a,b).

Pero recordando también que v'(x) es la velocidad de v respecto a z, podemos averiguar
si esta velocidad es creciente o decreciente:

Si v"(xz) > 0 Va € (a,b) = v/'(z) es creciente en (a,b) = la velocidad es
creciente en (a,b) (o lo que es lo mismo, la aceleracion en el intervalo (a,b)
es positiva).

Si v"(xz) < 0 Vo € (a,b) = v/'(x) = la velocidad es decreciente en (a,b)
(aceleracion negativa en (a,b)).

De acuerdo, pero jqué aspecto tiene la grafica de una funcién v(x) (derivable hasta
orden 2) tal que su velocidad es creciente o decreciente?. ;Somos capaces de reconocer esta
propiedad sélo con ver la gréfica de v(z)?.

Se trata de un nuevo problema que involucra a v(z) y v”(z). {Qué teorema usamos para
resolverlo?. El Teorema de Taylor, por supuesto. Vamos a aplicarlo para n = 1:

Jec(a—hath) | v(a—i—h):v(a)—i-v'(a)-h—i-%v”(z)-hQ

Pero recuerda que v(a) 4+ v'(a) - h es la ordenada, en el punto a + h de la recta tangente en
el punto x = a (ver la grafica 4.28). Por lo tanto, la diferencia

func. tangente

—— 1 9
v(a+h) = (v(a) +v'(a) - h) = 5 V"(2) - h
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vath) e
v(a) <
2
T
=
<‘
=
h ~—
>
a ath

Figura 4.28: Estudio de la concavidad

nos indica si la grafica de v queda por encima o por debajo de la grafica de la recta tangente:
Siv(a+h)—wv(a) —v'(a)-h > 0= la grafica de v(x) queda por encima de la gréafica de

la recta tangente; si v(a + h) —v(a) —v'(a) - h < 0, lo contrario, la tangente por encima.
Pero:

1
signo (v(a + h) — v(a) — v'(a) - h) = signo <§ h* - v”(z)) = signo (v”(2))
y si v (x) es continua, sabemos que para valores de h lo bastante proximos a 0:

signo (v"(z)) = signo (v”(a)). Por tanto:

= Siv”’(a) > 0 = lavelocidad de v(x) es creciente en un entorno de = = 0 y eso significa
que la recta tangente a v(x) queda por debajo de la curva. ;Qué aspecto tiene una
curva v(x) que cumpla esta condicion? (ver la grafica 4.28).

Figura 4.29: Concavidad hacia arriba

v”(a) > 0 significa que v(x) es concava hacia arriba en un entorno de x = a jj concava
hacia arriba significa velocidad creciente !!. Ya sabemos como reconocer en la gréafica
de v(z) las zonas donde la velocidad de v respecto a x es creciente.

= Del mismo modo, la concavidad hacia abajo esta relacionada con el decrecimiento de
la velocidad de v(z).

La recta tangente queda por encima de la gréfica: es concava hacia abajo (ver la grafica
4.30).
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Figura 4.30: Concavidad hacia abajo (convexidad)

Ejercicio 4.12 Demostrar que v"(a) < 0, indica que v(x) es céncava hacia abajo en
un entorno de x = a.

Nota: En algunos libros se llama convexa a la curva que es concava hacia abajo,
y se llama concava a la que es concava hacia arriba, por lo que nosotros usaremos
indistintamente ambas definiciones.

Veamos un ejemplo. Supongamos que estamos llenando de agua un deposito esférico
(ver la grafica 4.31). Se trata de estudiar como varfa la altura h que alcanza el agua en cada
instante.

2R

al
N/ /A

Figura 4.31: Depoésito esférico

Vamos a llamar R al radio de la esfera (ver la grafica 4.31). El enunciado no dice nada
del modo en que se vierte el agua, por lo que vamos a suponer como hipoétesis que el ritmo
de vertido es constante; en consecuencia h(t) sera una funcién continua; parece razonable
pensar que h(t) serd también derivable, aunque habré que demostrarlo. Ademas 0 < h < 2R,
y h(t) es creciente porque h estd aumentando continuamente. ;Coémo sera la grafica de h(t)?.
Vamos a trazar algunas en la figura 4.32:

.Seré alguna de estas graficas la que realmente sigue la funcion h(t)?:

Observemos que la velocidad de h (R/(t) = dh/dt) va disminuyendo hasta que h vale
R (la mitad de la esfera) (ver la grafica 4.33). A partir de ese punto, la velocidad de h ira
aumentando hasta que la esfera se llene. Asi pues, sin hacer operacion alguna, sabemos:
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2R

h(t)

2R

h()

2R

t

h(1)

2R

t

h(t)

t

t

t ¢

Figura 4.32: Posibles gréficas de h(t)

1. W(t)>0 Vhe(0,2R)

\

K

/////ﬂ)

(ya que h es creciente)

Figura 4.33: Llenado de la esfera

2. 1/ decreciente si h € (0, R) = h” < 0= h concava hacia abajo Yh € (0, R)

3. K/ creciente si h € (R,2R) = h” > 0 = h céncava hacia arriba Vh € (R,2R)
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h()

t

2t

Figura 4.34: Funcion h(t)
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.Y qué ocurre en el instante t; en el que h = R, es decir cuando se ha llenado medio
deposito? (ver la grafica 4.34). En ¢; tiene lugar un cambio en el crecimiento de la velocidad
de h: la velocidad pasa de decreciente a creciente. Graficamente se distingue este punto
porque tiene lugar en él un cambio en la concavidad, en este ejemplo h pasa de ser concava
hacia abajo a concava hacia arriba. Se dice que h(t) presenta una inflezién en el punto t;
(ver la grafica 4.35).

Céncava } Convexa !
! Concava |
Convexa

Xo Xo

Figura 4.35: Puntos de inflexiéon

Ahora vamos a realizar otro tipo de estudio, el analitico, al que estards mas acostumbra-
do:

Figura 4.36: Funcién volumen

El volumen V(¢) en cada instante se relaciona con la altura del modo siguiente (ver la
grafica 4.36):

V= g h2(3R — h) (4.2)

Se trata del volumen del casquete esférico.

4
Observa que si h = 2R = V = — 7R3 = volumen de la esfera completa. Si suponemos

av
como hipdtesis que entra agua a velocidad constante, significa que — = k > 0; por ejemplo,

k podria valer 17 litros/minuto; derivamos la ecuacion (4.2) respecto de t:

k

/ / 2711/ / /
vi=I(2 —h)— —ThWOR—h)=k=h = — "
3(hh(3R h) — h?h') = whh' (2R — h) = k = h R )

Como h < 2R = h' > 0 = h(t) es siempre creciente.
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Veamos ahora el signo de h'”:

h//(t) _

d k _k 2(h—R) dh _ 2*(h—R)
=i (i) |

2R—h)) wh22R—h)2 dt  72h3(2R — h)?
donde el tnico factor que cambia de signo es h — R. Por tanto:

» Sih < R=h"<0= hconvexa < h/(t) es decreciente en (0, R) < velocidad de h
decreciente en (0, R)

= Sih >R = h">0= hconcava < h/'(t) es creciente en (R,2R) < velocidad de h
creciente en (R, 2R)

B cambia de concavidad al pasar por h = R = presenta una inflexion en el instante en
que h = R. Observamos, ademés, que b’ = 0 para h = R.

Hemos visto como el signo de y”(a) esté relacionado con la concavidad de y(x):
» y’(a) > 0 = y(z) concava hacia arriba en un entorno de a
= y’(a) < 0= y(z) concava hacia abajo en un entorno de a

Ademas, si y”’(x) cambia de signo cuando = = a, tendremos un punto de inflexion en z = a.
De acuerdo pero, jqué pasa si y”(a) = 07. Usaremos el Teorema de Taylor para n = 2:

h3
dze(a—ha+h) | yla+h)=yla)+y(a)h+ y”’(z)g
Si y"(a) # 0 = y"'(2) # 0 para h lo suficientemente proximo a 0. Si también y"(a) = 0,

emplearemos 3V (a), etc.

Ejercicio 4.13 La misma tarea que en el ejercicio 4.11, pero ahora hay que enunciar el
criterio general para reconocer cudndo una funcion y(x) es concava hacia arriba/abajo en
un entorno de x = a y cdmo puede reconocerse que en x = a existe un punto de inflexion.

4.9. Desarrollo en serie de y(x)
En temas anteriores hemos utilizado las expresiones de las funciones e, sen x, cos  como
una suma infinita de potencias de z. En concreto:

n

o
x
T __
e —E ) VreR

n=0

o
B (_1)nx2n+l
Senxr = Z W VCC S R
n=0

& —1) 2n
cosx:Z% Ve eR

n=0
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Pues bien, estos desarrollos en serie estdn basados también en el Teorema de Taylor; si
suponemos que y(z) es derivable hasta un orden cualquiera n + 1:

hn+1
(n+1)!

1 h"
32 € (a=h,a+h) | ylat+h) =y(a)+y/(a) ht5y" (@) b2+ 4y (a)—+y " (2)

si ahora suponemos que el resto se hace més proximo a cero a medida que n crece, es decir,
si:

(n+1
lim L&) _
n—oo (n + 1)!
entonces:
, L , y"(@) .\, .. ¥ THR)A" ey (a)n”
i ) =t (500) /@) ot I ) i VO o = S

llamando = a + h nos queda:

2y (a)(z — a)"
oy = Yo O (43)
n=0

La expresion (4.3) se llama desarrollo en serie de Taylor de y(z) en el punto z = a. Es
importante entender que para que una funciéon y(z) pueda desarrollarse en serie de potencias
de Taylor, es necesario que cumpla dos hipotesis:

1. Derivable hasta un orden n cualquiera.
2.

(n n
lim LM

n—00 n!

=0 ze€(a—h,a+h)

Veamos un ejemplo: Desarrollar en serie de potencias y = e* en a = 0:

1. Existe y*(z) Vn € N,siendo y("(z) = ¢”

(n n Zpn Zpn
y\"(z)h _eth” i & h
n—oo nl

=0 VzelR

Luego se cumplen las hipotesis.

o0 n

x
S
n!

n=0

Observa qué resultados tan importantes estan basados en el Teorema de Taylor, por lo
que podemos llamar “gema matematica” a este versatil resultado (ver la grafica 4.37).
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Encontrar los
extremos relativos

Aproximacion de funciones
mediante polinomios

Desarrollo de
un funcion en
serie de potencias

Analizar la concavidad
y convexidad

Figura 4.37: Aplicaciones del Teorema de Taylor

Sin embargo, esta versatilidad también tiene un coste: es muy exigente. Para calcular el
polinomio de Taylor p,(z), y(z) debe ser derivable hasta orden n. Y para desarrollar y(x)
en serie de potencias, debe existir ("(x) Vn € N.

.Y qué podemos hacer si nos encontramos con una funcion y(z) que ni siquiera es
continua?.

Existen varias teorfas matematicas que pueden aplicarse en estos casos. Una de ellas,
las Series de Fourier, las estudiaremos mas adelante, pero ain hay que trabajar mucho para
entender de qué se trata.

4.10. EIl Teorema del punto fijo

En el apartado 2.8.2, hablamos de un importante teorema, llamado Teorema del punto
fijo, que nos permite asegurar la existencia de solucién para la ecuacion:

z = y(z) (4.4)

.Y por qué es interesante una solucion de la ecuacion (4.4)7. Pues resulta que muchas
ecuaciones del tipo

9() =0 (4.5)
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se pueden escribir de la forma (4.4). Entonces, resolviendo (4.4) encontramos una soluci6n
de (4.5).

Veamos un ejemplo: Supongamos que debemos resolver la ecuacion: a2 + 422 — 10 = 0;
en este caso, tenemos la ecuacion de la forma (4.5), siendo

g(x) = 23 + 42> — 10 (4.6)
Ahora veamos varias formas de de escribir (4.6) de la forma (4.4):
1. 422 =10 — 2% = o = £1(10 — 2%)7

2. x=x+a3+422 - 10

10
3. x =
v <4+$>

23+ 422 — 10
3x2 + 8z

(SIS

4. T =x —

La solucion de cualquiera de los casos nos proporciona la solucion de (4.6). Vamos a dar el
enunciado completo del Teorema del punto fijo:

Teorema 4.5 Si y(z) es continua en [a,b], y ademds y(x) € [a,b], entonces la ecuacion
x = y(x) tiene al menos una solucién en |a,b]

a X1 X2 b

Figura 4.38: Dos puntos fijos

En el ejemplo de la figura 4.38, Vz € [a,b] se cumple y(z) € [a,b]. Ademas existen dos
puntos fijos 1, xo:

r1 = y(x1), T2 = y(r2)

.Y cuando podemos asegurar que el punto fijo es unico?. El Teorema del punto fijo nos
da las condiciones suficientes para que esto ocurra:

Si existe y'(x) en (a,b) y existe una constante k tal que 0 < k <1 con |y/(z)| <k Vz €
(a,b), entonces el punto fijo en |a,b] es inico.

y continuando con el teorema 4.5
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= Demostracion de la existencia:

Si y(a) = a o y(b) = b, entonces y(x) tiene un punto fijo en uno de sus extremos. Si
no es asi, como y(x) € [a,b], se tiene y(a) > a,y(b) < b. Ahora construimos la funci6n
auxiliar h(x) = y(x) — z.

Aplicamos el Teorema de Bolzano a h(z), viendo que se cumplen las hipotesis:
h(x) es continua en [a, b] al serlo y(x)

h(a) =y(a) —a >0, h(b)=yb) —b<0

Por tanto existe z € (a,b) tal que h(z) =0 < y(z) =z

s Demostracion de la unicidad:

Supongamos que existen dos puntos fijos z1, 3 € [a,b] con 1 # x3. Segin el Teorema
del valor medio:

Jz € [z1,22] | ¥/(2) = M; por tanto:
9 — T1

lz2 — 21| = |[y(22) — y(21)| = |yl(2)| Nre — 1| < klrg — 21| < |22 — 21

lo cual es una contradiccion. Esta contradiccién se debe a que hemos supuesto que
T # x1, por tanto el punto fijo es tnico.

En la practica, una vez que comprobamos la existencia y unicidad de la solucién para la
ecuacion x = y(x), construimos la sucesion:

Zn = y(rp—1) para n > 1, tomando como punto inicial un valor zy € [a,b]. Mediante
este proceso iterativo, el punto x, se obtiene a partir del anterior x,,_1 (ver la grafica 4.39).

Entonces, z,, converge hacia el inico punto fijo z € [a, b]; es decir lim,,_, o0 T, = 2.

y=x
(x)

N

X1 X3Z X2 Xo

Figura 4.39: Proceso iterativo

Ejercicio 4.14 Construir un algoritmo para aprozimar el valor de /A, empleando la ecua-

cion
1 +A
r=—|(x+ —
2 x
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160 CAPITULO 4. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCION

utilizar el Teorema del punto fijo para analizar la existencia y unicidad de la solucion. Aplicar
el procedimiento para aprozimar v/ 3.5.

4.11. Evaluacién numérica de la derivada: acotacion del error
cometido

En el apartado 3.13.9.1, hablamos de tres expresiones con las que calcular de forma
aproximada y/(a):

( y(a)

» y/(a) = wat h})b —Y\a (Progresiva)
» y(a) & yla— h})l —y(@) (Regresiva)

) o Y@ h) —yla—h)
Y (a) = 57 (Central)

Pues bien, utilizando el Teorema de Taylor podemos acotar el error que cometemos al
utilizar cada una de ellas. Veamoslo para la progresiva:

(a+h) —yla)
h

y'(a) ~ 2 & yla+h) ~ y(a) + hy'(a)

asi pues, se trata de la aproximaciéon de Taylor para n = 1:

1 L h)—
32 € (.ah) | ylath) = yla) 1o/ (@) ht o y'(2) 02 o/ a) = DO R
luego
h h
ERROR| = )y < 21

donde k es una cota de y”(z) en [a,a + h].

Veamos un ejemplo. Calcular aproximadamente y'(0.6) y acotar el error cometido,
siendo y(x) = cos(x).

cos(0 4 0.6) —cos(0)  cos(0.6) — 1
0.6 06
0.6

h
<—:—:‘
-2 2 03

y'(0.6) ~

|[ERROR| = 'gy"(z)

Ejercicio 4.15 Acotar el error que se comete al utilizar las diferencias regresiva y central,
empleando el Teorema de Taylor.
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