
Capítulo 4Problemas del estudio lo
al de unafun
ión(En los problemas mar
ados 
on el i
ono es 
onveniente usar de un programa deordenador para la representa
ión grá�
a de fun
iones, por ejemplo Winplot).
4.1. Fun
iones y derivadas1. La �gura adjunta representa una vasija a la que e
hamos agua a ritmo 
onstante, demodo que en 
ada instante t el agua al
anza 
ierta altura y(t). Cal
ular el dominioy el rango de y(t). Estudiar las propiedades de y′(t) y de y′′(t). Esbozar una posiblegrá�
a de y(t) e y′(t).

2. Trazar la grá�
a aproximada de una fun
ión y(x) sabiendo que su derivada satisfa
elas propiedades que apare
en en la siguente tabla:
x (−∞,−1) −1 (−1, 1) 1 (1, 3) 3 (3,∞)

y′(x) + 0 − 0 − 0 +3. Dada la fun
ión y(z) = (1000 − z)2 + z2, se trata de:a) En
ontrar los intervalos donde y(z) es 
re
iente o de
re
iente.b) Usar el apartado anterior para dedu
ir si 10002 es mayor o menor que 9982 + 22.27
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) Generalizar el resultado a la fun
ión y(z) = (c− z)n + zn, donde c es un númeropositivo 
ualquiera y n un entero positivo. Usar el resultado para dedu
ir si
10000100 es mayor o menor que 9000100 + 1000100.4. Sean y(x), z(x) fun
iones derivables 
uyas grá�
as se muestran en la �gura. El punto

c es el punto en el que la distan
ia entre y(x) y z(x) es máxima en el intervalo [a, b].Demuestra que las re
tas tangentes a ambas 
urvas por el punto c son paralelas.

5. En
ontrar los intervalos donde las siguientes fun
iones son 
re
ientes, de
re
ientes o
onstantes, y representarlas grá�
amente.a) b)
y(x) = |x − 1| + |x + 2| y(x) = |x − 1| + |x + 2| + |x|6. La grá�
a adjunta representa la derivada de la fun
ión y(x). Se trata de:

 
a) En
ontrar dónde y(x) es 
re
iente/de
re
iente.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



4.1. FUNCIONES Y DERIVADAS 29b) En
ontrar los máximos y mínimos relativos de y(x).
) Si y(−3) = −2, representar grá�
amente y(x).7. La �gura adjunta muestra las grá�
as de una fun
ión y(x), su primera y segundaderivadas. ¾Sabes identi�
ar qué grá�
a 
orresponde a 
ada fun
ión?

 
8. Trazar la grá�
a aproximada de una fun
ión 
ontinua y(x) que satisfa
e las siguientes
ondi
iones:a) y′(x) < 0 si x 6= 4b) y′(4) no existe
) y′′(x) < 0 si x < 4d) y′′(x) > 0 si x > 49. Una fun
ión y(x) es 
ontinua en [−3, 3] y su primera y segunda derivadas veri�
an laspropiedades que apare
en en la siguiente tabla:
x (−3,−1) −1 (−1, 0) 0 (0, 1) 1 (1, 3)

y′(x) + 0 − − − 0 −

y′′(x) − − − 0 + 0 −a) ¾En qué puntos x la fun
ión y(x) presenta un extremo lo
al?b) ¾En qué puntos x la fun
ión y(x) presenta un punto de in�exión?
) Dibujar una posible grá�
a de y(x).10. La grá�
a adjunta muestra la derivada de 
ierta fun
ión y(x). Emplear esta informa-
ión para responder a las 
uestiones que se plantean.a) ¾En qué intervalos y(x) es 
re
iente/de
re
iente?E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



30 CAPÍTULO 4. PROBLEMAS DEL ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNb) ¾En qué abs
isas al
anza un extremo lo
al?
) ¾En qué subintervalos es 
ón
ava/
onvexa?d) ¾En qué abs
isas al
anza un punto de in�exión?

 
11. Supongamos que y(x) es una fun
ión dos ve
es derivable. Para 
ada uno de los siguien-tes apartados, justi�
ar si es o no posible que y(x) veri�que las propiedades indi
adas.a) y′(x) > 0, y′′(x) > 0, y(x) < 0 para todo x.b) y′′(x) > 0, y′(x) < 0 para todo x.
) y′′(x) > 0, y(x) < 0 para todo x.12. Estudiar la existen
ia de máximo y mínimo absolutos y de extremos lo
ales para lassiguientes fun
iones en los dominios indi
ados.a) b) 
)
y(z) = A sen(kπz), z ∈ R y(u) =

{

(u − 1)2 + 1 0 < u ≤ 1

u 1 < u < 3
z(s) =

{

es s < 0

ln s 0 < s ≤ 513. Cal
ular el polinomio de M
Laurin del mayor orden posible para la fun
ión s(u). A
otarel error 
ometido al 
al
ular aproximadamente s(−0. 2). Representar grá�
amente
s(u) y el polinomio en un entorno del punto −0. 2.

s(u) =

{

eu u ≤ 0

u3 + 0. 5u2 + u + 1 u > 0Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



4.1. FUNCIONES Y DERIVADAS 3114. En un 
ir
uito RL serie, la intensidad I que 
ir
ula en 
ada instante viene dada porla siguiente e
ua
ión:
 


L
dI

dt
+ RI(t) = E(t)donde R y L son los valores 
onstantes de la resisten
ia y la indu
tan
ia respe
tiva-mente y E(t) es la tensión apli
ada al 
ir
uito, que puede depender de t. Se pide:a) Des
ribir un pro
edimiento para aproximar el valor de I(t) mediante un polinomiode M
Laurin.b) Apli
ar el pro
edimiento anterior para 
al
ular el polinomio de M
Laurin degrado 2 (P2(t)), sabiendo que se apli
a una tensión senoidal de 200 V y 50 Hz,

R = 150 Ω, L = 0. 5 H.
) Utilizar el polinomio anterior para evaluar de forma aproximada el valor de laintensidad al 
abo de 0. 6 segundos.d) Representar grá�
amente P2(t) en un entorno de punto t=0.6.15. Elaborar un programa WINPLOT para, dada una fun
ión y(x), 
al
ular de formaaproximada el punto z al que se re�ere el teorema de Lagrange.16. Elaborar un programa WINPLOT para, dada una 
ierta fun
ión y(x), 
al
ular elpunto z al que se re�ere el teorema de Rolle.17. La altura, en metros, de una bola lanzada al 
abo de t segundos viene dada por lafun
ión
y(t) = −16t2 + 48t + 32. Se pide:a) Cal
ular la altura desde la que se lanza la bola.b) Cal
ular la velo
idad a la que se lanza la bola.
) Demostrar que en un instante 
omprendido entre t = 1 y t = 2 segundos, la bolase detiene. ¾A qué altura o
urre?E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



32 CAPÍTULO 4. PROBLEMAS DEL ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓN18. Supongamos que h(x) es una fun
ión 
ontinua en [a, b] y derivable en (a, b), tal que
h(a) = h(b). Según el teorema de Rolle, existe un punto c en (a, b) tal que h′(c) = 0.A partir de h(x), 
onstruimos las siguientes fun
iones:
a) g(x) = h(x) + k b) g(x) = h(kx) c) g(x) = h(x − k)Se trata de:a) Representar grá�
amente 
ada una de ellas.b) Hallar un intervalo en el que sea apli
able el teorema de Rolle a g(x). Cal
ularun punto de di
ho intervalo en el que g′(x) se anula.19. Un avión despega a las 13 h y realiza un vuelo de 2500 Km, llegando a su destino alas 18 : 30 h. Expli
ar por qué hay al menos dos instantes durante el vuelo en los queel avión viaja a 400 Km/h.20. Una pieza de 
erámi
a se en
uentra a 750◦C, 
o
iéndose en el interior de un horno.Apagamos el horno y veinte horas después, la temperatura de la pieza es de 110◦C. Sepide:a) Representar una posible grá�
a de la temperatura de la pieza.b) Expli
ar por qué en algún momento de ese intervalo de tiempo, la temperaturade la pieza des
endía a razón de 32◦C por hora. Según la grá�
a trazada en elapartado 1), 
al
ular aproximadamente en instante en el que o
urre.21. Demostrar que si y(x) es una fun
ión polinómi
a de grado 2 de�nida en [a, b], enton
esel punto z al que se re�ere el teorema del valor medio, siempre es el punto intermediodel intervalo.22. En medi
ina, la rea

ión R(x) del 
uerpo de un pa
iente a una dosis x de 
iertofárma
o, viene expresada mediante el modelo R(x) = Ax2(B − x), donde A y B son
onstantes positivas que son diferentes para 
ada pa
iente. La sensibilidad S(x) deun pa
iente es la velo
idad de la rea

ión respe
to a la dosis que se le administre.Supongamos que una rea

ión negativa es algo desfavorable.a) ¾Cuál es el dominio de R? ¾Cuál puede ser el signi�
ado físi
o de A y B?b) ¾Qué dosis debe administrarse para que la rea

ión sea máxima? ¾Cuánto valeese valor máximo?
) ¾ Qué dosis debe administrarse para que la sensibilidad sea máxima?4.2. Optimiza
ión23. Una ventana está formada por un semi
ír
ulo unido a una ventana re
tangular or-dinaria. Supongamos que el perímetro es un valor pre�jado. ¾Cuáles deben ser susdimensiones de modo que su luz sea máxima?Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



4.2. OPTIMIZACIÓN 3324. Debemos 
onstruir un depósito 
ilíndri
o sin tapa, 
on una 
apa
idad de 5000 m3. Setrata de 
al
ular sus dimensiones de modo que el 
oste sea lo menor posible, sabiendoque la 
hapa 
on la que se fabri
a el fondo 
uesta 500 euros/m2, mientras que lautilizada para la pared lateral 
uesta 800 euros/m2.25. Dos postes, de 12 y 28 metros de altura, distan 30 metros. Hay que 
one
tar susextremos superiores mediante un 
able sujeto en algún punto del suelo, entre ellos. Setrata de en
ontrar ese punto, de modo que empleemos la menor la 
antidad posible de
able.26. Un pozo de petróleo se en
uentra en el mar, a 2 Km de la 
osta. La re�nería de petróleoestá en la 
osta, a 4 Km siguiendo la línea 
ostera (ver �gura). Se planea 
onstruir unoleodu
to desde el pozo hasta la re�nería. Hay que de
idir el trazado, de modo quesea lo más e
onómi
o posible. Hay que tener en 
uenta que el pre
io de un tramo bajoel mar es el doble que en tierra.

27. Considerar los re
tángulos ins
ritos en un semi
ír
ulo de radio R, 
omo muestra la�gura. Cal
ular el re
tángulo que tenga área máxima. INDICACIÓN: Expresar el áreaen fun
ión del ángulo θ.

28. Se va a 
onstruir un edi�
io de 
ierto número de plantas. El 
oste total del edi�
io se
al
ula sumando un 
oste ini
ial al 
oste de 
ada una de las plantas. El 
oste ini
iales igual a 450 ve
es el 
oste de la primera planta. El 
oste de la segunda planta es eldoble que el de la primera; el de la ter
era planta es el triple que el de la primera, et
.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



34 CAPÍTULO 4. PROBLEMAS DEL ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCIÓNLa pregunta es: ¾
uántas plantas tendrá el edi�
io de modo que el 
oste medio porplanta sea mínimo? ¾Cuánto 
ostará el edi�
io?29. Un alma
én de ele
tróni
a 
ompra un total de 2400 reprodu
tores de CD por año. Alo largo del año realiza varios pedidos que 
ontienen el mismo número de aparatos.El transportista 
obra por 
ada pedido una 
antidad �ja de 50 euros más 2 euros por
ada aparato. ¾Cuántos aparatos deberán pedirse en 
ada envío para que el gasto seamínimo?
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