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2.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 23

2.1. Planteamiento del problema

Supongamos que nos interesa estudiar determinado fenémeno fisico: maquina eléctrica,
campo magnético, reacciones quimicas que tienen lugar en un matraz, interior de una caldera,
superficie de un liquido, etc. Con el instrumental apropiado medimos la magnitud fisica que
nos interesa (ver la figura 2.1), por ejemplo:

= Voltaje

= Intensidad de corriente

Intensidad de un campo
= Temperatura
= Presion

= Altura del nivel de un liquido

Magnitud fisica medida

QY [y p—

Fenémeno fisico [mm  — ju—
bajo estudio

X =

-

Instrumental

Figura 2.1: Modelizacion

Muchas veces es necesario discretizar la magnitud fisica bajo estudio, tomando una mues-
tra de sus valores, para, por ejemplo, ser almacenados/tratados en ordenador. (Ver la figura
2.2)

¥(x)
Y,

%

Figura 2.2: Discretizacion

y=f(x) = y1,y2,y3,... siendo y; = f(x;)
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24 CAPITULO 2. SUCESIONES

El ordenador tiene memoria finita, no puede almacenar todos los valores f(z) para cada
x € la,b] pues pueden ser infinitos, pero si podemos tomar una muestra y; = f(x1),y2 =

f($2)a93 = f(x3)a oy Yn = f(:Cn)
Veamos unos ejemplos:

1. Calentamos una barra metalica, y queremos estudiar en cada instante ¢, la distribucion
de temperatura en un punto fijo x, para ello medimos la temperatura 71" cada intervalo
de tiempo At obteniendo la secuencia Ty, T, - -+ (ver la figura 2.3)

T

T

T

Figura 2.3: Ejemplo 1

2. Medimos la velocidad de un vehiculo en los instantes t1,to,t3,- -+, obteniendo la se-
cuencia vy, vg,vs, -+ (ver la figura 2.4)

Vi)

Figura 2.4: Ejemplo 2

3. La variacion de la magnitud fisica no siempre se mide respecto al tiempo. Por ejemplo
si estudiamos la deflexion de una viga al colocar diversas masas: (ver la figura 2.5)

Figura 2.5: Ejemplo 3

Vamos aumentando Am K¢ cada vez, y estudiamos la sucesion dy, da, ds, - - -, es decir
un conjunto numerado de numeros reales. Vamos a definir este concepto de forma
general:
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2.2. DEFINICION DE LA SUCESION 25

Definicion 2.1 Una sucesion es un conjunto numerado de nimeros reales:
{xla L2, X3y L4, T5y """ } = {xn}nEN

Ahora nos planteamos el siguiente problema: Estudiar las propiedades de {z,} a medida
que el indice n € N va aumentando.

Si determinamos el comportamiento de {z,} eso nos da informacién sobre como se
comporta el fenémeno fisico. Sin embargo, hay que ser cuidadosos en el modo de muestrear
la funcion, porque los resultados pueden ser equivocados:

Por ejemplo (ver la figura 2.6) supongamos que nos interesa medir la amplitud de una
senal A(t). Supongamos que muestreamos en los instantes

0T A

30+
201
1ot
=2 L 3m2 - § 52 3 2
1ot
20t
a0t

Figura 2.6: Senal A(t) = 3 sen(t)

s ™ ™
t1:§,t2:§ +27T,"' ;tn:§ +27T7’L

Si la senal fuese A(t) = C sent, las observaciones serian
At1) =Ata) == Altn) =C

de modo que nuestra conclusion seria que A(t) = C para todo ¢, lo cual no es cierto. Por
eso la etapa de muestreo es muy importante.

No vamos a entrar en ello, pero existen resultados matematicos que nos dicen como efec-
tuar el muestreo de una senial f(¢) de modo que la sucesion muestreada f(t1), f(t2), f(t3),- -
se comporte de un modo parecido a f(t) (Procesamiento Digital de Senales).

Nosotros vamos a suponer que la sucesion {x,, } es representativa del fenémeno a estudiar.
Recuerda el problema que hemos planteado: Estudiar las propiedades de {z,,}.

2.2. Definicion de la sucesion

= A partir de sus valores numéricos, por ejemplo podria tratarse de mediciones de labo-
ratorio:

{2,} = {®1 = 2.5,20 = 2.51, 3 = 2.513, 24 = 2.5132, -+ }
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26 CAPITULO 2. SUCESIONES

= A partir del término general, es decir, la regla que nos dice cémo calcular z,, para cada
n € N. Por ejemplo:

1 Inn m? si m es par
Tp = —, Yn = ) Ym = . .
n Vn % si m es impar

= Por recurrencia: el término v, se obtiene a partir de los anteriores.

2.3. Propiedades interesantes de las sucesiones

Algunos tipos de sucesiones pueden servirnos para analizar diferentes tipos de compor-
tamientos. Veamos algunas sucesiones:

s {z,} ={3,3.1,3.14,3.141,3.1415, 3. 14159, 3. 141592, - - - } (ver la figura 2.7)

Figura 2.7: Tiende a 7

Ejercicio 2.1 Explica con tus propias palabras, qué propiedades pueden servir para
describir el conjunto. Piensa también de qué modo podrias representar sus valores.

Por ejemplo, supongamos que vamos echando canicas a una bolsa. Echamos dos canicas
cada vez. La pregunta es ;cudntas canicas habra en la bolsa en cada momento?. Si y,
es el nimero de canicas en el instante n, entonces:

?/n:?/n—1+2 ’I’Z:2,3,"'

v=nt2=>ys=nt4d=>ywu=y+6=---

Sin embargo, tendremos que especificar el nimero de canicas que inicialmente habia
en la bolsa, esto es, el valor de y;. Una vez conocido y;, ya podemos obtener todos los
términos de la sucesion (ver la figura 2.8):

N=Yyp=n+2=y=yp+2=--
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2.3. PROPIEDADES INTERESANTES DE LAS SUCESIONES 27

Figura 2.8: Numero de canicas

En general, la sucesion definida en modo recurrente tendré la forma v, = F(yn—1)
n=2,3,---, siendo y; un valor conocido.

No obstante, esta definiciéon se puede ampliar, como por ejemplo en la sucesién de
Fibonacci, definida de la forma:

yi=Ly2=Ly,=Yn-1+Yn-2 Vn > 2

Ys=Y1+ Y2, Yya = Y2+ ys, -

en la que es necesario conocer los dos primeros términos.

1 1 1 1
= {yn} = {—1 + —} = {0,—1 +o, -1+ 5,-1+ —,---} Es facil observar que y,
n) p>1 2 3 4

cumple las tres propiedades siguientes:

e y, <0 VneN
e {y,} es decreciente

e {y,} estd acotada: y, € [-1,0] Vn € N
De manera formal, se escribirdn asi:

Creciente: ypy1 > yn VneN
Decreciente: yp11 <yn VneN

Acotada: Ip,q € R | p <y, < ¢ Vn € N (Los numeros p y ¢ no son
tnicos y se llaman cotas)

Para y,:

1 1 1 1 .
n<n-+1 :>E > n—H:>—1+E>—1+n—+1:>yn+1<yn (decreciente)

YneN —-1<y,<0 p=-1,¢q=0 acotada superior e inferiormente

Ejercicio 2.2 Para cada una de las siguientes sucesiones, estudiar si se verifica alguna de
las tres propiedades anteriores:
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28 CAPITULO 2. SUCESIONES

n un = ’)’L2
v, =—2n+1
1
" 2= (—1)"“‘% (Estudiarla con detenimiento)
T st T es par
= w, =41 ) ) reN
= si x es impar
x

=y, =a" a€eR
Ejercicio 2.3 Razonar las afirmaciones:
{zn} creciente/decreciente = {a-x,} a € R creciente/decreciente

{z,} Acotada = {a-x,}a € R Acotada

2.4. Convergencia de sucesiones

Estudiando las sucesiones:

2n n?

1
un:—' yn:— ani
n’ n+1’ 2n2 +3n +1

Encontramos un comportamiento comin: cada una de ellas tiene un cierto valor carac-

teristico l: a medida que n aumenta, la distancia entre el término n-simo de la sucesion y [
es cada vez menor. (ver la figura 2.9)

0 Us=1/3 Up=1/2 U=1

Figura 2.9: Sucesion {1/n}

En otras palabras, por muy pequena que sea la distancia d que tomemos desde [, llega
un momento en que todos los términos de la sucesién estan atn mas cerca de [

1
Por ejemplo: u, = — (ver la figura 2.10)
n

: d=0.4 .

iR
0 Us=1/3 Up=1/2 Uy=1

Figura 2.10: Proximidad al limite

Tomo d = 0.4: A partir de n = 3, todos los siguientes términos estan mas cerca de 0 que
0.4
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2.4. CONVERGENCIA DE SUCESIONES 29

1 1
Y si cambio el valor de d, p. ¢j. d =0.05: — < 0.05 < n > 005 = 20.

n .
A partir del término 21, todos los siguientes términos estan mas cerca de 0 que d = 0. 05.

1 1 11 1
Veamos otro ejemplo: {z,} = {(—=1)"—} = {—1, > 3T } (ver la figura 2.11)
n

Figura 2.11: Otro ejemplo

Los términos de x,, se sitiian a ambos lados de [ = 0, pero el comportamiento es el
mismo. Por muy pequenia que sea la distancia d que nos fijemos desde [, llega un momento
en que todos los términos siguientes de la sucesion se encuentran a una distancia menor que

d.
2m
Estudiemos esta condiciéon en y,, = —— y | = 2 para algunas distancias: d =

m+1
0.5, 0.05, 0.01, 0.001

Dado d > 0, se trata de encontrar m tal que

ml > 2 —d (ver la figura 2.12)

d d

Y2 i 2d Yy Yz 2 Yor 29 V3 W%

Figura 2.12: Obtencién de m

Como —2 <l=yn<2 VmeN
m+1
2 2—d 2
2mde - ot 2—dm-—d<2me2—d<dn@m>2"%_2_1
m—+1 d d

2
Sid:O.Sentoncesm>ﬁ—1:3

2
1d=0.001 i — —1=1
Sid=0.001 seria m > 0,001 999

Ahora vamos a escribir formalmente el concepto de convergencia de la sucesion {z,} a l:
Ve >0 dngeN | VneN, n>ng= xn € (l—g,l+¢)
A B C D

Donde cada bloque lo podemos leer de la forma siguiente:
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30 CAPITULO 2. SUCESIONES

A: por muy pequena que sea la distancia que tomemos desde [ ...
B: llega un momento, es decir, existe un término de la sucesién tal que ...
C: todos los términos a partir de él ...
D: estan a una distancia de [ menor que ¢, es decir, caen dentro del intervalo (I —e,l + ¢)
(ver la figura 2.13)
X

L+&

L-g

t
ng-1 n ng+1 ng+2 ny+3

0

Figura 2.13: Definiciéon de limite

Ejercicio 2.4 ;Qué nombre crees que podriamos darle al nimero 1?7
2
Ejercicio 2.5 Dada vy, = ———, estudiar:
J yT’ 7/.2 + 1 7

= Crecimiento
= Acotacion
= Convergencia hacia cierto valor |

Ejercicio 2.6 FEstudiar todas las propiedades que hemos definido en los siguientes ejemplos
de sucesiones. Representarlas grificamente.

1  sin es par
1.z, =<1 ) )
—  sin es impar
n
3 sin <106
2 =41
on —  sin>10°
n
n2 sin <108
3.z, =

1 : 6
1+— sin>10
n
4. up=71r" reR

Ejercicio 2.7 Escribir formalmente la condicion de que | no es limite de la sucesion {x,}.
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2.5. PROPIEDADES DE LAS SUCESIONES CONVERGENTES 31

2.5. Propiedades de las sucesiones convergentes

2.5.1. Unicidad del limite

. Es posible que haya dos limites distintos? (ver la figura 2.14):

lim Ip — ll, lim Ty — l2 ll 75 lQ
n—0o0 n—o0

Figura 2.14: El limite es tinico

Para demostrar que esto es falso, por el método de reducciéon al absurdo, la estrategia
es:

» Tomar un ¢ lo bastante pequeno para que los intervalos (1 —&,l1 +¢) y (lo —e,la +¢)

no tengan puntos comunes (6 < ”12;120

» Encontrar ng € N | Yn > ng, x, € (1 —e,l1 +¢) yx, € (la —&,la + ), lo cual es
imposible (absurdo).

2.5.2. Convergencia de operaciones entre sucesiones

Sean {z,} — l1, {yn} — la. Parece que podemos esperar:

1. lim{z,+yn}t =L+
n—oo

2. lim {xn . yn} = ll . lg
3. lim {kz,} =k -1

n l
4.  lim {x—}:l—l siendo y, 70, Vn e Ny ly #£0
2

n—=0 ( Yn
Las cuatro siempre son ciertas. Veamos los casos 1 y 3 :

1) (ver la figura 2.15)

Yn X, Yn+Xn
{ ; A ;

t t t + + t
L L L+L-€ L+ L2 L+ L2+g

Figura 2.15: Limite de la suma de dos sucesiones
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32 CAPITULO 2. SUCESIONES

Dado € > 0, buscamos ng € N tal que Vn > ng:

Tp+yn € (li+la—eli+la+e) <«

h4l—e<zp+y,<li+lo+e (21)
Dado d > 0:

Ini €N | Vn>ny

h—d<z,<li+d
dng € N | Vn > ny

lo—d<xz, <ly+d

Tomando ng = méx{ny,ny} y sumando ambas inecuaciones:

Yn>nyg L1+l —2d<x,<li+1s+2d

y conseguimos (2.1) tomando d = =

3) Dado & > 0, buscamos un ng € N tal que Vn > ng:

kli —e<kz, <kli+e¢

(2.2)
Dado d > 0:

dng € N ‘ Yn>n Lh—d<xz,<li+d

Debemos transformar (2.3) en (2.2):

» Sik>0: kly—kd<kx, < kly+kdy conseguimos (2.2) tomando d = %
m Sik<0: kly—kd>kaxp,>kli+kd & kli +kd<kx, <kly—kdy
conseguimos (2.2) tomando d = — S50

(ver la figura 2.16)

«d 5 d Kd Kd
X Kxy
' KL-Kd KL

Ld It L+d

KL+Kd

Figura 2.16: Cambio de escala

Ejercicio 2.8 Si {w, = xn + Yn}, {2n = Tn¥n}, {un = kx,} son convergentes, ;también lo
son {zn}t e {yn}?
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2.6. ESTIMACION DEL LIMITE DE UNA SUCESION CONVERGENTE 33

2.5.3. Acotacion

Estudiemos ahora cuél es la relacion entre acotacion y convergencia. En concreto
1. Si {x,} es acotada, jes siempre convergente?

2. Si {z,} es convergente, jes siempre acotada?

Ejercicio 2.9 Estudiar ambas propiedades en la sucesion x, = (—1)". ;Qué conclusion
obtenemos?

Ejercicio 2.10 Demostrar que la propiedad (2) es siempre cierta, empleando la siguiente
estrategia;

1. Acotar casi todos los términos en (I —e,l 4+ €), es decir, todos salvo un nimero finito
de ellos.

2. Acotar el resto de los términos, sabiendo que es un nimero finito.

Ejercicio 2.11 Acabamos de demostrar que
{zn} convergente = {x,} acotada

Pero, squé podemos asequrar si {z,} es NO acotada?
En general, si hemos demostrado una implicacion P = @, ;qué ocurre si nos encontramos
con un ejemplo en el que Q) no es cierta?

2.6. Estimacioén del limite de una sucesién convergente

Si lim,, .o z,, = [, es de esperar que para un valor de n avanzado, [ ~ x,,. Ahora bien,
iqué significa un valor de n avanzado?, ;Por ejemplo, n = 1000, 1000007. Se trata de una
cuestion importante porque si estamos calculando de forma aproximada el limite [ de {x,}
mediante un programa de ordenador, habra que indicar de algin modo el significado de n
avanzado; habra que especificar de algiin modo qué condiciéon debe cumplirse para que el
programa se detenga, Esta condicién se llama criterio de parada. Veamos tres criterios de
parada que podemos utilizar:

Criterio 1: Calcular xy, siendo k un valor predeterminado (100, 1000, 100000, - - - )

Criterio 2: Fijado € > 0, detener los calculos cuando |z, — z,_1]| < &

Tp—1
In

o .. Ty — Ty
Criterio 3: Fijado € > 0, detener los calculos cuando % =
Ty

1-— <e€

Pero cuidado, el hecho de que x,, — z,—1 — 0 no asegura la convergencia de {x,}.

1 1 1
Por ejemplo: {z,} = {1 + 3 + 3 + —} diverge y sin embargo =, — z,—1 — 0
n
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34 CAPITULO 2. SUCESIONES

Veamos que {z,} diverge a +oc:

T L A I A S
8 23456 7 '8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

S I A
2747487888716 16 16 16 16 16 16 16 32

1T 1 1 1
:1+§+§+§+§+--- — 00, jpuedes demostrar que x, —x,—1 — 07

2.7. Teorema de la convergencia monétona

Supongamos que {z,} es una sucesion creciente. Esto no es una condiciéon necesaria ni
suficiente para generalizar la convergencia. ;Como demostrar que ésto es cierto?

= Para demostrar que una propiedad es cierta en general, No podemos emplear ejemplos
en los que esa propiedad se cumple. Hay que hacerlo de modo general, partiendo de
una sucesion cualquiera.

= Para demostrar que una propiedad no siempre es cierta, basta con encontrar un caso
en el que no es cierta: es un contraejemplo.

Ejercicio 2.12 Demostrar que las siguientes propiedades no son ciertas en general:
P1: Para que {x,} sea convergente, es necesario que {x,} sea creciente.

P2: Si{x,} es creciente, entonces es convergente.

Asi pues, si s6lo sabemos que x,, es creciente no podemos decir nada de su convergencia.
Ahora nos preguntamos: ;Qué condicion ADICIONAL nos permite asegurar la convergen-
cia?.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1:

1 :
rn =1 — — Es creciente y convergente
n

Yn = 2n + 1 Es creciente y no converge.

i, Qué las diferencia?.
Es féacil comprobar que {z,} esta acotada superiormente, mientras que {y,} no.

En general, se puede demostrar que las condiciones creciente y acotada nos aseguran la
convergencia. Ahora bien, ;cual sera el limite? (ver la figura 2.17)

Por ejempio (ver la figura 2.18):

Ty, =1——

n
[ =1 es el limite y ademas la menor de las cotas superiores (supremo). Cualquier otro
niumero 1 — ¢ no puede ser cota superior, porque como x, es creciente, llega un momento
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2.7. TEOREMA DE LA CONVERGENCIA MONOTONA 35

Cotas superiores

Creciente / \
— >

Figura 2.17: Sucesién creciente y acotada

en que x, > 1 — ¢, es decir supera la cota. Pues bien, este resultado es cierto también en
general y se conoce con el nombre de Teorema de la convergencia mondétona: (ver la figura

2.18)

Supremo Cotas superiores

Creciente \ / \
- s

xm12 xZ2BxEU LT g K

x
=
o

Figura 2.18: El supremo es el limite

Teorema 2.1 (De la convergencia monétona) Si{x,} es creciente y acotada superior-
mente, entonces {x,} es convergente. Ademds su limite es el supremo de {x,}.

Ejercicio 2.13 FEnunciar el teorema para sucesiones decrecientes. Encontrar ejemplos de
aplicacion del teorema.

n

1
Ejemplo: (1 + —> Se puede demostrar que es creciente y acotada, por lo que es con-
n

vergente. Estimemos su limite:
xr = 2, xTro = 2. 25, xr3 = 2. 37, T = 2. 59, 100 = 2. 704, T1000 = 2. 717,

(Como ves, converge muy lentamente).

Veamos otra forma de calcularlo:

1 n
En la expresion | = lim,_o <1 + —) tomamos logaritmos neperianos, (al ser In(x)
n

funcién continua y creciente para los valores que toma la sucesion, el logaritmo y el limite
son intercambiables) y queda:

1 -1
In (1 + _> tomamos n real 1+ = (n
1 li L’Hopital
Inl= lim nn (14 =) = lfm 1/ APHCAmMOT LHOPRAL o m
n—oo n n—oo l n—oo —_1
n n?

y tenemos: Inl = 1 = [ = e! = e = menor de las cotas superiores = supremo.
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36 CAPITULO 2.

2.8. Divergencia hacia +0co de una sucesiéon

Ejercicio 2.14 Considera las siguientes sucesiones:

3

2 n
Tpn=mn, Ypo=n°, zp,=2¢", wp,=n!, p,=Inn gq,=

S|

Demuestra que se cumple lo siguiente:

s Para x,,-+ ,pp : VM €R,Ing €N | Vn>ng=x, > M

SUCESIONES

st m es par

s1 M es impar

» Para q, : esta condicion no es cierta, solo podemos decir que es No acotada, (por lo

tanto no converge)
Pues bien, ya podemos definir dos nuevos conceptos:
Definicion 2.2 FEscribiremos
lim z, =
n—co
si se cumple:
VM eR,IngeN | Vn>ng=x, > M
(ver la figura 2.19)

Todos los terminos
salvo un nimero finito

% ¥ Yt ez Yz

Figura 2.19: Sucesion no acotada superiormente

Y de forma analoga
Definicién 2.3 FEscribiremos
lim y, = —o0
n—oo
si se cumple:
VM eR,IngeN | Vn>ng=y, <M
(ver la figura 2.20)

1 st n es par

2

Ejercicio 2.15 Discutir el siguiente ejemplo: x,, = { ) ]
n si n es impar
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2.8. DIVERGENCIA HACIA +oo DE UNA SUCESION 37

Todos los términos
salvo un ntimero finito

[ T e
T T

a3 dhe2 st Y % Yy % Y

Figura 2.20: Sucesion no acotada inferiormente

2.8.1. Comparacioén de la velocidad de crecimiento hacia co

Hemos visto ejemplos de sucesiones tales que su limite es infinito:
Tp =15 Yp =n° 4+ 1; up, = e v, = nd.
Aunque las cuatro divergen, no lo hacen con la misma velocidad. Por ejemplo, para n lo
bastante avanzado, el valor de z,, es mucho menor que el de y,,u, y v,. Esta propiedad la

denotamos de este modo:
Ty << Yn, Tpn << Up, Tp << Uy

Sin embargo, si tratamos de comparar y, y u, 0 U, Vv vUn, icudl de ellas tendrd un orden
mayor de divergencia hacia oo?.

., Coémo podemos en general, comparar los érdenes de divergencia de dos sucesiones a,, y
b, 7.

La idea consiste en estudiar la convergencia de la sucesion cociente de ambas. Asi:

00 = {a,} es de mayor orden
n

lim — = {0 = {by} es de mayor orden

n—oo n
k #0 = son ambas del mismo orden

Ejercicio 2.16 Comparar los drdenes de crecimiento a infinito de las sucesiones:

n? (p € R), In(n), ", nl, n"

2.8.2. Algo mas sobre las sucesiones recurrentes

Recuerda (ver el punto (2.2)) que una sucesion recurrente queda definida mediante un
primer término x; y una expresion con la que obtenemos el término x, 1 a partir de z,. Es
decir:

Tnt1 = f(zn),n>1,21 €R

(ver la figura 2.21)
Vamos a suponer que f(x) es una funcién continua, y que [ = lim,,_, o x,. Entonces:

Tpp1 = fzn) = nlinc}o Tn+1 = nlingo flzn)=f (nlin;o anrl) = 1= f(l)

Asi pues, el valor de [ es un punto de corte entre las funciones y = z e y = f(z). Observa en
la figura 2.21 cémo se van obteniendo los términos de la sucesion z,, que converge hacia [.
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(@) (b)

y(x)

y(x)

X4 X3 Xy X X3 X1

Figura 2.21: Sucesiones recurrentes

Ejemplo 2.1 Definimos la siguiente sucesion recurrente: a,y1 = 3 - a2 siendo ay > 0.

En este caso, f(z) = 322, de modo que si a, es convergente, su limite [ debe verificar la
ecuacion:

1
x:3x2<:>x:0()x:§
Por ejemplo, si

1 3 27
ai :3:>a2:% :0.12:>a3:@ = 0.0432 = a4 = 0.0056 - - - converge hacia 0

En cambio, si

a; = % = a9 = Z =0.75= a3 = i—g =1.69 = a4 = 8.54--- diverge hacia o
Ahora nos preguntamos, jpor qué para un valor de “arranque”’ ap, la sucesiéon converge y
para otro no?

Observa la figura 2.22. Hemos representado las grificas de y = 322 e y = x. Utilizala
para comprobar que la sucesion a, converge hacia 0 cuando ay € [0,1/3] pero diverge a oo
sia; > 1 / 3.

La explicacién de por qué para algunos valores de a; la sucesiéon converge y para otros
diverge, la encontramos en un teorema que estudiaremos més detenidamente en el tema 4, al
tratar del Teorema del punto fijo, que nos da condiciones suficientes (aunque no necesarias)
para asegurar la convergencia de ay,:

Teorema del punto fijo: Si f(x) es continua en [a,b] y f(z) € [a,b], entonces existe
un punto ! € [a,b] tal que [ = f(1).
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v=x

Figura 2.22: y =3z’ ey =z

En nuestro caso, f(r) = 322, siz € [0,1/3], f(x) € [0,1/3] luego existe algiin punto
fijo en [0,1/3] y por tanto la sucesion es siempre convergente. El limite s6lo puede ser 0 6
1/3, pero en este caso la convergencia es siempre hacia 0

2.8.3. Series numéricas

Vamos a plantear un nuevo problema:

Existen numerosas situaciones en las que cierta magnitud A, se escribe mediante una suma,
de infinitos términos:

A=a+as+az+---

En el tema 1 (nimeros complejos) utilizamos algunos resultados basados en series infinitas:

2 4 6 8 10
X X X X X
cosxy = 1__+_4'__6'+_8'__10'+ Ve eR (1)
3 5 7 9 11
X X X X X
senr = —y—i-a—?"i‘a—ﬁ"i‘ - VreR (2)
2 3 4 5
@ _ ror r r T
e = I+ttt Tyt WER (3)

Estudiaremos en el tema 5 de donde surgen estos desarrollos pero de (3) podemos deducir,
sin mas que tomar z = 1:

5 1 1 1 1
e= —l— + = 3l —l— —l— = + -
Ejercicio 2.17 Usar las expresiones anteriores para obtemer las series de las siguientes

funciones:

_ 2 sen
e *, ¥, cos2rx, sendx, x-e”,

(x #0), sen(—z), cos(—x), senx - cosx
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Otro desarrollo interesante es el siguiente:

3 70 7 79

e e e

t X X
arctgr = — — —
BT =T T3 Ty T T T

Como ejercicio, elige un valor adecuado de x € R para obtener w de la forma:
1 1 . 1 1 . 1 .
3 5 79

En estas series de e y 7, si tomamos s6lo un nimero finito de sumandos, obtenemos una
aproximacién que serd mas préxima al valor real cuantos mas sumandos tomemos.

Ejercicio 2.18 Utilizar los anteriores desarrollos de m y e para obtener aprorimaciones
sucesivas a estos valores, hasta obtener:

e~ 2.71828 m =~ 3.14159

completando la siguiente tabla:

n° de sumandos | aproximaciéon de e | aproximacién de w
1
2
5
10

Sabemos qué significa “cortar” la serie y quedarnos s6lo con un niimero finito de suman-

dos:
S=a+ax+az+--- = Sp,=a+ax+az+---+ay

Pero ;Qué significa sumar toda la serie 7. ;Cémo se hace?. Este es el problema.
La cuestion tiene sus dificultades, por ejemplo,
i,Cuanto vale S=-1+1-141-1+1—---7
Podemos tratar de calcular el valor de S, asociando términos de distintas formas:

(—-1+D)+(-1+)+(-1+1)+---=0
S = ii Contradiccion !!
-1+41-H)+1-1)+(-1+1)+---=-1

Este ejemplo muestra que no siempre se pueden utilizar las propiedades validas para sumas
finitas, en este caso la propiedad asociativa:

(a1 + az) + az = a1 + (a2 + a3)
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Pero

(a1 +az) + (a3 + as) + (a5 + ag) + -
puede dar lugar a un valor diferente de

a1 + (a2 + a3) + (ag + as) + - -+

i.Como definir la suma ai + as + az + a4 + --- 7. La idea es tomar la sucesiéon de sumas

parciales:

Sl =a1
So =a1 + as
Sz =a1 + az + as

3

ay+ag +---+ap

Sn = ag

Como §;, es una sucesion, podemos estudiar su convergencia:

Definicion 2.4 Diremos que la serie > a, es convergente si existe el limite:

n
S = lim E ak
n—oo
k=1

y el limite es finito.

o
Lo denotamos Zan

n=1
Ejemplo 2.2 Consideremos la serie geométrica

o0
Zr”:1+r+r2+7“3+"' reR

n=0

En este caso:
- 1 —pntl 1 prtl

S, = Pl = = — sir#£1
—~ 1—r 1—r 1—r

y calculando el limite
1

Iim S, =< 1—7r
n—oo .
no converge si|r| >1

sifr| <1
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Ejemplo 2.3 ;Cudnto vale 0.9999999 - - ¢

1 1 1 1
0.999999999 - - - —0.9+0.09+0.009+0.0009+---—9<1—0+1—02+W+1—O4+'--> =

L/ 1\" geométrica 1
=9 — = 9 —11=1=0.99999...- =1

Ejercicio 2.19 Cualcular

ik-rk,

k=1

o
k2 -k (Ayuda: derivar Z rk =
1 k=0

Nk

respecto a T
1—7r P )

=
Il

Ejercicio 2.20 FEstudiar la convergencia de la serie:
o0
T—141—-141-141-14+1—-=> (=1)"
n=1

Ejercicio 2.21 FEscribir con notacion de sumatorios las series de las funciones:

x 1‘2
e", cosx, senx, € , sen2x
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