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22 CAPÍTULO 2. SUCESIONES
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2.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 232.1. Planteamiento del problemaSupongamos que nos interesa estudiar determinado fenómeno físi
o: máquina elé
tri
a,
ampo magnéti
o, rea

iones quími
as que tienen lugar en un matraz, interior de una 
aldera,super�
ie de un líquido, et
. Con el instrumental apropiado medimos la magnitud físi
a quenos interesa (ver la �gura 2.1), por ejemplo:VoltajeIntensidad de 
orrienteIntensidad de un 
ampoTemperaturaPresiónAltura del nivel de un líquido...
Figura 2.1: Modeliza
iónMu
has ve
es es ne
esario dis
retizar la magnitud físi
a bajo estudio, tomando una mues-tra de sus valores, para, por ejemplo, ser alma
enados/tratados en ordenador. (Ver la �gura2.2)
Figura 2.2: Dis
retiza
ión

y = f(x) ⇒ y1, y2, y3, . . . siendo yi = f(xi)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



24 CAPÍTULO 2. SUCESIONESEl ordenador tiene memoria �nita, no puede alma
enar todos los valores f(x) para 
ada
x ∈ [a, b] pues pueden ser in�nitos, pero sí podemos tomar una muestra y1 = f(x1), y2 =
f(x2), y3 = f(x3), · · · , yn = f(xn)Veamos unos ejemplos:1. Calentamos una barra metáli
a, y queremos estudiar en 
ada instante t, la distribu
iónde temperatura en un punto �jo x, para ello medimos la temperatura T 
ada intervalode tiempo ∆t obteniendo la se
uen
ia T1, T2, · · · (ver la �gura 2.3)

Figura 2.3: Ejemplo 12. Medimos la velo
idad de un vehí
ulo en los instantes t1, t2, t3, · · · , obteniendo la se-
uen
ia v1, v2, v3, · · · (ver la �gura 2.4)
Figura 2.4: Ejemplo 23. La varia
ión de la magnitud físi
a no siempre se mide respe
to al tiempo. Por ejemplosi estudiamos la de�exión de una viga al 
olo
ar diversas masas: (ver la �gura 2.5)
Figura 2.5: Ejemplo 3Vamos aumentando ∆m Kg 
ada vez, y estudiamos la su
esión d1, d2, d3, · · · , es de
irun 
onjunto numerado de números reales. Vamos a de�nir este 
on
epto de formageneral:Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



2.2. DEFINICIÓN DE LA SUCESIÓN 25De�ni
ión 2.1 Una su
esión es un 
onjunto numerado de números reales:
{x1, x2, x3, x4, x5, · · · } = {xn}n∈NAhora nos planteamos el siguiente problema: Estudiar las propiedades de {xn} a medidaque el índi
e n ∈ N va aumentando.Si determinamos el 
omportamiento de {xn} eso nos da informa
ión sobre 
ómo se
omporta el fenómeno físi
o. Sin embargo, hay que ser 
uidadosos en el modo de muestrearla fun
ión, porque los resultados pueden ser equivo
ados:Por ejemplo (ver la �gura 2.6) supongamos que nos interesa medir la amplitud de unaseñal A(t). Supongamos que muestreamos en los instantes

Figura 2.6: Señal A(t) = 3 sen(t)

t1 =
π

2
, t2 =

π

2
+ 2π, · · · , tn =

π

2
+ 2πnSi la señal fuese A(t) = C sen t, las observa
iones serían

A(t1) = A(t2) = · · · = A(tn) = Cde modo que nuestra 
on
lusión sería que A(t) = C para todo t, lo 
ual no es 
ierto. Poreso la etapa de muestreo es muy importante.No vamos a entrar en ello, pero existen resultados matemáti
os que nos di
en 
ómo efe
-tuar el muestreo de una señal f(t) de modo que la su
esión muestreada f(t1), f(t2), f(t3), · · ·se 
omporte de un modo pare
ido a f(t) (Pro
esamiento Digital de Señales).Nosotros vamos a suponer que la su
esión {xn} es representativa del fenómeno a estudiar.Re
uerda el problema que hemos planteado: Estudiar las propiedades de {xn}.2.2. De�ni
ión de la su
esiónA partir de sus valores numéri
os, por ejemplo podría tratarse de medi
iones de labo-ratorio:
{xn} = {x1 = 2. 5, x2 = 2. 51, x3 = 2. 513, x4 = 2. 5132, · · · }E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



26 CAPÍTULO 2. SUCESIONESA partir del término general, es de
ir, la regla que nos di
e 
ómo 
al
ular xn para 
ada
n ∈ N. Por ejemplo:

xn =
1

n
, yn =

ln n√
n

, ym =

{

m2 si m es par
1

m
si m es imparPor re
urren
ia: el término yn se obtiene a partir de los anteriores.2.3. Propiedades interesantes de las su
esionesAlgunos tipos de su
esiones pueden servirnos para analizar diferentes tipos de 
ompor-tamientos. Veamos algunas su
esiones:

{xn} = {3, 3. 1, 3. 14, 3. 141, 3. 1415, 3. 14159, 3. 141592, · · · } (ver la �gura 2.7)

Figura 2.7: Tiende a πEjer
i
io 2.1 Expli
a 
on tus propias palabras, qué propiedades pueden servir parades
ribir el 
onjunto. Piensa también de qué modo podrías representar sus valores.Por ejemplo, supongamos que vamos e
hando 
ani
as a una bolsa. E
hamos dos 
ani
as
ada vez. La pregunta es ¾
uántas 
ani
as habrá en la bolsa en 
ada momento?. Si ynes el número de 
ani
as en el instante n, enton
es:
yn = yn−1 + 2 n = 2, 3, · · ·

y2 = y1 + 2 ⇒ y3 = y1 + 4 ⇒ y4 = y1 + 6 ⇒ · · ·Sin embargo, tendremos que espe
i�
ar el número de 
ani
as que ini
ialmente habíaen la bolsa, esto es, el valor de y1. Una vez 
ono
ido y1, ya podemos obtener todos lostérminos de la su
esión (ver la �gura 2.8):
y1 ⇒ y2 = y1 + 2 ⇒ y3 = y2 + 2 ⇒ · · ·Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



2.3. PROPIEDADES INTERESANTES DE LAS SUCESIONES 27
Figura 2.8: Número de 
ani
asEn general, la su
esión de�nida en modo re
urrente tendrá la forma yn = F (yn−1)

n = 2, 3, · · · , siendo y1 un valor 
ono
ido.No obstante, esta de�ni
ión se puede ampliar, 
omo por ejemplo en la su
esión deFibona

i, de�nida de la forma:
y1 = 1, y2 = 1, yn = yn−1 + yn−2 ∀n > 2

y3 = y1 + y2, y4 = y2 + y3, · · ·en la que es ne
esario 
ono
er los dos primeros términos.
{yn} =

{

−1 +
1

n

}

n≥1

=

{

0,−1 +
1

2
,−1 +

1

3
,−1 +

1

4
, · · ·

} Es fá
il observar que yn
umple las tres propiedades siguientes:
• yn ≤ 0 ∀n ∈ N

• {yn} es de
re
iente
• {yn} está a
otada: yn ∈ [−1, 0] ∀n ∈ NDe manera formal, se es
ribirán así:Cre
iente: yn+1 > yn ∀n ∈ NDe
re
iente: yn+1 < yn ∀n ∈ NA
otada: ∃ p, q ∈ R | p ≤ yn ≤ q ∀n ∈ N (Los números p y q no sonúni
os y se llaman 
otas)Para yn:

n < n + 1 ⇒ 1

n
>

1

n + 1
⇒ −1 +

1

n
> −1 +

1

n + 1
⇒ yn+1 < yn (de
re
iente)

∀n ∈ N − 1 ≤ yn ≤ 0 p = −1, q = 0 a
otada superior e inferiormenteEjer
i
io 2.2 Para 
ada una de las siguientes su
esiones, estudiar si se veri�
a alguna delas tres propiedades anteriores:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



28 CAPÍTULO 2. SUCESIONES
un = n2

vn = −2n + 1

zk = (−1)k
1

k
(Estudiarla 
on detenimiento)

wx =







x si x es par
1

x
si x es impar x ∈ N

yn = an a ∈ REjer
i
io 2.3 Razonar las a�rma
iones:
{xn} 
re
iente/de
re
iente ⇒ {a · xn} a ∈ R 
re
iente/de
re
iente
{xn} A
otada ⇒ {a · xn} a ∈ R A
otada2.4. Convergen
ia de su
esionesEstudiando las su
esiones:
un =

1

n
; yn =

2n

n + 1
; zn =

n2

2n2 + 3n + 1En
ontramos un 
omportamiento 
omún: 
ada una de ellas tiene un 
ierto valor 
ara
-terísti
o l: a medida que n aumenta, la distan
ia entre el término n-simo de la su
esión y les 
ada vez menor. (ver la �gura 2.9)Figura 2.9: Su
esión {1/n}En otras palabras, por muy pequeña que sea la distan
ia d que tomemos desde l, llegaun momento en que todos los términos de la su
esión están aún mas 
er
a de lPor ejemplo: un =
1

n
(ver la �gura 2.10)

Figura 2.10: Proximidad al límiteTomo d = 0. 4: A partir de n = 3, todos los siguientes términos están mas 
er
a de 0 que
0. 4Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



2.4. CONVERGENCIA DE SUCESIONES 29Y si 
ambio el valor de d, p. ej. d = 0. 05: 1

n
< 0. 05 ⇔ n >

1

0. 05
= 20.A partir del término 21, todos los siguientes términos están mas 
er
a de 0 que d = 0. 05.Veamos otro ejemplo: {xn} = {(−1)n

1

n
} =

{

−1,
1

2
,−1

3
,
1

4
,−1

5
, · · ·

} (ver la �gura 2.11)
Figura 2.11: Otro ejemploLos términos de xn se sitúan a ambos lados de l = 0, pero el 
omportamiento es elmismo. Por muy pequeña que sea la distan
ia d que nos �jemos desde l, llega un momentoen que todos los términos siguientes de la su
esión se en
uentran a una distan
ia menor que

d. Estudiemos esta 
ondi
ión en ym =
2m

m + 1
y l = 2 para algunas distan
ias: d =

0. 5, 0. 05, 0. 01, 0. 001Dado d > 0, se trata de en
ontrar m tal que 2m

m + 1
> 2 − d (ver la �gura 2.12)

Figura 2.12: Obten
ión de mComo m

m + 1
< 1 ⇒ ym < 2 ∀m ∈ N

2 − d <
2m

m + 1
⇔ 2m + 2 − dm − d < 2m ⇔ 2 − d < dm

d>0⇔ m >
2 − d

d
=

2

d
− 1Si d = 0. 5 enton
es m >

2

0. 5
− 1 = 3Si d = 0. 001 sería m >

2

0. 001
− 1 = 1999Ahora vamos a es
ribir formalmente el 
on
epto de 
onvergen
ia de la su
esión {xn} a l:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N | ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ xn ∈ (l − ε, l + ε)A B C DDonde 
ada bloque lo podemos leer de la forma siguiente:E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



30 CAPÍTULO 2. SUCESIONESA: por muy pequeña que sea la distan
ia que tomemos desde l . . .B: llega un momento, es de
ir, existe un término de la su
esión tal que . . .C: todos los términos a partir de él . . .D: están a una distan
ia de l menor que ε, es de
ir, 
aen dentro del intervalo (l − ε, l + ε)(ver la �gura 2.13)
Figura 2.13: De�ni
ión de límiteEjer
i
io 2.4 ¾Qué nombre 
rees que podríamos darle al número l?Ejer
i
io 2.5 Dada yr =
r2

r2 + 1
, estudiar:Cre
imientoA
ota
iónConvergen
ia ha
ia 
ierto valor lEjer
i
io 2.6 Estudiar todas las propiedades que hemos de�nido en los siguientes ejemplosde su
esiones. Representarlas grá�
amente.1. xn =







1 si n es par
1

n
si n es impar2. yn =







3 si n ≤ 106

1

n
si n > 1063. zn =







n2 si n ≤ 106

1 +
1

n
si n > 1064. un = rn r ∈ REjer
i
io 2.7 Es
ribir formalmente la 
ondi
ión de que l no es límite de la su
esión {xn}.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



2.5. PROPIEDADES DE LAS SUCESIONES CONVERGENTES 312.5. Propiedades de las su
esiones 
onvergentes2.5.1. Uni
idad del límite¾Es posible que haya dos límites distintos? (ver la �gura 2.14):
ĺım

n→∞
xn = l1, ĺım

n→∞
xn = l2 l1 6= l2

Figura 2.14: El límite es úni
oPara demostrar que esto es falso, por el método de redu

ión al absurdo, la estrategiaes: Tomar un ε lo bastante pequeño para que los intervalos (l1 − ε, l1 + ε) y (l2 − ε, l2 + ε)no tengan puntos 
omunes (

ε ≤ |l1−l2|
2

).En
ontrar n0 ∈ N | ∀n ≥ n0, xn ∈ (l1 − ε, l1 + ε) y xn ∈ (l2 − ε, l2 + ε), lo 
ual esimposible (absurdo).2.5.2. Convergen
ia de opera
iones entre su
esionesSean {xn} → l1, {yn} → l2. Pare
e que podemos esperar:
1. ĺım

n→∞
{xn + yn} = l1 + l2

2. ĺım
n→∞

{xn · yn} = l1 · l2

3. ĺım
n→∞

{kxn} = k · l1

4. ĺım
n→∞

{

xn

yn

}

=
l1
l2

siendo yn 6= 0, ∀n ∈ N y l2 6= 0Las 
uatro siempre son 
iertas. Veamos los 
asos 1 y 3 :1) (ver la �gura 2.15)
Figura 2.15: Límite de la suma de dos su
esionesE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



32 CAPÍTULO 2. SUCESIONESDado ε > 0, bus
amos n0 ∈ N tal que ∀n > n0:
xn + yn ∈ (l1 + l2 − ε, l1 + l2 + ε) ⇔ l1 + l2 − ε < xn + yn < l1 + l2 + ε (2.1)Dado d > 0:
∃n1 ∈ N | ∀n > n1 l1 − d < xn < l1 + d

∃n2 ∈ N | ∀n > n2 l2 − d < xn < l2 + dTomando n0 = máx{n1, n2} y sumando ambas ine
ua
iones:
∀n > n0 l1 + l2 − 2d < xn < l1 + l2 + 2dy 
onseguimos (2.1) tomando d =

ε

23) Dado ε > 0, bus
amos un n0 ∈ N tal que ∀n > n0:
k l1 − ε < k xn < k l1 + ε (2.2)Dado d > 0:
∃n0 ∈ N | ∀n > n1 l1 − d < xn < l1 + d (2.3)Debemos transformar (2.3) en (2.2):Si k > 0: k l1 − k d < k xn < k l1 + k d y 
onseguimos (2.2) tomando d =

ε

kSi k < 0: k l1 − k d > k xn > k l1 + k d ⇔ k l1 + k d < k xn < k l1 − k d y
onseguimos (2.2) tomando d = − ε

k
> 0(ver la �gura 2.16)

Figura 2.16: Cambio de es
alaEjer
i
io 2.8 Si {wn = xn + yn}, {zn = xnyn}, {un = kxn} son 
onvergentes, ¾también loson {xn} e {yn}?Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



2.6. ESTIMACIÓN DEL LÍMITE DE UNA SUCESIÓN CONVERGENTE 332.5.3. A
ota
iónEstudiemos ahora 
uál es la rela
ión entre a
ota
ión y 
onvergen
ia. En 
on
reto1. Si {xn} es a
otada, ¾es siempre 
onvergente?2. Si {xn} es 
onvergente, ¾es siempre a
otada?Ejer
i
io 2.9 Estudiar ambas propiedades en la su
esión xn = (−1)n. ¾Qué 
on
lusiónobtenemos?Ejer
i
io 2.10 Demostrar que la propiedad (2) es siempre 
ierta, empleando la siguienteestrategia;1. A
otar 
asi todos los términos en (l − ε, l + ε), es de
ir, todos salvo un número �nitode ellos.2. A
otar el resto de los términos, sabiendo que es un número �nito.Ejer
i
io 2.11 A
abamos de demostrar que
{xn} 
onvergente ⇒ {xn} a
otadaPero, ¾qué podemos asegurar si {xn} es NO a
otada?En general, si hemos demostrado una impli
a
ión P ⇒ Q, ¾qué o
urre si nos en
ontramos
on un ejemplo en el que Q no es 
ierta?2.6. Estima
ión del límite de una su
esión 
onvergenteSi ĺımn→∞ xn = l, es de esperar que para un valor de n avanzado, l ≈ xn. Ahora bien,¾qué signi�
a un valor de n avanzado?, ¾Por ejemplo, n = 1000, 100000?. Se trata de una
uestión importante porque si estamos 
al
ulando de forma aproximada el límite l de {xn}mediante un programa de ordenador, habrá que indi
ar de algún modo el signi�
ado de navanzado; habrá que espe
i�
ar de algún modo qué 
ondi
ión debe 
umplirse para que elprograma se detenga, Esta 
ondi
ión se llama 
riterio de parada. Veamos tres 
riterios deparada que podemos utilizar:Criterio 1: Cal
ular xk, siendo k un valor predeterminado (100, 1000, 100000, · · · )Criterio 2: Fijado ε > 0, detener los 
ál
ulos 
uando |xn − xn−1| < εCriterio 3: Fijado ε > 0, detener los 
ál
ulos 
uando |xn − xn−1|

|xn|
=

∣

∣

∣

∣

1 − xn−1

xn

∣

∣

∣

∣

< εPero 
uidado, el he
ho de que xn − xn−1 → 0 no asegura la 
onvergen
ia de {xn}.Por ejemplo: {xn} =

{

1 +
1

2
+

1

3
+ · · · + 1

n

} diverge y sin embargo xn − xn−1 → 0E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



34 CAPÍTULO 2. SUCESIONESVeamos que {xn} diverge a +∞:
xn = 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+

1

9
+

1

10
+

1

11
+

1

12
+

1

13
+

1

14
+

1

15
+

1

16
+

1

17
+ · · · >

> 1 +
1

2
+

1

4
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

16
+

1

32
+ · · · =

= 1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+ · · · → ∞, ¾puedes demostrar que xn − xn−1 → 0 ?2.7. Teorema de la 
onvergen
ia monótonaSupongamos que {zn} es una su
esión 
re
iente. Esto no es una 
ondi
ión ne
esaria nisu�
iente para generalizar la 
onvergen
ia. ¾Como demostrar que ésto es 
ierto?Para demostrar que una propiedad es 
ierta en general, No podemos emplear ejemplosen los que esa propiedad se 
umple. Hay que ha
erlo de modo general, partiendo deuna su
esión 
ualquiera.Para demostrar que una propiedad no siempre es 
ierta, basta 
on en
ontrar un 
asoen el que no es 
ierta: es un 
ontraejemplo.Ejer
i
io 2.12 Demostrar que las siguientes propiedades no son 
iertas en general:P1: Para que {xn} sea 
onvergente, es ne
esario que {xn} sea 
re
iente.P2: Si {xn} es 
re
iente, enton
es es 
onvergente.Así pues, si sólo sabemos que xn es 
re
iente no podemos de
ir nada de su 
onvergen
ia.Ahora nos preguntamos: ¾Qué 
ondi
ión ADICIONAL nos permite asegurar la 
onvergen-
ia?.Veamos algunos ejemplos:Ejemplo 1:

xn = 1 − 1

n
Es 
re
iente y 
onvergente

yn = 2n + 1 Es 
re
iente y no 
onverge.¾Qué las diferen
ia?.Es fá
il 
omprobar que {xn} está a
otada superiormente, mientras que {yn} no.En general, se puede demostrar que las 
ondi
iones 
re
iente y a
otada nos aseguran la
onvergen
ia. Ahora bien, ¾
uál será el límite? (ver la �gura 2.17)Por ejemplo (ver la �gura 2.18):
xn = 1 − 1

n
l = 1 es el límite y además la menor de las 
otas superiores (supremo). Cualquier otronúmero 1 − ε no puede ser 
ota superior, porque 
omo xn es 
re
iente, llega un momentoDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



2.7. TEOREMA DE LA CONVERGENCIA MONÓTONA 35
Figura 2.17: Su
esión 
re
iente y a
otadaen que xn > 1 − ε, es de
ir supera la 
ota. Pues bien, este resultado es 
ierto también engeneral y se 
ono
e 
on el nombre de Teorema de la 
onvergen
ia monótona: (ver la �gura2.18)

Figura 2.18: El supremo es el límiteTeorema 2.1 (De la 
onvergen
ia monótona) Si {xn} es 
re
iente y a
otada superior-mente, enton
es {xn} es 
onvergente. Además su límite es el supremo de {xn}.Ejer
i
io 2.13 Enun
iar el teorema para su
esiones de
re
ientes. En
ontrar ejemplos deapli
a
ión del teorema.Ejemplo: (

1 +
1

n

)n Se puede demostrar que es 
re
iente y a
otada, por lo que es 
on-vergente. Estimemos su límite:
x1 = 2, x2 = 2. 25, x3 = 2. 37, x10 = 2. 59, x100 = 2. 704, x1000 = 2. 717,(Como ves, 
onverge muy lentamente).Veamos otra forma de 
al
ularlo:En la expresión l = ĺımn→∞

(

1 +
1

n

)n tomamos logaritmos neperianos, (al ser ln(x)fun
ión 
ontinua y 
re
iente para los valores que toma la su
esión, el logaritmo y el límiteson inter
ambiables) y queda:
ln l = ĺım

n→∞
n·ln

(

1 +
1

n

)

= ĺım
n→∞

ln

(

1 +
1

n

)

1

n

tomamos n realapli
amos L'H�pital
= ĺım

n→∞

1

1 +
1

n

(−1

n2

)

−1

n2

= 1y tenemos: ln l = 1 ⇒ l = e1 = e ≡ menor de las 
otas superiores ≡ supremo.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



36 CAPÍTULO 2. SUCESIONES2.8. Divergen
ia ha
ia ±∞ de una su
esiónEjer
i
io 2.14 Considera las siguientes su
esiones:
xn = n, yn = n2, zn = en, wn = n!, pn = ln n qn =







n3 si n es par
1

n
si n es imparDemuestra que se 
umple lo siguiente:Para xn, · · · , pn : ∀M ∈ R,∃n0 ∈ N | ∀n > n0 ⇒ xn > MPara qn : esta 
ondi
ión no es 
ierta, sólo podemos de
ir que es No a
otada, (por lotanto no 
onverge)Pues bien, ya podemos de�nir dos nuevos 
on
eptos:De�ni
ión 2.2 Es
ribiremos

ĺım
n→∞

xn = ∞si se 
umple:
∀M ∈ R, ∃n0 ∈ N | ∀n ≥ n0 ⇒ xn > M(ver la �gura 2.19)

Figura 2.19: Su
esión no a
otada superiormenteY de forma análogaDe�ni
ión 2.3 Es
ribiremos
ĺım

n→∞
yn = −∞si se 
umple:

∀M ∈ R, ∃n0 ∈ N | ∀n ≥ n0 ⇒ yn < M(ver la �gura 2.20)Ejer
i
io 2.15 Dis
utir el siguiente ejemplo: xn =

{

1 si n es par
n2 si n es imparDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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Figura 2.20: Su
esión no a
otada inferiormente2.8.1. Compara
ión de la velo
idad de 
re
imiento ha
ia ∞Hemos visto ejemplos de su
esiones tales que su límite es in�nito:

xn = n; yn = n2 + 1; un = en; vn = n3.Aunque las 
uatro divergen, no lo ha
en 
on la misma velo
idad. Por ejemplo, para n lobastante avanzado, el valor de xn es mu
ho menor que el de yn, un y vn. Esta propiedad ladenotamos de este modo:
xn << yn, xn << un, xn << vnSin embargo, si tratamos de 
omparar yn y un ó un y vn, ¾
uál de ellas tendrá un ordenmayor de divergen
ia ha
ia ∞?.¾Cómo podemos en general, 
omparar los órdenes de divergen
ia de dos su
esiones an y

bn?.La idea 
onsiste en estudiar la 
onvergen
ia de la su
esión 
o
iente de ambas. Así:
ĺım

n→∞

an

bn

=











∞ ⇒ {an} es de mayor orden
0 ⇒ {bn} es de mayor orden
k 6= 0 ⇒ son ambas del mismo ordenEjer
i
io 2.16 Comparar los órdenes de 
re
imiento a in�nito de las su
esiones:

np (p ∈ R), ln(n), en, n!, nn2.8.2. Algo más sobre las su
esiones re
urrentesRe
uerda (ver el punto (2.2)) que una su
esión re
urrente queda de�nida mediante unprimer término x1 y una expresión 
on la que obtenemos el término xn+1 a partir de xn. Esde
ir:
xn+1 = f(xn), n ≥ 1, x1 ∈ R(ver la �gura 2.21)Vamos a suponer que f(x) es una fun
ión 
ontinua, y que l = ĺımn→∞ xn. Enton
es:
xn+1 = f(xn) ⇒ ĺım

n→∞
xn+1 = ĺım

n→∞
f(xn) = f

(

ĺım
n→∞

xn+1

)

⇒ l = f(l)Así pues, el valor de l es un punto de 
orte entre las fun
iones y = x e y = f(x). Observa enla �gura 2.21 
ómo se van obteniendo los términos de la su
esión xn, que 
onverge ha
ia l.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 2.21: Su
esiones re
urrentesEjemplo 2.1 De�nimos la siguiente su
esión re
urrente: an+1 = 3 · a2
n siendo a1 > 0.En este 
aso, f(x) = 3x2, de modo que si an es 
onvergente, su límite l debe veri�
ar lae
ua
ión:

x = 3x2 ⇔ x = 0 ó x =
1

3Por ejemplo, si
a1 =

1

5
⇒ a2 =

3

25
= 0. 12 ⇒ a3 =

27

625
= 0. 0432 ⇒ a4 = 0. 0056 · · · 
onverge ha
ia 0En 
ambio, si

a1 =
1

2
⇒ a2 =

3

4
= 0. 75 ⇒ a3 =

27

16
= 1. 69 ⇒ a4 = 8. 54 · · · diverge ha
ia ∞Ahora nos preguntamos, ¾por qué para un valor de �arranque� a1, la su
esión 
onverge ypara otro no?Observa la �gura 2.22. Hemos representado las grá�
as de y = 3x2 e y = x. Utilízalapara 
omprobar que la su
esión an 
onverge ha
ia 0 
uando a1 ∈ [0, 1/3] pero diverge a ∞si a1 > 1/3.La expli
a
ión de por qué para algunos valores de a1 la su
esión 
onverge y para otrosdiverge, la en
ontramos en un teorema que estudiaremos más detenidamente en el tema 4, altratar del Teorema del punto �jo, que nos da 
ondi
iones su�
ientes (aunque no ne
esarias)para asegurar la 
onvergen
ia de an:Teorema del punto �jo: Si f(x) es 
ontinua en [a, b] y f(x) ∈ [a, b], enton
es existeun punto l ∈ [a, b] tal que l = f(l).Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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Figura 2.22: y = 3x2 e y = xEn nuestro 
aso, f(x) = 3x2, si x ∈ [0, 1/3], f(x) ∈ [0, 1/3] luego existe algún punto�jo en [0, 1/3] y por tanto la su
esión es siempre 
onvergente. El límite sólo puede ser 0 ó
1/3, pero en este 
aso la 
onvergen
ia es siempre ha
ia 02.8.3. Series numéri
asVamos a plantear un nuevo problema:Existen numerosas situa
iones en las que 
ierta magnitud A, se es
ribe mediante una sumade in�nitos términos:

A = a1 + a2 + a3 + · · ·En el tema 1 (números 
omplejos) utilizamos algunos resultados basados en series in�nitas:
cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− x10

10!
+ · · · ∀x ∈ R (1)

sen x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− x11

11!
+ · · · ∀x ∈ R (2)

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+ · · · ∀x ∈ R (3)Estudiaremos en el tema 5 de dónde surgen estos desarrollos pero de (3) podemos dedu
ir,sin más que tomar x = 1:

e = 2 +
1

2
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+ · · ·Ejer
i
io 2.17 Usar las expresiones anteriores para obtener las series de las siguientesfun
iones:

e−x, ex2

, cos 2x, sen 3x, x · ex,
sen x

x
(x 6= 0), sen(−x), cos(−x), sen x · cos xE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



40 CAPÍTULO 2. SUCESIONESOtro desarrollo interesante es el siguiente:
arc tg x =

x

1
− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+

x9

9
+ · · ·Como ejer
i
io, elige un valor ade
uado de x ∈ R para obtener π de la forma:

π = 4

(

1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
+ · · ·

)En estas series de e y π, si tomamos sólo un número �nito de sumandos, obtenemos unaaproxima
ión que será mas próxima al valor real 
uantos mas sumandos tomemos.Ejer
i
io 2.18 Utilizar los anteriores desarrollos de π y e para obtener aproxima
ionessu
esivas a estos valores, hasta obtener:
e ≈ 2. 71828 π ≈ 3. 14159
ompletando la siguiente tabla:

n◦ de sumandos aproxima
ión de e aproxima
ión de π12510...Sabemos qué signi�
a �
ortar� la serie y quedarnos sólo 
on un número �nito de suman-dos:
S = a1 + a2 + a3 + · · · ⇒ Sn = a1 + a2 + a3 + · · · + anPero ¾Qué signi�
a sumar toda la serie ?. ¾Cómo se ha
e?. Este es el problema.La 
uestión tiene sus di�
ultades, por ejemplo,¾Cuánto vale S = −1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − · · · ?Podemos tratar de 
al
ular el valor de S, aso
iando términos de distintas formas:
S =











(−1 + 1) + (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · · = 0

−1 + (1 − 1) + (1 − 1) + (−1 + 1) + · · · = −1

½½ Contradi

ión !!Este ejemplo muestra que no siempre se pueden utilizar las propiedades válidas para sumas�nitas, en este 
aso la propiedad aso
iativa:
(a1 + a2) + a3 = a1 + (a2 + a3)Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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(a1 + a2) + (a3 + a4) + (a5 + a6) + · · ·puede dar lugar a un valor diferente de
a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5) + · · ·¾Como de�nir la suma a1 + a2 + a3 + a4 + · · · ?. La idea es tomar la su
esión de sumaspar
iales:
S1 =a1

S2 =a1 + a2

S3 =a1 + a2 + a3...
Sn =

n
∑

k=1

ak = a1 + a2 + · · · + an...Como Sn es una su
esión, podemos estudiar su 
onvergen
ia:De�ni
ión 2.4 Diremos que la serie ∑

an es 
onvergente si existe el límite:
S = ĺım

n→∞

n
∑

k=1

aky el límite es �nito.Lo denotamos ∞
∑

n=1

anEjemplo 2.2 Consideremos la serie geométri
a
∞
∑

n=0

rn = 1 + r + r2 + r3 + · · · r ∈ REn este 
aso:
Sn =

n
∑

k=0

rk = 1 + r + r2 + r3 + · · · + rn =
1 − rn+1

1 − r
=

1

1 − r
− rn+1

1 − r
si r 6= 1y 
al
ulando el límite

ĺım
n→∞

Sn =







1

1 − r
si |r| < 1no 
onverge si |r| ≥ 1E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



42 CAPÍTULO 2. SUCESIONESEjemplo 2.3 ¾Cuánto vale 0. 9999999 · · · ?
0. 999999999 · · · =0. 9 + 0. 09 + 0. 009 + 0. 0009 + · · · = 9

(

1

10
+

1

102
+

1

103
+

1

104
+ · · ·

)

=

=9

∞
∑

n=1

(

1

10

)n geométri
a
= 9







1

1 − 1

10

− 1






= 1 ⇒ 0. 99999 · · · = 1Ejer
i
io 2.19 Cal
ular

∞
∑

k=1

k · rk,

∞
∑

k=1

k2 · rk (Ayuda: derivar ∞
∑

k=0

rk =
1

1 − r
respe
to a r)Ejer
i
io 2.20 Estudiar la 
onvergen
ia de la serie:

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − · · · =
∞

∑

n=1

(−1)nEjer
i
io 2.21 Es
ribir 
on nota
ión de sumatorios las series de las fun
iones:
ex, cos x, sen x, ex2

, sen 2x
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