Capitulo 10

Transformada de Laplace

10.1. Actividades con el programa orden exponencial.wp2

10.1.1. Funcionamiento:

Recuerda que encontramos una condicién suficiente para la existencia de la transformada
de Laplace de una funciéon y(t): basta con que y(t) sea de orden exponencial en el intervalo
[0,00). Viene a significar que cuando ¢ — oo, la funcion y(t) tiene un orden de crecimiento
menor que alguna funcién exponencial e*. De un modo més formal:

Si y(t) es una funcién continua a tramos en [0,00) y si existen constantes no negativas
a, M vy T tales que:

ly(t)| < Me™ Vt>T

entonces existe la transformada de Laplace Y (s) de y(t).
El programa orden exponencial.wp2 tiene definidas las siguientes funciones de usua-
rio:
G(X)=(BXX+CX)+xHVS(X)
H(X)=EXP(X*X)xHVS(X)
F(X) = G(X)

El factor HV S(X) sirve simplemente para representar las funciones solo en el dominio
[0,00). Cambiando los parametros B y C se modifica la funcién G. La linea F'(X) = G(X)
indica que trabajamos con la familia de funciones G(X). Si sustituimos esta linea por F/(X) =
H(X), pasaremos a trabajar con H(X).

En el inventario se encuentra las graficas de las funciones y = F(z), y = M e y el
punto (p, Me), que esté situado sobre ésta tltima curva.

10.1.2. Trabajoa a realizar:

Trabaja inicialmente con la familia de funciones G(X). Asigna valores a B y C. Deter-
mina experimentalmente tres valores M, a y T que permiten asegurar que estas funciones
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32 CAPITULO 10. TRANSFORMADA DE LAPLACE

son de orden exponencial, y que por tanto existen sus transformadas de Laplace.
Trata de hacer lo mismo con la funcion H(X). ;Conclusiones?

10.2. Actividades con el modelo del movimiento de un resorte

En el Tema 9 vimos que el siguiente modelo sirve para estudiar las oscilaciones de una
masa que pende de un resorte y al que se aplica una fuerza F'(t) = Rsen(wt):

ay” + by’ + cy = Rsen(wt)

y(0) =p
y'(0)=gq (10.1)
Donde:

y(t) =posicion del solido en el instante ¢

a =masa del solido

b =una constante llamada constante de amortiguacion (por ejemplo, el medio fisico en
el que oscila el cuerpo podria ser aire, agua o algin aceite en el que estuviera sumergido
el muelle para disipar el calor, lo cual nos darfa diferentes valores de ). c=constante que
depende de las caracteristicas del muelle

p =posicidn inicial de la masa

q =velocidad inicial de la masa

R =amplitud de la fuerza senoidal aplicada a la masa

27 /w =frecuencia de la fuerza senoidal aplicada, w/(27) =periodo

Winplot permite resolver numéricamente ecuaciones diferenciales de orden 1:

dz/dt = G(t,z,y)

dy/dt = H(t,z,y)

z(0) =p

y(0) =q (10.2)

Para ello, abrimos la ventana Ecua->Ecuacion diferencial->dy/dt e introducimos
las funciones G(t,z,y) y H(t,z,y). Si el parametro t esta presente en las funciones F'y G,
seleccionamos la casilla “dependiente del tiempo”.

Para calcular la solucion, en la ventana Una->dy/dt trayectoria introducimos el
punto inicial (p, q) tecleando estos valores en las casillas x=, y=, o bien hacemos clic en el
punto deseado (p,q) del plano. En la casilla t= se especifica el valor inicial de t y en duraciéon
limite se puede especificar la longitud del intervalo desde el valor inicial de ¢. Al hacer clic
en el boton Dibujar, Winplot calculara y representara graficamente la curva (z(t),y(t))
solucion de (10.2). Ademas, las ventanas Misc->Ecua Dif miscelanea->x(t)-ventana
e Misc->Ecua Dif miscelanea->y(t)-ventana nos permiten visualizar separadamente
las funciones z(t), y(t) en funcion de t. Mediante Misc->Ecua Dif miscelanea->yx(t)-
ventana podras ver ambas graficas representadas en los mismos ejes En estas ventanas,
haciendo clic sobre un punto cualquiera del plano se muestran sus coordenadas.
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10.2. ACTIVIDADES CON EL MODELO DEL MOVIMIENTO DE UN RESORTE 33

Para resolver ecuaciones diferenciales de orden 2:

y' = M(t,y,y')
y(to) =p
y'(to) = q (10.3)

lo que haremos es transformar (10.3) en (10.2). Asi:
Llamamos u = y, v = /. Entonces, el sistema

v’ ; M(t,u,v)
u(to)
v(to) = q

es equivalente a (10.1)

10.2.1. Trabajoa a realizar:
1. Transforma la ecuacion en un sistema (10.2)

2. Abre un nuevo programa Winplot 2D e introduce el sistema resultante. Los valores
de las constantes que aparecen en (10.1) son parametros del modelo. Un ejemplo es el
siguiente grupo de valores:

p=1,g=3,a=2,b=6,c=7.6, R=8, w =3, t inicial = 0, limite de ¢t = 15

En la ventana Una->dy/dt trayectoria activa casilla segu para hacer los calculos
solo desde el valor inicial de ¢ hasta el valor final.

3. Visualiza la funcion solucion y(t) mediante Misc->Ecua Dif miscelanea->x(t)-
ventana y su derivada mediante Misc->Ecua Dif miscelanea->y(t)-ventana.
Mediante Misc->Ecua Dif misceldnea->yx(t)-ventana podras ver ambas graficas
representadas sobre los mismos ejes. Explica la relacion que hay entre las dos gréficas.

4. Piensa en como cambiara la grafica de la solucion y(t) si modificas uno de los parame-
tros (a, b, ¢, R o w) manteniendo fijos los demés. Verifica después el resultado.

5. Cuando estudiamos la EDO (10.1), comprobamos que su solucién tiene un suman-
do transitorio que podemos despreciar porque tiende rapidamente hacia 0 a medida
que t crece, y un sumando permanente que oscila. La amplitud M de este término
permanente es

r

M =
\/(c — aw?)? + b2w?

Visualiza el valor de M utilizando un texto evaluado (Btns->Texto evaluado).
Verifica en la soluciéon numérica obtenida por Winplot estas propiedades.
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6. También comprobamos que existe a un valor critico de w para el cual la amplitud de

la oscilacion del sistema era maxima (resonancia). Demostramos que el valor wq al que
se produce resonancia del sistema es

_
wo_aCQCL

Visualiza también el valor de wq utilizando un texto evaluado. Verifica en la solucion
numérica obtenida por Winplot estas propiedades.

. Calcula el valor medio de y(t) en el intervalo en el que hayas estudiado la soluciéon (en

)
el ejemplo, el intervalo es [0, 15]). Calcula también el valor medio de la velocidad.
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