
Capítulo 10Transformada de Lapla
e10.1. A
tividades 
on el programa orden exponen
ial.wp210.1.1. Fun
ionamiento:Re
uerda que en
ontramos una 
ondi
ión su�
iente para la existen
ia de la transformadade Lapla
e de una fun
ión y(t): basta 
on que y(t) sea de orden exponen
ial en el intervalo
[0,∞). Viene a signi�
ar que 
uando t → ∞, la fun
ión y(t) tiene un orden de 
re
imientomenor que alguna fun
ión exponen
ial eat. De un modo más formal:Si y(t) es una fun
ión 
ontinua a tramos en [0,∞) y si existen 
onstantes no negativas
a, M y T tales que:

|y(t)| ≤ M eat ∀t ≥ Tenton
es existe la transformada de Lapla
e Y (s) de y(t).El programa orden exponen
ial.wp2 tiene de�nidas las siguientes fun
iones de usua-rio:
G(X) = (BXX + CX) ∗ HV S(X)

H(X) = EXP (X ∗ X) ∗ HV S(X)

F (X) = G(X)El fa
tor HV S(X) sirve simplemente para representar las fun
iones sólo en el dominio
[0,∞). Cambiando los parámetros B y C se modi�
a la fun
ión G. La línea F (X) = G(X)indi
a que trabajamos 
on la familia de fun
iones G(X). Si sustituimos esta línea por F (X) =
H(X), pasaremos a trabajar 
on H(X).En el inventario se en
uentra las grá�
as de las fun
iones y = F (x), y = M eax y elpunto (p,Meap), que está situado sobre ésta última 
urva.10.1.2. Trabajoa a realizar:Trabaja ini
ialmente 
on la familia de fun
iones G(X). Asigna valores a B y C. Deter-mina experimentalmente tres valores M, a y T que permiten asegurar que estas fun
iones31



32 CAPÍTULO 10. TRANSFORMADA DE LAPLACEson de orden exponen
ial, y que por tanto existen sus transformadas de Lapla
e.Trata de ha
er lo mismo 
on la fun
ión H(X). ¾Con
lusiones?10.2. A
tividades 
on el modelo del movimiento de un resorteEn el Tema 9 vimos que el siguiente modelo sirve para estudiar las os
ila
iones de unamasa que pende de un resorte y al que se apli
a una fuerza F (t) = R sen(wt):
ay′′ + by′ + cy = R sen(wt)

y(0) = p

y′(0) = q (10.1)Donde:
y(t) =posi
ión del sólido en el instante t
a =masa del sólido
b =una 
onstante llamada 
onstante de amortigua
ión (por ejemplo, el medio físi
o enel que os
ila el 
uerpo podría ser aire, agua o algún a
eite en el que estuviera sumergidoel muelle para disipar el 
alor, lo 
ual nos daría diferentes valores de ). 
=
onstante quedepende de las 
ara
terísti
as del muelle
p =posi
ión ini
ial de la masa
q =velo
idad ini
ial de la masa
R =amplitud de la fuerza senoidal apli
ada a la masa
2π/w =fre
uen
ia de la fuerza senoidal apli
ada, w/(2π) =períodoWinplot permite resolver numéri
amente e
ua
iones diferen
iales de orden 1:

dx/dt = G(t, x, y)

dy/dt = H(t, x, y)

x(0) = p

y(0) = q (10.2)Para ello, abrimos la ventana E
ua->E
ua
ión diferen
ial->dy/dt e introdu
imoslas fun
iones G(t, x, y) y H(t, x, y). Si el parámetro t está presente en las fun
iones F y G,sele

ionamos la 
asilla �dependiente del tiempo�.Para 
al
ular la solu
ión, en la ventana Una->dy/dt traye
toria introdu
imos elpunto ini
ial (p, q) te
leando estos valores en las 
asillas x=, y=, o bien ha
emos 
li
 en elpunto deseado (p,q) del plano. En la 
asilla t= se espe
i�
a el valor ini
ial de t y en dura
iónlímite se puede espe
i�
ar la longitud del intervalo desde el valor ini
ial de t. Al ha
er 
li
en el botón Dibujar, Winplot 
al
ulará y representará grá�
amente la 
urva (x(t), y(t))solu
ión de (10.2). Además, las ventanas Mis
->E
ua Dif mis
elánea->x(t)-ventanae Mis
->E
ua Dif mis
elánea->y(t)-ventana nos permiten visualizar separadamentelas fun
iones x(t), y(t) en fun
ión de t. Mediante Mis
->E
ua Dif mis
elánea->yx(t)-ventana podrás ver ambas grá�
as representadas en los mismos ejes En estas ventanas,ha
iendo 
li
 sobre un punto 
ualquiera del plano se muestran sus 
oordenadas.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



10.2. ACTIVIDADES CON EL MODELO DEL MOVIMIENTO DE UN RESORTE 33Para resolver e
ua
iones diferen
iales de orden 2:
y′′ = M(t, y, y′)

y(t0) = p

y′(t0) = q (10.3)lo que haremos es transformar (10.3) en (10.2). Así:Llamamos u = y, v = y′. Enton
es, el sistema
u′ = v

v′ = M(t, u, v)

u(t0) = p

v(t0) = qes equivalente a (10.1)10.2.1. Trabajoa a realizar:1. Transforma la e
ua
ión en un sistema (10.2)2. Abre un nuevo programa Winplot 2D e introdu
e el sistema resultante. Los valoresde las 
onstantes que apare
en en (10.1) son parámetros del modelo. Un ejemplo es elsiguiente grupo de valores:
p = 1, q = 3, a = 2, b = 6, c = 7. 6, R = 8, w = 3, t ini
ial = 0, límite de t = 15En la ventana Una->dy/dt traye
toria a
tiva 
asilla segu para ha
er los 
ál
ulossólo desde el valor ini
ial de t hasta el valor �nal.3. Visualiza la fun
ión solu
ión y(t) mediante Mis
->E
ua Dif mis
elánea->x(t)-ventana y su derivada mediante Mis
->E
ua Dif mis
elánea->y(t)-ventana.MedianteMis
->E
ua Dif mis
elánea->yx(t)-ventana podrás ver ambas grá�
asrepresentadas sobre los mismos ejes. Expli
a la rela
ión que hay entre las dos grá�
as.4. Piensa en 
ómo 
ambiará la grá�
a de la solu
ión y(t) si modi�
as uno de los paráme-tros (a, b, c, R o w) manteniendo �jos los demás. Veri�
a después el resultado.5. Cuando estudiamos la EDO (10.1), 
omprobamos que su solu
ión tiene un suman-do transitorio que podemos despre
iar porque tiende rápidamente ha
ia 0 a medidaque t 
re
e, y un sumando permanente que os
ila. La amplitud M de este términopermanente es
M =

r
√

(c − aw2)2 + b2w2Visualiza el valor de M utilizando un texto evaluado (Btns->Texto evaluado).Veri�
a en la solu
ión numéri
a obtenida por Winplot estas propiedades.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



34 CAPÍTULO 10. TRANSFORMADA DE LAPLACE6. También 
omprobamos que existe a un valor 
ríti
o de w para el 
ual la amplitud dela os
ila
ión del sistema era máxima (resonan
ia). Demostramos que el valor w0 al quese produ
e resonan
ia del sistema es
w0 =

√

1

a

(

c −
b2

2a

)Visualiza también el valor de w0 utilizando un texto evaluado. Veri�
a en la solu
iónnuméri
a obtenida por Winplot estas propiedades.7. Cal
ula el valor medio de y(t) en el intervalo en el que hayas estudiado la solu
ión (enel ejemplo, el intervalo es [0, 15]). Cal
ula también el valor medio de la velo
idad.
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