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1.1. CONCEPTO DE NÚMEROS COMPLEJOS 31.1. Con
epto de números 
omplejosVeamos unos ejemplos que nos ayudarán a intuir la ne
esidad de los números 
omplejos.Ejemplo 1.1 Queremos obtener la interse

ión de la 
urva y1 = x2 
on la re
ta y2 = 3x−2(ver la �gura 1.1) Resolviendo el sistema
Figura 1.1: Ejemplo 1.1

{

y = x2

y = 3x − 2
⇒ x2 = 3x − 2 ⇒

{

x1 = 1

x2 = 2Obtenemos una respuesta 
on signi�
ado físi
o y 
on solu
ión en N ⊂ REjemplo 1.2 Dada la grá�
a Espa
io/tiempo de�nida por E =

{

0 si t < 0

t2 si t ≥ 0
(ver la�gura 1.2), ¾en qué instante t1 hemos re
orrido 2 metros? También la pregunta y la respuesta

Figura 1.2: Ejemplo 1.2tienen signi�
ado físi
o, estando la solu
ión en R:
t21 = 2 ⇒ t1 =

√
2 ∈ R¾y si E = 0. 25 metros?

t22 = 0. 25 ⇒ t2 = 0. 5 ∈ Q ⊂ RE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



4 CAPÍTULO 1. NÚMEROS COMPLEJOSEjemplo 1.3 Lanzamos una pelota ha
ia arriba, 
on velo
idad ini
ial v0. Si h(t) es la alturaal
anzada en el instante t, podremos es
ribir (según la �gura 1.3)
h = −g

t2

2
+ v0t = t

(

v0 −
g

2
t
)Podemos plantear algunos problemas 
on signi�
ado físi
o:

Figura 1.3: Ejemplo 1.3¾En qué instante se al
anza la máxima altura H?En t1 =
v0

g
, H = h(t1)¾En qué instantes al
anza 
ierta altura h1 (0 ≤ h1 ≤ H)?.

t =
v0 ±

√

v2
0 − 2gh1

g
=

{

t2

t3Además:
t2 = t3 ⇔ H =

v2
0

2gPor ejemplo: Si h1 = 0. 2m, v0 = 3m/s

t2 = 0. 072 , t3 = 0. 53

t1 =
v0

g
= 0. 31 , H =

v2
0

2g
= 0. 46Somos 
apa
es de representar en R las solu
iones de este problema (ver la �gura 1.4):Veamos ahora estas otras situa
iones, similares a las anteriores:

{

y = x2

y = x − 1
⇒ x2 = x − 1 x =

1 ±
√
−3

2
(ver la �gura 1.5):Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.1. CONCEPTO DE NÚMEROS COMPLEJOS 5
Figura 1.4: Hay solu
ión

Figura 1.5: No hay 
orte
Figura 1.6: ¾Cuál es el 
orte?

Figura 1.7: Si h2 es mayor que H¾√−3? ¾Qué es?. ¾Donde está en la re
ta real? (ver la �gura 1.6):
z =

√
−3 ⇔ z2 = 3 z /∈ REn el 
aso de la pelota:¾En qué instante al
anza h2? (ver la �gura 1.7):E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



6 CAPÍTULO 1. NÚMEROS COMPLEJOS
t =

v0 ±
√

v2
0 − 2gh

g
, H =

v2
0

2gSi h2 > H ⇒ h2 >
v2
0

2g
⇔ 2gh2 > v0Es de
ir v2

0 − 2gh2 < 0 ½½ otra vez raíz de un número negativo !!¾dónde está √

v2
0 − 2gh2?Por ejemplo: h2 = 5 v0 = 3 ,

√

v2
0 − 2gh2 =

√
−84¾Cómo puedo representar ese número?.¾Para qué me sirve?En el ejemplo de la interse

ión:

x =
1 ±

√
−3

2
=

1 ±
√

(−1)(3)

2
=

1 ±
√
−1

√
3

2
=

1

2
±

√
3

2
·
√
−1Donde vemos que sólo da problemas √−1 ya que los demás números son reales.Si denotamos √

−1 = i (i2 = −1):¾Cómo represento, por ejemplo, 1

2
+

√
3

2
·
√
−1 ? (ver la �gura 1.8)

Figura 1.8: Representa
ión ve
torial de un 
omplejo
z = a + b i donde {

a = Re(z) = parte real de z

b = Im(z) = parte imaginaria de zDe�ni
ión 1.1 De�niremos el 
onjunto C de números 
omplejos de la forma:
C = {z = a + b i | a, b ∈ R}siendo
R = {z = a + b i | a ∈ R , b = 0}Así pues, los números reales son los 
omplejos 
on la 
omponente imaginaria nula.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.2. FORMA POLAR DE Z ∈ C 71.2. Forma polar de z ∈ CSi z es un número 
omplejo, lo podemos expresar, ya que es un ve
tor, de la forma (verla �gura 1.9):
Figura 1.9: Forma binomialSi a = 0 y b > 0 ⇒ θ =
π

2Por ejemplo :
Figura 1.10: Ejemplo

z = 0 + i = 1π

2

z = 1 − i =
√

2− π

2
=

√
2 7π

2En general:
ρθ = ρθ+2kπ ∀k ∈ Z

Figura 1.11: Expresión polar multiformeE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



8 CAPÍTULO 1. NÚMEROS COMPLEJOS
Figura 1.12: Efe
to físi
oRepresentan el mismo punto sobre el plano. Sin embargo, el efe
to físi
o de apli
ar

θ ó θ + 2kπ puede ser muy diferente. Ver la �gura 1.12.De�ni
ión 1.2 Si 0 ≤ θ < 2π, llamaremos a θ argumento prin
ipal.Por ejemplo,
z = 2 31

5
·π = 2 6·5+1

5
·π = 26π+ π

5
= 2π

5
⇒ π

5
= argumento prin
ipal de z1.3. Forma exponen
ial de z ∈ CSea z = a+b i = ρθ siendo {

a = ρ · cos θ

b = ρ · sen θ
⇒ z = ρ·cos θ+ i·ρ·sen θ = ρ( cos θ+ i sen θ)Ahora vamos a emplear un resultado que veremos en detalle en los temas 3 y 4:

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− x10

10!
+ · · · ∀x ∈ R

sen x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− x11

11!
+ · · · ∀x ∈ R

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+ · · · ∀x ∈ RLa igualdad se da 
on la suma de in�nitos términos, pero podemos 
onseguir aproxima
iones
ada vez mejores tomando más y más sumandos.Por ejemplo: ex ≈ 1, ex ≈ 1 + x, ex ≈ 1 + x +

x2

2
, et
étera (ver la �gura 1.13)Por otra parte, i =

√
−1, i2 = −1, i3 = − i, i4 = 1, i5 = i y se repitenVamos a emplear estos resultados:

z = ρ(cos θ + i sen θ) = ρ

((

1 − θ2

2!
+

θ4

4!
− θ6

6!
+ · · ·

)

+ i

(

θ − θ3

3!
+

θ5

5!
− θ7

7!
+ · · ·

))

=

= ρ

(

1 +
( iθ)2

2!
+

( iθ)4

4!
+

( iθ)6

6!
+ · · · + iθ +

( iθ)3

3!
+

( iθ)5

5!
+

( iθ)7

7!
+ · · ·

) ordenamos
=

= ρ

(

1 + iθ +
( iθ)2

2!
+

( iθ)3

3!
+

( iθ)4

4!
+

( iθ)5

5!
+ · · ·

)

= ρ e iθ Forma exponen
ial de zDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z ∈ C 9

Figura 1.13: Aproxima
ión mediante seriesPor ejemplo:
z = 0 + i = 1π

2
= e i π

2

eiπ = 1 (cos π + i sen π) = −1 < 0Esto no o
urre jamás en R, ex > 0 ∀x ∈ R. Pero sí es posible ez = −1 si z ∈ C.En parti
ular, si ρ = 1, e iθ = cos θ + i sen θ que es la llamada Fórmula de EulerVeremos enseguida las opera
iones aritméti
as entre 
omplejos, pero podemos adelantarque el produ
to se 
al
ula muy fá
ilmente empleando la forma exponen
ial de los 
omplejos:
ρ e iθ · ρ′e iθ′ = ρρ′ eiθ+iθ′ = ρρ′ ei(θ+θ′)por tanto ρθ · ρ′θ′ = ρρ′θ+θ′Y en 
uanto al 
o
iente:
ρθ

ρ′θ′
=

ρ e iθ

ρ′e iθ′
=

ρ

ρ′
eiθ−iθ′ =

ρ

ρ′
ei(θ−θ′) =

(

ρ

ρ′

)

θ−θ′Como 
aso parti
ular
ρθ · 1θ′ = ρθ+θ′El produ
to por 1θ′ representa un giro de ángulo θ′ y 
entro el origen de 
oordenadas. (verla �gura 1.14)Veamos un ejemplo. Apli
ar a la �gura un giro θ′ =

π

3
y un es
alado ρ′ = 0.5 (ver las�guras 1.15 y 1.16):E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



10 CAPÍTULO 1. NÚMEROS COMPLEJOS
Figura 1.14: Giro de ángulo θ

Figura 1.15: Giro + 
ambio de es
ala

Figura 1.16: Ejemplo
z1 = 1+i =

√
2π

4
; z2 = 3+i =

√
10arc tg 1

3
≈ 3. 160.32; z3 = 2+6 i =

√
40arc tg 6

2
≈ 6. 321.25

z′1 = z1·0. 5π

3
≈ 1. 410.78·0. 51.05 = 0. 71.83 ≡ 0. 7(cos 1. 83+i sen 1. 83) ≈ 0. 7(−0. 26+0. 97 i) = −0. 18+0. 68 i

z′2 = z2·0. 5π

3
≈ 3. 160.32·0. 51.05 = 1. 581.37 ≡ 1. 58(cos 1. 37+i sen 1. 37) ≈ 1. 58(0. 2+0. 98 i) = 0. 31+1. 55 i

z′3 = z3·0. 5π

3
≈ 6. 321.25·0. 51.05 = 3. 172.3 ≡ 3. 17(cos 2. 3+i sen 2. 3) ≈ 3. 17(−0. 67+0. 74 i) = −2. 12+2. 35 i(ver la �gura 1.17)Veamos otro ejemplo: Apli
ar un giro y es
alado ρθ = 2π

2
, a la �gura: (ver la �gura 1.18)Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z ∈ C 11
Figura 1.17: Resultado del ejemplo

Figura 1.18: Otro ejemplo
z1 = 1 + i =

√
2π

4
, z2 = 2 + i =

√
5arc tg 1

2

z′1 = z1 · 2π

2
= 2

√
2π

4
+ π

2
= 2

√
2 5π

4
≈ 2,83 5π

4

z′2 = z2 · 2π

2
=

√
5arc tg 1

2
· 2π

2
= 2

√
5arc tg 1

2
+ π

2
≈ 4. 482.03De�ni
ión 1.3 Siendo el 
omplejo z = ρθ, llamaremos 
onjugado de z = z al 
omplejo:

z = ρ−θ(ver la �gura 1.19)Propiedad: z · z = ρ2
0 = ρ2 ∈ REjer
i
io 1.1 Expresar las 
ondi
iones que se deben 
umplir para que dos números 
om-plejos sean iguales.1.3.1. Opera
iones en CSuma: (a + bi) + (a′ + b′i) = (a + a′) + (b + b′)iE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



12 CAPÍTULO 1. NÚMEROS COMPLEJOS

Figura 1.19: Conjugado de zProdu
to: ρθ · ρ′θ′ = ρ eiθ · ρ′ eiθ′ = ρρ′ ei(θ+θ′) = ρρ′θ+θ′Si los números 
omplejos están expresados en forma binómi
a:
z1 = ρθ = a + bi, z2 = ρ′θ′ = a′ + b′i
z1 · z2 = A + Bi ¾Cuánto valen A y B para que sea 
ompatible 
on la de�ni
ión?

z1 · z2 =ρρ′θ+θ′ ≡ ρρ′
(

cos(θ + θ′) + i sen(θ + θ′)
)

=

=ρρ′
(

cos θ cos θ′ − sen θ sen θ′ + i(sen θ cos θ′ + cos θ sen θ′)
)

=

=ρ cos θρ′ cos θ′ − ρ sen θρ′ sen θ′ + i(ρ sen θρ′ cos θ′ + ρ cos θρ′ sen θ′) =

=aa′ − bb′ + i(ab′ + ba′)Por tanto (a + bi) · (a′ + b′i) = (aa′ − bb′) + i(ab′ + ba′)Se multipli
an igual que los binomios reales, teniendo en 
uenta que i2 = −1División: ρθ

ρ′θ′
= rα Bus
amos rα que sea 
ompatible 
on la de�ni
ión.

ρθ = ρ′θ′ · rα
def.
= ρ′rθ′+α ⇒







ρ = ρ′r ⇒ r =
ρ

ρ′

θ + 2kπ = θ′ + α ⇒ α = θ − θ′ + 2kπde otro modo, empleando la forma exponen
ial:
ρ eiθ

ρ′ eiθ′
= r eiα ⇒ ρ eiθ = ρ′r ei(α+θ′) ⇒







ρ = ρ′r ⇒ r =
ρ

ρ′

θ = α + θ′ + 2kπ ⇒ α = θ − θ′Ejer
i
io 1.2 Dividir dos 
omplejos expresados en forma binomial.
a + bi

a′ + b′i
=

(a + bi)(a′ − b′i)

(a′ + b′i)(a′ − b′i)
=

aa′ + bb′ + i(−ab′ + a′b)

a′2 + b′2Ejer
i
io 1.3 Cal
ular in n = 1, 2, 3, · · ·Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z ∈ C 13Una primera forma de ha
erlo:
n = 1 → i1 = i

n = 2 → i2 = −1

n = 3 → i3 = −i

n = 4 → i4 = 1...
n > 4 ⇒ n = 4k + r k ∈ N, r = 0, 1, 2, 3

in = i4k+r =
(

i4
)k · ir = ir (
ono
ido)Veamos una segunda forma:

in =
(

1π

2

)n

= 1n π

2
≡ cos nπ

2 + i sen nπ
2 =

=

{Si n es par: n = 2k ⇒ cos kπ = (−1)k, k = 0, 1, 2, 3, · · ·Si n es impar: n = 2k + 1 ⇒ i sen(2k + 1)π
2 = (−1)k · i, k = 0, 1, 2, 3, · · ·Poten
ias enteras de z:

(ρθ)
n = ρn

nθ ≡ (ρ cos θ + i sen θ)n = ρn(cos nθ + i sen nθ)igualdad 
ono
ida 
omo Fórmula de MoivreRaí
es:
n
√

ρθ = ρ′θ′ ⇔ ρθ = ρ′nnθ′ ⇒
{

ρ = ρ′n

θ = nθ′ + 2kπ
⇒

{

ρ′ = n
√

ρ

θ′ = θ+2kπ
n

k ∈ Z
¾in�nitas raí
es?Por ejemplo: √i =

√

1π

2

n=2
= 1 π

2 +2kπ

2

= 1π

4
+kπ

k = 0 ⇒ z0 = 1π

4

k = 1 ⇒ z1 = 1π

4
+π = 1 5π

4

k = 2 ⇒ z2 = 1π

4
+2π = 1π

4
= z0 Se repite

k = 3 ⇒ z3 = 1π

4
+3π = 1π

4
+π = z1 Se repite

k = 4 ⇒ z4 = 1π

4
+4π = 1π

4
+4π = z0 Se repiteEs de
ir, para k ≥ 2, apare
en los mismos valores z0, z1.y para k negativos:

k = −1 ⇒ z−1 = 1π

4
−π = 1π

4
+π = z1

k = −2 ⇒ z−2 = 1π

4
−2π = 1π

4
= z0

k = −3 ⇒ z−3 = 1π

4
−3π = 1

−
3π

4
= z1E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



14 CAPÍTULO 1. NÚMEROS COMPLEJOS
k = −4 ⇒ z−4 = 1π

4
−4π = 1π

4
= z0Es de
ir, de nuevo apare
en las mismas raí
es z0, z1Así pues sólo hay dos raí
es diferentes.En general:

n
√

ρ θ+2kπ

n

=



























k = 0 → n
√

ρ θ

n

= z0

k = 1 → n
√

ρ θ+2π

n

= z1...
k = n − 1 → n

√
ρ θ+2(n−1)π

n

= zn−1pero si k = n → n
√

ρ θ+2nπ

n

= n
√

ρ
θ+2π

= z0Luego: n
√

ρθ = n
√

ρ θ+2kπ

n

k = 0, 1, 2, · · · , n − 1Sólo hay n raí
es distintas. (Ver la �gura 1.20)
Figura 1.20: Raí
es n-ésimas de zPodemos, además, interpretar grá�
amente estas n raí
es del número 
omplejo z: Las

n raí
es dividen a la 
ir
unferen
ia de radio n
√

ρ en n partes iguales.La diferen
ia de argumentos entre dos raí
es 
onse
utivas es 
onstante:
θ + 2kπ

n
− θ + 2(k − 1)π

n
=

2kπ − 2kπ + 2π

n
=

2π

nComo ejer
i
io, vamos a 
onstruir un pentágono regular arbitrario (ver la �gura 1.21):Empezamos por 
al
ular un pentágono (ver la �gura 1.22) 
al
ulando las raí
es quintasdel 
omplejo z = 1 (número real positivo)
5
√

1 = 5
√

10 = 1 0+2kπ

5
k = 0, 1, 2, 3, 4

z0 = 10, z1 = 1 2π

5
, z2 = 1 4π

5
, z3 = 1 6π

5
, z4 = 1 8π

5Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z ∈ C 15
Figura 1.21: Pentágono

Figura 1.22: Pentágono 
entrado en el origenAhora podemos 
onseguir 
ualquier pentágono regular mediante las transforma
iones:giro, es
ala y trasla
ión:Si el 
entro no es el origen, haremos una trasla
ión:
z′k = zk + ( a + b i)¾Cuánto mide 
ada lado?

|z0−z1| = |10−1 2π

5
| = |1−cos

2π

5
−i sen

2π

5
| =

√

(

1 − cos
2π

5

)2

+ sen2
2π

5
=

√

2 − 2 cos
2π

5
≈ 1,17Para variar el lado, haremos un 
ambio de es
ala. ¾Cuánto vale el lado si |z| = r5?.En general

z′k = zk · ρθ + a + b iAhora vamos a generalizar esta solu
ión. Cal
ulemos el lado de un polígono de n ladosins
rito en una 
ir
unferen
ia de radio R

|z0−z1| = |R0−R 2π

n

| =

∣

∣

∣

∣

R − R cos
2π

n
− R sen

2π

n

∣

∣

∣

∣

= R

√

(

1 − cos
2π

n

)2

+ sen2
2π

n
= R

√

2 − 2 cos
2π

n¾Qué 
rees qué o
urre si n aumenta?. ¾Ha
ia qué valor se a
er
a?. ¾Se esperaba esteresultado?.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



16 CAPÍTULO 1. NÚMEROS COMPLEJOSCal
ulemos el perímetro:
L = Rn

√

2 − 2 cos
2π

n
= Rn

√

2

(

1 − cos
2π

n

)

= Rn

√

2 · 2 sen2
π

n
= Rn · 2 sen

π

n¾Ha
ia donde tenderá esa su
esión?Si tomamos n 
omo variable real, n → ∞ y apli
amos la regla de L'H�pital:
ĺım

n→∞

2Rn sen
π

n
= ĺım

n→∞

2R
sen π

n
1
n

L'H�pital
= ĺım

n→∞

2R
cos π

n
· −π

n2

−1

n2

= ĺım
n→∞

2πR cos
π

n
= 2πR¾Esperábamos éste resultado?Cal
ulemos el apotema a:

Figura 1.23: Apotema
∣

∣

∣

∣

z0 − z1

2

∣

∣

∣

∣

= . . . =
R

2

√

2 + 2 cos
2π

n
=

R

2

√

2

(

1 + cos
2π

n

)

=
R

2

√

2 · 2 cos2
π

n
= R cos

π

nSi n → ∞, a → R ¾Esperábamos éste resultado?.Cal
ular el área:
A =

Perímetro x Apotema
2

=
1

2
Rn·2 sen

π

n
·R cos

π

n
→ 1

2
2πR R = πR2 ¾Esperábamos éste resultado?Exponen
ia
ión de z ∈ C

∀z ∈ C, ez = ex+iy = ex ·eiy = ex(cos y +i sen y) = ex
y (módulo ex, argumento y)Ejemplo: e2+i π

2 = e2
π

2
= ie2 = e2

(

cos π
2 + i sen π

2

)Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z ∈ C 17Ejer
i
io 1.4 Obtener los 
omplejos z tales que: Im(ez) = 0 ó Re(ez) = 0

ex+iy ∈ R ⇔ sen y = 0 ⇔ y = kπ, k ∈ ZRe(ez) = 0 ⇔ cos y = 0 ⇔ y = (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z

Figura 1.24: Ejer
i
io 1.4Logaritmo neperiano de z:Dado z ∈ C, se trata de despejar z′ de la expresión ez′ = z, 
ompatible 
on la expo-nen
ial:Dados: {

z = ρθ (
ono
ido)
z′ = x + iy (des
ono
ido)

ez′ = z ⇔ exeiy = ρθ ⇔
{

ex = ρ ⇔ x = ln ρ

y = θ + 2kπpor lo tanto
ln (ρθ) = ln ρ + i(θ + 2kπ) k ∈ ZExisten in�nitos valores. Al número 
omplejo que se obtiene tomando k = 0, se lellama valor prin
ipal.Ejemplo: ln(−3) = ln (3π) = ln 3 + i(π + 2kπ)(En R no existe ln(−3) por eso ningún valor de estos es real).

ln(3) = ln (30) = ln 3 + i(2kπ). Si k = 0, la solu
ión es real, es el logaritmo neperianoreal.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 1.25: Logaritmo de z: in�nitos valoresEjer
i
io 1.5 ¾Cuánto vale ln z si z ∈ R?Sea z = x

ln(x+0i) = ln |x|+i(arg z+2kπ) =























Si x > 0 ⇒ arg z = 0 ⇒ ln z = ln x + i(2kπ)Si k = 0 ⇒ neperiano real usualSi x < 0 ⇒ arg z = π ⇒ ln z = ln(−x) + i(π + 2kπ)nun
a realEjer
i
io 1.6 ¾Para qué valores de z ∈ C, ln z ∈ R?Exponen
ia
ión general: Si a, b ∈ R, a > 0, ab = eb ln a.Del mismo modo, en C:
zz2
1 = ez2 ln z1Ejer
i
io 1.7 Para z1 = ρθ, z2 = ρ′θ′ , obtener las partes real e imaginaria de zz2

1 .¾Cuándo es real?Ejemplo: i2i = e2i ln i = e2i(ln 1+i(π

2
+2kπ)) = e−2(π

2
+2kπ) ∈ R ∀k ∈ ZFun
iones trigonométri
as 
omplejas:Sea la fun
ión h(z) =

eiz − e−iz

2i
¾qué o
urre si z ∈ R, es de
ir, si z = x + 0i?:

h(x + 0i) =
eix − e−ix

2i
=

cos x + i sen x − cos x + i sen x

2i
= sen xPor eso de�niremos:

sen z =
eiz − e−iz

2i
∀z ∈ CDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z ∈ C 19Ejemplo: sen(π
2 + i) =

ei(π

2
+i) − e−i(π

2
+i)

2i
=

ei π

2 e−1 − e−i π

2 e

2i
=

ie−1 + ie

2i
=

e + e−1

2

cos z =
√

1 − sen2 z =

√

1 +
e2iz − 2 + e−2iz

4
=

√
e2iz + e−2iz + 2

2
=

√

(eiz + e−iz)2

2
=

eiz + e−iz

2y por tanto:
cos z =

eiz + e−iz

2
∀z ∈ CEjer
i
io 1.8 Demostrar que ∀z ∈ C,

√
z2 = ±z

z = ρθ ⇒
√

z2 =
√

ρ2
2θ = ρ2θ + 2kπ

2

=

{

(k = 0) ρθ = z

(k = 1) ρθ+π = −zEjer
i
io 1.9 Averiguar 
uáles de las siguientes propiedades de sen x, cos x x ∈ R,se 
umplen también para z ∈ C:1. sen(−x) = − senx2. cos(−x) = cos x3. sen(a + b) = sen a cos b + cos a sen b4. cos(a + b) = cos a cos b − sen a sen b5. sen 2x = 2 sen x cos x6. cos 2x = cos2 x − sen2 x7. sen2 x =
1 − cos 2x

28. cos2 x =
1 + cos 2x

29. | sen x| ≤ 110. | cos x| ≤ 111. sen(x + 2π) = senx12. cos(x + 2π) = cos x13. sen(x + π
2 ) = cos x14. cos(x + π
2 ) = − sen xFun
iones hiperbóli
as 
omplejas:

senh z =
ez − e−z

2
, cosh z =

ez + e−z

2Ejer
i
io 1.10 Cal
ular: senh(−z), cosh(−z), cosh2(z) − senh2(z)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada


