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Niumeros complejos
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1.1. CONCEPTO DE NUMEROS COMPLEJOS 3

1.1. Concepto de ntimeros complejos

Veamos unos ejemplos que nos ayudaran a intuir la necesidad de los ntimeros complejos.

Ejemplo 1.1 Queremos obtener la interseccion de la curva y; = x>

(ver la figura 1.1) Resolviendo el sistema

con la recta ys = 3x—2

4071

3.01

1o 710 20

Figura 1.1: Ejemplo 1.1

= 2 =1
y== = 22=3z-2 = xl
Yy =3z —2 To =2

Obtenemos una respuesta con significado fisico y con solucion en N C R

0 s1 t<0
t?2 s t>0
ura 1.2), ;en qué instante t1 hemos recorrido 2 metros? También la prequnta y la respuesta

g s 6EN 4 preg ) 14

Ejemplo 1.2 Dada la grifica Espacio/tiempo definida por E = (ver la

Figura 1.2: Ejemplo 1.2

tienen significado fisico, estando la solucion en R:
t1=2=t=v2€R
oy st E =0.25 metros?

t2=0.25=1t,=05€QCR
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4 CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS

Ejemplo 1.3 Lanzamos una pelota hacia arriba, con velocidad inicial vy. Si h(t) es la altura
alcanzada en el instante t, podremos escribir (segin la figura 1.3)
t2 g
h=—-g— vt:t(v——t)
95 + Vo 0= 75

Podemos plantear algunos problemas con significado fisico:

N

Figura 1.3: Ejemplo 1.3

» ;En qué instante se alcanza la mdxima altura H?

Enti =2, H=ht)
g

» ;En qué instantes alcanza cierta altura hy (0 < hy < H)?.

= U():l:\/’l)g—Qghl N {tg
9

t3

Ademds:
2
Yo
to=t =
2 =13 2
Por ejemplo: Si hy = 0.2m, vo = 3m/s

to=0.072 , t3=0.53

2
=031, H=2 —0.46
g 29

Somos capaces de representar en R las soluciones de este problema (ver la figura 1.4):

Veamos ahora estas otras situaciones, similares a las anteriores:

= z? 1++v-
{y * = 2=z-1 x:Tg (ver la figura 1.5):

y=x—1
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1.1. CONCEPTO DE NUMEROS COMPLEJOS 5

0.076 0.31 0.46 0.53

0.0 0.2 05

Figura 1.4: Hay solucién

Figura 1.5: No hay corte

A LN
—>€—R

Figura 1.6: ;Cudl es el corte?

0 t Vo 3 2y
g 2

Figura 1.7: Si ho es mayor que H

V=37 (Qué es?. ;Donde esta en la recta real? (ver la figura 1.6):

r=v-322=3 2¢R

En el caso de la pelota:
.En qué instante alcanza ho? (ver la figura 1.7):
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6 CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS

t_vozt\/vg—2gh H—U(Q]
g ’ 29
’l)2
Si h2>H:>h2>2—0<:>2gh2>v0
g

Es decir  v3 —2ghs <0 | otra vez raiz de un niimero negativo !!
;donde esté /vE — 2gho?
Por ejemplo:  he =5 vy =3, +/vg—2ghs =+/—84

., Coémo puedo representar ese numero?.; Para qué me sirve?

En el ejemplo de la interseccion:

_11\/—_3_11«/(—1)(3)_1j:\/—_1\/§_1i\/§\/—1
S 2 - 2 T2t VT

Donde vemos que s6lo da problemas v/—1 ya que los demdas niimeros son reales.

Si denotamos /—1=1i (i = —1):
-v/—1 7 (ver la figura 1.8)

IE} z=;—+Ei bl 22D
2 :

N

Figura 1.8: Representacion vectorial de un complejo

a = Re(z) = parte real de z

b = Im(z) = parte imaginaria de z

z =a-+ bi donde {

Definicion 1.1 Definiremos el conjunto C de nimeros complejos de la forma:
C={z=a+bi| a,beR}

siendo
R={z=a+bi | aeR,b=0}

Asi pues, los niimeros reales son los complejos con la componente imaginaria nula.
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1.2. Forma polar de z € C

Si z es un namero complejo, lo podemos expresar, ya que es un vector, de la forma (ver
la figura 1.9):

. Z=atbi

Figura 1.9: Forma binomial

Sia=0yb>0 = 6=

b 3

Por ejemplo :

Figura 1.10: Ejemplo

z=04+1i=1xz
2
z:l—l:\/i,z:\/—LTr
2
En general:

Py = pPotokn k€L

Figura 1.11: Expresion polar multiforme
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CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS

o o

2kmR

Figura 1.12: Efecto fisico

Representan el mismo punto sobre el plano. Sin embargo, el efecto fisico de aplicar
0 6 0 + 2km puede ser muy diferente. Ver la figura 1.12.

Definicion 1.2 Si 0 < 0 < 27, llamaremos a 0 argumento principal.

Por ejemplo,

zZ = 231_7T = 26-55+1.7T = 264z = 2

5

SIE]
S|

77 .
= 5= argumento principal de z
1.3. Forma exponencial de z € C

a=p-cosb
Sea z = a+bi = py siendo P = z=p-cosO+ip-senf = p(cosf+ isend)

Ahora vamos a emplear un rbes:uliz;dsanie veremos en detalle en los temas 3 y 4:
cosr = 1—2—?—%2—?—2—?4—2—?—%—%--- Ve e R
senx = x—é—?—i—ﬁ—?—i—j—i—ﬁ—?—f—i—i—--- Ve e R
¢ = 1+%+Z—?+§—T+i—?+§—?+--- Vo € R

La igualdad se da con la suma de infinitos términos, pero podemos conseguir aproximaciones
cada vez mejores tomando mas y mas sumandos.
2
. x P
Por ejemplo: e* ~ 1, e ~1+x, e x=1+x+ o etcétera (ver la figura 1.13)
Por otra parte, i =+/—1, i2=—-1,3=—i,i*=1,1? =i y se repiten

Vamos a emplear estos resultados:

62 0+ 0 6> 0> 07
z:p(cose—l—isen@)zp((l—g—i-ﬁ—a—i----)+i<0——+———+---)> =

31 5T
B (i0)2  (i0)*  (i9)° L (102 (19 (i6)7 ordenamos
_p(1+ o T e Tt e ey -
. 2 . 3 . 4 . 5 .
=p <1 +i0 + (129') + (I;) + (IZ') + (1;) + - > =pe'’  Forma exponencial de z
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8.0 grado 3
grado 1 y=exp(x)
grado 4 grado 5 6.0
] y=cos{x) grado 1
) 4.01
T T 2n
gl o5 y=sin(x) .
| grado grado 6 grado 3 2.0
2.0 4.0 6.0

Figura 1.13: Aproximacion mediante series

Por ejemplo:

[SE]

z2=0+i=1x = €'

2
e™ =1(cosm+isenm)=—-1<0
Esto no ocurre jamés en R, € > 0 Vz € R. Pero si es posible ¢ = —1si z € C.
En particular, si p =1, e’ = cosf + i senf que es la llamada Férmula de Euler

Veremos enseguida las operaciones aritméticas entre complejos, pero podemos adelantar
que el producto se calcula muy facilmente empleando la forma exponencial de los complejos:

i0 /.10’ / eiGJriG/ i(0+6")

pe’ - ple'” = pp =pp'e

por tanto pg - pfg/ = pp’@+9/

Y en cuanto al cociente:

po e p e P ey (P
T e ¢ =€ =\7

A P P P/ o—o
Como caso particular

po - Loy = po+or

El producto por 1y representa un giro de angulo 6" y centro el origen de coordenadas. (ver
la figura 1.14)
Veamos un ejemplo. Aplicar a la figura un giro ¢’ = g y un escalado p’ = 0.5 (ver las

figuras 1.15 y 1.16):
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10 CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS

e

pp' - el
0+6 ) . Py
J Por

6+0

Figura 1.15: Giro + cambio de escala

z3
6.01

4.07

z2
z1

1?0

Figura 1.16: Ejemplo

1 ~ 3.16p.32; 23 =2461=+v40

3

6 ~ 6. 321.25

2

271 =14+ = \/52; Zg =3+1= 10arctg arctg

2 = 21:0.52 & 1.410.78°0. 5105 = 0. 71 53 = 0. 7(cos 1. 83+isen 1.83) & 0.7(—0.26+0.97i) = —0. 18+0. 681
% = 2:0.52 & 3.160.32:0. 5105 = 1. 58137 = 1.58(cos 1. 37-+isen 1.37) ~ 1.58(0.2+0.981) = 0.31+1.551

2 = 23°0.55 ~ 6.321.95°0. 5105 = 3. 1793 = 3. 17(cos 2. 3+isen 2.3) ~ 3. 17(~0. 67+0. 74i) = —2.12+2.351

(ver la figura 1.17)
Veamos otro ejemplo: Aplicar un giro y escalado pg = 2%, a la figura: (ver la figura 1.18)
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6.0

4.0 -2.0

Figura 1.17: Resultado del ejemplo

z2 4.0T
3.0t
1.01 S —————————————— 21 2.0t
z1 z2
10t
1.0 2.0 28 <10

Figura 1.18: Otro ejemplo

arctg %

Definicion 1.3 Siendo el complejo z = py, llamaremos conjugado de z = Z al complejo:
zZ=p-g

(ver la figura 1.19)
Propiedad: z -z = pg =p’eR

Ejercicio 1.1 Ezxpresar las condiciones que se deben cumplir para que dos nimeros com-
plejos sean iguales.

1.3.1. Operaciones en C

s Suma: (@ +bi) + (a/ + Vi) = (a+d') + (b+ )i
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12 CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS

z=F,

Ezp_e

Figura 1.19: Conjugado de z

= Producto: py - ppy = pel? - pl e = pp' l@+0) = ppl,

Si los nameros complejos estan expresados en forma binémica:

z1=pg=a+b, z=pp=d+i

z1 29 = A+ Bi jCuanto valen A y B para que sea compatible con la definicién?

21+ 22 =ppy,g = pp (cos(0 +0) +isen(6+06')) =

=pp’ (cosfcos @’ — senfsend +i(sendcosd + cosfsend’)) =
=pcosfp cos 0 — psenfp’ send +i(psenfp’ cos 0 + pcosfp sen ) =
=aa’ — bt +i(ab + ba')

Por tanto (a + bi) - (@’ + Vi) = (ad’ — bV') +i(ab’ + ba’)

Se multiplican igual que los binomios reales, teniendo en cuenta que i = —1

R Po . ..
» Division: —= = r, Buscamos r, que sea compatible con la definici6n.
Py

/ def. / pzplr=>7“=
P =Py Ta = Pro e =

b\|b

O+2kr=0+a=a=0—-0 +2kr

de otro modo, empleando la forma exponencial:

.6 = / =
ol . . . p=pr=r

P _ rel® = pele pIT el(aJrG’) s
,0/ elf

ENRS

d=a+0 +2kr=a=0-0

Ejercicio 1.2 Diwvidir dos complejos expresados en forma binomial.

a+bi  (a+bi)(a —Vi) ad +0bb +i(—ab' 4 a'b)
a+bi (o +Vi)(a - Vi) a? + b2

Ejercicio 1.3 Calculari® n=1,2,3, -
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1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z € C 13

Una primera forma de hacerlo:

1

n=1—1 =i
n=2-—i’=-1
n=3—id=—i
n=4—it=1

n>4=>n=4k+r keN, r=0,1,2,3
in = i+ = (i .i" =i (conocido)
Veamos una segunda forma:

n
n — — = T4 T
"= (13) = 1n% =cosng tisennyg =

kv k:07172737”'

Sin es par: n = 2k = coskm = (—1)
Sin es impar: n =2k +1 :>1$en(2k:+1)§:(—1)k-i, k=0,1,2,3,---

= Potencias enteras de z:
(po)" = piro = (p cos @ +isen )" = p™(cosnf + isennb)

igualdad conocida como Férmula de Moivre

= Raices:
m /
/ m pP=p p=1/p . . .
g = Pl < pp = piy = = infinitas raices?
VP8 = Por < P8 = Pro {0:n6’+2k7r {9':—“3’” kez ¢
. - n=2
Por ejemplo: Vi = 1% =" lgio = 1rr+;m
T2
k=0= 2= 1%
k=1:>2’1=1%+7r=157w
k=2= 29 = 1%+27T = 1% =2y Se repite
k=3= 23= 1%+3,T = 1% = 2z1 Se repite
k:4:>2’4:1%+47r:1% - = 20 Se repite
Es decir, para k > 2, aparecen los mismos valores zg, 21.

y para k negativos:

k::—1:>2’,1:1£,ﬂ.:1%+ﬂ.221

k?:—2:>2’2—17r_27r 1%:0

k——3=>2_3—1£ =1 3= =21
4 4
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14 CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS

Es decir, de nuevo aparecen las mismas raices zg, 21
Asi pues so6lo hay dos raices diferentes.

En general:

k=0— 3/po =2
k=1— 3/poier =21
P ovzrn = "

k=n—-1— {L/ﬁ 0+2(n—1)m = Zp—1
n

pero si k =mn— {/p orone = /P g, o = 20
Luego: {/pg = /p o+2kx  k=10,1,2,--- ;'n—1

So6lo hay n raices distintas. (Ver la figura 1.20)

Z1

0+2n

n Z
f nln
\ Ve

0201 7Zn1
n

Figura 1.20: Raices n-ésimas de z

Podemos, ademés, interpretar graficamente estas n raices del nimero complejo z: Las
n raices dividen a la circunferencia de radio {/p en n partes iguales.

La diferencia de argumentos entre dos raices consecutivas es constante:

0+2kr  O0+2(k—-1)r  2km—2kn+21 27

n n n n

Como ejercicio, vamos a construir un pentégono regular arbitrario (ver la figura 1.21):

Empezamos por calcular un pentagono (ver la figura 1.22) calculando las raices quintas
del complejo z = 1 (nimero real positivo)

V1=V1g=losoun k=0,1,2,34
5

20=1o, z1 =12z, 20=14x, 23=16x, 24=1sx
5 5 5 5
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L

a

Figura 1.21: Pentagono

Z3

1
1.0t
7z
, zo
4 _ok\/o
74

=107

Figura 1.22: Pentégono centrado en el origen

Ahora podemos conseguir cualquier pentagono regular mediante las transformaciones:
giro, escala y traslacion:

Si el centro no es el origen, haremos una traslacién:
2, = 2 + (a +bi)

i,Cudnto mide cada lado?

2 2 2\ 2 2 / 2
|z021|:|1012gr|:|1cos§isen§|:\/<lcos%) +sen2§: 2—2cos%%1,17

Para variar el lado, haremos un cambio de escala. ;Cudnto vale el lado si |z| = r°?.
En general

z];:zk-pg—i—a—i—bi

Ahora vamos a generalizar esta solucion. Calculemos el lado de un poligono de n lados
inscrito en una circunferencia de radio R

2 2
|z0—21] = |[Ro—Rz2x | = R— Rcos = — Rsen—~
n n n

2
2 2 2
:R\/<1—cos—7r> —1—36112—7T:112\/2—2008—7T
n n n

i, Qué crees qué ocurre si n aumenta?. jHacia qué valor se acerca?. ;Se esperaba este
resultado?.
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CAPITULO 1.
Calculemos el perimetro:

NUMEROS COMPLEJOS

2 2
L:Rm/2—2cos—7T:Rn\/2 <1—cos—7r) = Rn 2-2863112E:]~27”L-286r1E
n n \ n n

iHacia donde tenderd esa sucesion?

Si tomamos n como variable real, n — oo y aplicamos la regla de L’Hopital:

Iim 2Rn senE = lim 2R
n—oo

cosT. 2
sen = T Hopital n’ i
T op lim 2R "N — Yim 27R cos— = 27R
n2
i Esperabamos éste resultado?
Calculemos el apotema a:

1

Figura 1.23: Apotema

20 — 21
2

_ B

/ 2
2+2cos—7T:E 211+ cos—
2 n 2

R
= —,/2-2cos25 — Rcos ~
n 2 n n
Sin— oo, a— R ;Esperabamos éste resultado?.
Calcular el area:
Perimetro x Apotema
2

A=

n
= Exponenciacion de z € C

1
— -~ Rn2sen’ R cos™ — = 2rR R = nR? i Esperabamos éste resultado?

Vz e C, e =" =¢" ¢l = ®(cosy+iseny)
Ejemplo: e*T12 =2 =ie
2

_ T
202

(mo6dulo €®, argumento y)
=e? (cos 5 +isenT)

Departamento de Matematica Aplicada
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1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z € C 17

Ejercicio 1.4 Obtener los complejos z tales que: Im(e*) =0 ¢ Re(e®) =0

W eRoeseny=0y=Fkr, keZ

Re(ez):Oﬁcosy:()(:)(y:(2k+1)z, keZ

2
3n
5m/2)
2n i
: 3n2 3
s 5
g /2 1
0 : 0 3
X X
o H —n/2] 3
7 |
_on i —3n/2) T
3= 5 —s5u2

Figura 1.24: Ejercicio 1.4

» Logaritmo neperiano de z:

Dado z € C, se trata de despejar 2’ de la expresion e” = z, compatible con la expo-
nencial:

Dados: = po (conocido)

Z=x+iy (desconocido)

ef=psr=Inp
y =0+ 2krw

Z/

e :z@exeiy:pgﬁ{

por lo tanto

In(pg) = Inp +1i(0+2kn) keZ

Existen infinitos valores. Al namero complejo que se obtiene tomando k = 0, se le
llama valor principal.

Ejemplo: In(—=3) =1In(3;) = In3 +i(7 + 2k7)

(En R no existe In(—3) por eso ningun valor de estos es real).

In(3) = In(3g) = In3 +i(2km). Si k = 0, la solucion es real, es el logaritmo neperiano
real.
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18 CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEJOS

O+4m|--- e 9k=2
[ N5 | I ok=1
| R 2k=0
inp
[ T O ok=-1
O |--oeeeeneeee k=2

Figura 1.25: Logaritmo de z: infinitos valores

Ejercicio 1.5 ;Cudnto vale Inz si z € R?

Sea z ==z

Sizx >0 = argz=0=Inz=Inx+i(2kn)
Si k = 0 = neperiano real usual

In(x+0i) = In |z|+i(arg 24+2k7) =
( ) ol +i(arg ) Stz <0 =argz=m=Inz=In(—x)+i(r + 2km)

nunca real

Ejercicio 1.6 ;Para qué valores de z € C, Inz € R?
» Exponenciacion general: Si a,b € R, a > 0, a® = b ",
Del mismo modo, en C:

22 zoln 2y

21" =€

Ejercicio 1.7 Para z = pg, 22 = py,, obtener las partes real e imaginaria de z7>.
¢ Cudndo es real?

Ejemplo: i% = 2 Ini — A(In1Hi(5+2km) — o =2(5+2k7) c R vk e Z

= Funciones trigonométricas complejas:
eiz _ e—iz

——— ;qué ocurre si z € R, es decir, si z =z + 0i7:

Sea la funcion h(z) = 5
i

ix —ix : :
i —e COST +1senx — Ccosx +1senx
h(z + 0i) = - = - =senx
21 21

Por eso definiremos:
iz e—iz

seng = — VzeC
21
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1.3. FORMA EXPONENCIAL DE Z € C 19

i(Z4+i) _ —i(Z+i) iZ -1 —iZ s =1 s -1

e2 e 2 eze e 2¢ e - +1e e+e

E' ]_ . T 1 _= _= _= _=
jemplo sen(2 +1) 5 5 5 5

. . . L\ 2 . .
2iz 9 —2iz /212 —2iz 2 A /(elz + eflz) iz —iz
cosz = v/1 — sen? :\/l—i—e 4—i—e _ Ve +2e * = 5 _° —;e

y por tanto:
eiz efiz
cosz = +T VzeC

Ejercicio 1.8 Demostrar que Vz € C, V22 = £z

(k=0) pp==
2=pp= V22 = pg":pwz{(/ﬂ:l) Po4+r = —2

2

Ejercicio 1.9 Averiguar cudles de las siguientes propiedades de senx,cosx x € R,
se cumplen también para z € C:

1. sen(—z) = —senx

2. cos(—x) = cosx

3. sen(a + b) =senacosb+ cosasenb
4. cos(a+b) =cosacosb—senasenb
5. sen2x = 2senxcosw

6. cos2x = cos’z —sen’x

7. sen’z = 71 — (:203 2

8. cos’x = %

9. |senzx| <1

10. |cosz| <1

11. sen(x +27) = senx
12. cos(x + 2m) = cosx
13. sen(r 4 §) = cosx
14. cos(z +

5) = —senzx

= Funciones hiperbdlicas complejas:

e —e’ % ef4+e*?
senhz:T, coshz:T

Ejercicio 1.10 Calcular: senh(—z), cosh(—z), cosh?(z) — senh?(2)
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