3. gaia
Ariketak.

3.1. Limiteak, jarraitutasuna eta deriba-
garritasuna.

1. Aurkitu f(1/2,3) eta f(1,1) baldin
x
fly) =ay+

bada.
(Em.: f(1/2,3) =5/3 eta f(1,1) = —2)

2. Aurkitu funtzio honen balioa:

2

flz,y) =

1—a22—y
22 4 y? = R? zirkunferentziako puntuetan.

4

3. Izan bedi z = zf(y/x). Aurkitu f eta z funtzioak, baldin x = 1-

erako z = /1 + y?2 badugu.
(Em.: z = /2% +y?)

4. Aurkitu eta irudikatu funtzio hauen existentzia-eremua:

a)  flzy)=1+/1-(x—-y)?.
(Em.: D(f) ={(z,y) e R* |z —1<y <z +1})

b)  flz,y) = Va2 -4+ /4—y2.
(Em.: D(f) = {(z,y) € R | 2| > 2 eta |y| < 2})

¢)  flz,y) = /22 +9y2 —a2\/2a%2 — 22 —y2.  a > 0 delarik.
(Em.: D(f) = {(z,y) € R? | &® < 2® +¢* < 2a°})




2 3. gaia. Ariketak.

d) f(z,y) = (ysinz)'/2
e) flz,y) =In(z*+y).
(Em.: D(f) = {(z,y) e R® | y > —a?})

5. Kalkulatu hiru aldagaiko funtzio hauen existentzia-eremuak:

a)  f(x,y,2) = In(zyz).

(Em.: D(f) = {(z,y,2) € R® |2 >0,y > 0,2 >0} U {(z,y,2) €
R* |z >0,y <0,z <0} U{(z,9,2) e R’ |2 <0,y >0,2<
0}y U{(z,y,2) eR*|2<0,y<0,2>0})

b) f(x,y,z):\/l—xz—yz—ZQ.
(Em.: D(f) = {(z,y,2) e R’ | 2? +¢y? + 2> < 1})

c) f(z,y,z) = arcsinx + arcsin y + arcsin z.

(Em.: D(f) = {(z,y,2) € R | |2 < 1,[y| < 1,]2| < 1})

6. Marraztu emandako funtzioaren sestra-kurbak adierazitako c-ren balioentzat.
Zirriborratu z = f(x,y)-ren grafikoa.

a)  f(z,y) = (100 — 2> —y*)Y/2,  ¢=2,4,6,8,10;
b) f(',’E?y) :372+37y,(3:0,1,2,3,—17—2, _37
C) f(xvy) :x/y,c:0,1,2,3,—1,—2, _3;
d) f(xay) :y/ﬁ,c:0,1,2,3,—1,—2, _3'
7. Kalkulatu limite hauek:
-1
a) lim M. (Em.: 0)
(z,9)—(0,0) T
, sin(z? + y?)
b lim — 2 7 (Em.: 1
) (x,y):(o,O) x? + y? ( )
. T+ Yy
c lim , T . (Em.:
) LAY #y. ( A)
. xy
d lim — (Em.: 0
) (,9)—(0,0) \/x? + 2 ( )
e) lim . (Em.: A)

(z,y)—(0,0) T + Y
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8.

10.

11.

2 _

X
lim m.:
(z,y)—(0,0) &2 + y? - (Eme: A

Aurkitu funtzio hauen etenuneak:

1
. m, .T +y %1 bada
a)  flay) = {0 x? +y =1 bada.
(Em.: {(z,y) € R* | 2® +y* =1})

In(z? +y?), 2> +y>#0 bada

b = :
) Jay) 0, 2?2 +y?> =0 bada.
(Em.: (0,0))
Frogatu

2zy 72 — 42
32 Yy 7&0 bada
— x Yy
J@.y) {0, 2?2 —y?> =0 bada

jarraitua dela bereiz x eta y aldagai bakoitzarekiko, baina ez dela
jarraitua (0,0) puntuan bi aldagaiko funtzio gisa.

Aztertu funtzio hauen jarraitutasuna:

| =52, (z,y) #(0,0)  bada
a)  flz,y)= {0’ +y (e.9) = (0.0) bada
(Em.: Jarraitua R> — {(0,0)} multzoan)
o [yETE (2,y) #(0,0) bada
b fle,y) {07 we @07 0.0) bads,

(Em.: Jarraitua IR® multzoan)
Aurkitu funtzio hauen deribatu partzialak:

a) z=In(zx+ \/x?+y?).

(Em.: % = ; eta 0z

_ Y
ox /x2+y2 oy /332+y2+:c2+y2)

(Em.: % = ya¥~! eta % =zYlogx)
) u= (gyZ) 0 0
U U U
E 2 = z . z—1 . Zl
(Em o v, 2y T2y eta 5 xy®logy)

d) z = arctan Yy
x

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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12.

13.

14.

15.

Kalkulatu f(x,y) = ‘%‘ funtzioaren deribatu partzialak (0,1)
Ty

puntuan, existitzen badira. Baldin f(0,0) = 1 bada, existitzen dira
deribatu partzialak (0,0)-an?

. Of _ ., 9f _ 0
(Bm.: 5(0,1) = ~2, ay(O,l)—O,

of
ox

of

(0,0) =0, 8_y

(0,0)=0)

Izan bedi
rytan 2, x #0 bada

f(@,y) = {O, z =0 bada.

Aztertu zein puntutan betetzen duen f-k ekuazio hau:

of of

(Em.: (z,0) puntuetan)

Aztertu funtzio hauen jarraitutasuna, deribatu partzialen existentzia
eta diferentziagarritasuna (0, 0) koordenatu-jatorrian:

2xy

a) f($7y) = { x2—_|_y2’ (%,y) 7é (0,0) bada
0, (z,y) = (0,0) bada

-7 22 2 bad
b)  flz,y) =< 222 — 2’ Y aca
0, 222 = y? bada

(Em.: Ez du limiterik koordenatu-jatorrian, beraz etena da puntu

horretan. Ondorioz, ez da diferentziagarria puntu horretan. Bestalde,

g2(0,0) = § eta 3£(0,0) = —4)

Aurkitu funtzio hauen grafikoarekiko plano-ukitzaile baten ekuazioa
(0, Y0, f(z0,Y0)) puntuan:

a)  flz,y) = (2" +4y%), (w0,90) = (2,-1).

b)  flz,y) =" +y)7%,  (z0,50) = (1,1).
1 1 7

(Em.: z = —ﬁx — my—l— m)

c) f(z,y) =In(x+ y)+zcosy+tarctan (z +y), (xo,y0) = (1,0).
(E Spt Sy+ D
m.: z=—-r+-—y+—— -
2" TRV T T

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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16.

17.

18.

19.

d) f(xay) = XY, (!L'(),yo) = (27 1)
(Em.: z=x+2y —2)

e) [flz,y)= (ﬂlj +y)1/2 (%0, 40) = (1, 1).

(Em.: z = y)
77

Aurkitu gainazal hauekiko ukitze-planoaren ekuazio bat emandako

puntuan:

a) x?+y?+22=3, (1,1,1)-ean;
(Em.: x+y+2=3)

b)  (cosz)(cosy)e* =0, (g, 1,0)-n;
(Em.: x =m/2)

c) e¥*=1, (1,1,0)-n;
(Em.: z=0)

d)  23-2y3+23=0, (1,1,1)-n;

e) x?2+9y*+22=2Rz, (Rcosa,Rsina,R)-n
(Em.: (cosa)z + (sina)y = R)

Aurkitu Vf(z,y) gradiente bektorea IR*-ko puntu guztietan funtzio
bakoitzerako:

a)  flz,y) = 2>y’ In(z* + %), (z,9) # (0,0) eta f(0,0) = 0
badira. (Em.: Vf(x,y) =

(29:y2 [log(ﬂﬂ2 +12) + 5 } 2%y [log(x +y?) + xyjy])
(2,9) # (0,0) bada;
eta Vf(x,y) =(0,0), (z,y) = (0,0) bada)

b)  fle.y) = aysin (%y) (2.5) # (0,0) cta £(0,0) = 0
badira. (Em.: Vf(z,y) =

: 1 2g? 1 . 12y 1
(y [Sln 2+y2 (@21 42)2 COs ax2+y2] , L [Sln Y @21 42)2 CcOoS 2

(z,y) # (0,0) bada;
eta Vf(x,y) = (0,0), (z,y) = (0,0) bada)

Frogatu xaw + yay = 2y + 2 baldin z(x,y) = zy + 2e¥/) bada.

Frogatu g—z + 3_5 + % = 1 baldin u(z,y,z) =z + ;:‘Z bada.

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Izan bitez f(x,y) = 2% + y eta h(u) = (sin3u,cos8u). Izan bedi

g(u) = f(h(w)). Kalkulatu %9 4= 0-an bi eratan, hots, zuzenean

eta katearen erregela erabiliz. (Em.: 0)

Izan bedi y(z) inplizituki definitua G(z,y(z)) = 0-ren bidez, non G
bi aldagaiko funtzio bat baita. Baldin y(x) eta G diferentziagarriak
badira, frogatu
d 5% oG
Y- _ o — # 0 bada

Jr  9G’
dx S oy

Izan bedi y inplizituki definitua 22 +y>+¢e¥ = O-ren bidez. Kalkulatu

d
d_y deribatua x eta y gaien bitartez.
x

d 2
(Bm.: =2 —)

Cdr T 3 tev

Aurkitu d—? kasu hauetan:
T

a) w=In(sin —=), non = = 3t2, y = (t2 + 1)1/2.
) (»ﬂ) ( )

Cdu 3t(3t2 +4) 3t2

= 7 otan—(t2+1)1/4)

Em.: & =
(Bm-: o = Sz 195/ €

b) u=xyz,nonx=t>+1,y=1Int, 2 =tant.

d tant
(Em.: d—Y: = 2t(logt) tant + (t* + 1) % + (logt) sec*t|)

Frogatu w = f(u,v) funtzioak, non u = z+at eta v = y+bt, ekuazio
hau betetzen duela:

ow ow ow
= Q— —|—

ot Ox y

Frogatu z = xy + z¢(2) funtzioak :p% + yg—; = xy + z ekuazioa
betetzen duela.

Izan bedi z = z(z, y) funtzioa inplizituki definitua 22+2/z = \/y? — 22
berdintzaren bidez. Frogatu:

20z 10z 1
+

Tor gy -

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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26.

27.

28.

29.

30.

f:IR®> - IR eta g : R — IR? funtzioetarako, aurkitu Vf eta ¢’ eta
kalkulatu (f o g)'(1).

a)  f(z,y,2) =2z +yz+ay,g(t) = (e, cost,sint).
(Em.: (fog)' (1) =2ecos1+ cos?2)

b)  f(x,y,2) = ™= g(t) = (6t,3t,3).
(Em.: (fog) (1) = 108e'8)

c)  [f(x,y,2) = (@®+y*+2%) In (2 + y* + 2%)1/2, g(t) = (¢!, e, ).
(Em.: (fog)' (1) =(e2—e 2+1)(2log(e? +e 2+ 1)Y/2+1))

Kalkulatu f funtzio hauen norabide-deribatuak emaniko norabide
eta puntuetan:

a)  f(z,y,2) = (zy* +y*2° +2%2), P=(4,-2,-1), v =
37+ 2k).
(Em.: 15/+/14)
b)  flz,y,2) =a¥*, P = (e,e,0), T = %(1254 37+ 4k).
(Em.: 4e/13)
c) flz,y,2)=zy+yz+zz, P=(1,1,2), v = (10,—1,2).
(Em.: 31/4/105)

22 — 12

Zein norabidetan da zero f(z,y) = TyQ funtzioaren norabide-
T Y
deribatua (1,1) puntuan?

(Em.: (a,a) norabidean, non a # 0)

1 -
Frogatu 77 = (E)(j — k) bektore unitario normala dela z3y + y —

z + 2 = 0 gainazalarekiko (0,0,2) puntuan.

Ralph kapitaina Merkurioren alde eguzkitsuan zegoen, eta nabaritu
zuen bere jantzi berezia urtzen ari zela. Koordenatu kartesiarretako
sistema batean, tenperatura T'(z,y, z) = e~ % + e~ 2Y + e73* da haren
ingurune batean.

Kapitaina (1,1,1) puntuan badago, zein norabidetan hasi behar du
mugitzen ahalik eta azkarren hozteko?

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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(Em.: (1/e,2/e?,3/e3) norabidean)

31. Aurkitu zein norabidetan handiagotzen den azkarrago w = 2 + xy
funtzioa (-1,1) puntutik. Zein da Vw-ren tamaina norabide horre-
tan?

(Em.: (—1,—1) norabidean; v/2)
xX

32. Kalkulatu f(z,y) =
noaren ekuazioa r = 1, y = l-ean.
(Em.: ey + 2z = 2e)

R funtzioaren grafikoarekiko ukitze-pla-
L Y

33. Aurkitu z? + y? — 22 — 22 = 0 gainazaleko puntuak, non harekiko
plano ukitzaileak puntu horietan, koordenatu-planoen paraleloak di-
ren.

(Em.: XY -rekiko ez dago punturik, X Z-rekiko (1,4+1,0) puntuak
eta Y Z-rekiko (2,0,0) eta (0,0,0) puntuak)

34. Kalkula itzazu funtzio hauen bigarren ordenako deribatu partzialak:

1
a) f(xvyaz) :ez+_+x6_y'
a

2
(Em.: Izan bitez f,, = % eta abar. f., = 2/$3, foy = fya =

_€_y7 f:cz — fzac — O: fyy = we_y7 fyz = ny = O: fzz = ez)
b)  f(z,y) = cos(zy?).

(Em.: for = —y* cos(zy?), foy = fyz = —2ysin(zy?)—22y3 cos(zy?),
fyy = —2xsin(xy?) — 422y? cos(zy?))

c) flz,y) =In(z*+y).

2y — 222 2
(Em.: for = 53— foy = fye = — 7559 /f
1 (z2 + y2)2" I Y (z2 + y2)27 I
)
(72 + y2)2
d)  f(x,y) = xarctan L
Y
3_ .2 2
Y y -7y 2ry
(Em.: fop = + s Joy = fye = T3 T
2 22+ 2 | (a2 y2)2 Y (22 + y2)2
2x%y
fow =Gz

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)



§3. 1. Limiteak, jarraitutasuna eta deribagarritasuna. 9

35. Frogatu u(z,y) = e” siny funtzioak ekuazio hau betetzen duela:

0? 0?
8_3;; + a_yq; =0, (Laplace-ren ekuazioa).

36. Izan bedi f(x,y,z) = ze® + yz32?, egiaztatu hau:

O3 f B Bf
0xOydz  Oydz0x

2

0
37. Izan bitez f,, = —= eta abar. Frogatu funtzio hauek:

Ox?
a)  flz,y) =In(a® +y°)
1
b) g(a:,y,z) - (:UQ +y2+22)1/2

1

33'2 + y2 + 22 + U)2
betetzen dutela bakoitzari dagokion Laplace-ren ekuazioa:

a) fmw + fyy =0
c)  hgy+hyy+he, + hyy =0.

c) hz,y,zw) =

38. Adierazi ekuazio hauek u eta v aldagai aske berrien menpe:

a) ZE%—I—yg—;—ZZO; u:x,v:%badira.
0z

(Em.: U — 2= 0)

11
b) wgr -5 =W—w)z w=a"+y’ v=—+ - badira.

Yy
V21 +v2u 0z

Em.: + — +2=0
( 1+ 1+ v2u0v )
0? 0?
c) xza—;—yQa—yi:O; u:xy,vzzbadira.
0%z 0z
Em.: —4 20— =
(Bm U audw * Yo 0)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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3.2. Taylor-en formulak. Mutur lokalak
eta globalak.

1. Idatzi bigarren ordenako Taylor-en formula funtzio hauetarako emaniko

puntuarekiko:
1
= =0 = 0. (Em.: =
W) Jew) = ey ® = 0w = 0 (Bms f()
1—a2%—y?+ Rg)
b)  f(z, v )COS(wy) 20 =0,y0=0

e) ( —y $‘0—1 y()—l
(Em.: f(z,y) =1+y+zy+ Ry)

y) =
(Em f($7 ) ZL’ ) +R2)
c) f(z,y) =sin(zy) + cos(xy), x0 =0, yo =0
(Em.: f(x, )—1+azy+R2)
d)  flz,y) = e >V cosy, zo = 0, Yo = 0
(Em.: f(a:,y) = e — 2ex + 3ex” — §y + Ry)
y)
(

2. Aurkitu funtzio hauen muturrak:

a) z=a3%*(6—2—1), (x> 0,y >0).

(Em.: (0,0) zeladura-puntua da; (—a/V/3, —b//3) eta (a/v/3,b/V/3)
maximo lokalak dira; eta (—a/\/3,b/V/3) eta (a/V/3,—b/v/3) min-

imo lokalak dira.)

8
c) z:—+£—|—y,(:c>0,y>0).
r Yy

(Em.: (4,2) minimo lokala da)
d)  z=e""Y(z? - 2y?).
(Em.: (0,0) zeladura-puntua da, eta (-4,-2), maximo lokala)
3. Aurkitu hiru aldagaiko funtzio hauen muturrak:
a) u=ax>+y*+22—ay+a— 22
(Em.: (—2/3,—1/3,1) minimo lokala da)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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y> 222
b) uw=z+4+"—+—+—,(x>0,y>0,2>0).
4x Y z
(Em.: (1/2,1,1) minimo lokala da eta (—1/2,—1,—1), maximo

lokala)

. Aurkitu funtzio hauen mutur baldintzatuak:

a) 2z =%+ y? baldin g + % = 1 bada.
(Em.: (18/13,12/13) minimoa,)

b) w =z — 2y+ 2z, baldin 2% + y? + 22 = 9 bada.

¢c) wu=ay?z2baldinz+y+2=12 (z >0,y >0,z >0) bada.
(Em.: (2,4,6) maximoa,)

d) w=2xyz baldin z+y+z=>5etaxy+yz+ zx =8.
(Em.: (4/3,7/3,4/3), (7/3,4/3,4/3) eta (4/3,4/3,7/3) maximoak
eta (2,1,2), (2,2,1) eta (1,2,2) minimoak)

e) u=x+y+zbaldinz? —y?=1eta2zr+2z=1.
(Em.: ez dira existitzen)

. Aurkitu IR®-ko jatorritik z = 6zy + 7 gainazalera dagoen distantzia
minimoa.

(Em.: (—/41/6,+/41/6) edo (v/41/6,—+/41/6) puntuetara dago dis-

tantzia minimoa, eta 1.51841 da)

. B bolumeneko paralelepipedo laukizuzen guztien artean, aurkitu

azalera total txikiena daukana.
Em.: Di tsioak=— X — X —
(Em.: Dimentsioa 3 X3 %3 )

. Aurkitu bolumen maximoko S azalerako paralelepipedo laukizuzena.

(Em.: Dimentsioak:\/g X \/g X \/g)

. Deskonposatu a > 0 zenbaki osoa hiru batugaitan, haien biderkadura

maximoa izateko.

(Em.:a:g+g

a
3 3+§)

. Emaniko esfera batean, inskribatu azalera maximoa daukan zilin-
droa.

(Em.: err.:\g—l_oo(l + \/5)\/ 5a2 — V5a2, a]t_:\/§(5a2 _ \/ga2) )

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)




