2. gaia
Ariketak.

2.1. Funtzio limiteak.

1. Kalkula itzazu funtzio hauen definizio-eremuak:
a) f(x) = log(a? — 4). (Em.: D(f) = (—00, ~2) (2, 50).)
b) f(x) =log(x + 2) + log(x — 2). (Em.: D(f) = (2,00).)

1
c) f(z)=+v-z+ NoE

d) f(x) = arcsin (log %) . (Em.: D(f) =[10/e, 10¢].)

¢) f(z) =L +2vesine 4 Lo (Em: D(f) =0.)

(Em.: D(f) = (~2,0].)

2. Aurkitu funtzio hauen alderantzizko funtzioak eta haien definizio-
eremuak:

a) f(z) =arctan3z. (Bm.: f~1(z) = 222, D(f!) = (-7/2,7/2).)

b) f(z)=V1—a3. (Em.: f~Y(z)=V1-2%; D(f!)=1R.)
r, x <0 bada,

) 5 ={ %

x“, x> 0 bada.

T, x < 0 bada,

(Em.: f~Hz) = {\/E’ x > 0 bada;

x, x <1 bada,
2, 1<z <4 bada,
2%, 4 < x bada.

x, x <1 bada,
(Em.: f~'z) =< 22, 1<z <16 bada, D(f~1) =1R.)
2%, 16 < x bada;

3. Izanbedi f(x) = . Aurkitu (fof); f(3); flz+y); f(x)+f(y).
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2
4. Aurkitu f(x) baldin f (ﬁ) = 22 bada. (Em.: f(z) = (L) )

l1—x

5. Izan bitez funtzio hauek:

) = 1—2, 2 <0 bada ota g(x) = -z, x < 1 bada
| 22, x > 0 bada I\E) = 1+, x>1bada.

Aurkitu f+g, f—9, f-9, f/g, fog, golf.

6. a) Demagun lim f(z) eta lim g(z) existitzen direla, f(z) < g(x)
izanik. Frogatu lim f(z) < lim g(z).

b) f(z) < g(x) izatetik lim f(z) < lim g(x) ondorioztatzen da?

rT—a r—a

7. Kalkula itzazu limite hauek:
2 —1

2 n __
b) lim 2T Y TR p = n(n—1)/2))
z—1 rz—1
. 2 —(a+1)z+a
¢) fim —— 5.3
2~ 297+ 1
d) lim Vot
z—1 (x —1)2
) g YIF 205
© I8 Yz —2

f) lim (\/x+\/5—\/x—\/5). (Em.: [ =1.)

. (Bm.: 1= (a—1)/(3a?).)

. (Pm.: 1=1/9.)

. (Bm.: | = 12/5.)

lim (\/ x4+ 1)2 =/ (z— 1)2). (Em.: 1 =0.)
- —2x+1 9
xli)ngo (x2 4x+2) (Em.: [ =¢e*.)

i) iii%(l +sinz)/*. (Bm.: [ =e.)

sinx

j) lim
r—oo I

. (Em.: 1 =0.)

k) lim (1 — 2) tanL;. (Em.: | = 2/7.)

r—1
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1 —sinZ
1) lim -2
r—T ™ —X

t —t
m) lim an ana. (Em.: l =1+ tan? a.)
r—a T —a

sin2x __ _sinx
n) lim ‘ c< (Em.: 1 =1.)

r—0 x

o) lim log(a + x) —loga

lim " . (EFm.: l=1/a.)

p) lim sin(z — %)
z—Z 1—2cosx

(Em.: 1 =+/3/3.)

. (Em.: 1 =1.)

) lim 1“5(;%1’) (Bm.: | = —1/2.)

s) lim z(log(x +1) —logx). (Em.: [ =1.)

t) lim z(Va—1). (Em.: [ =loga.)

u) lim (sinz)*"*. (Em.: [ = 1.)

r—T

. Kalkulatu limite hauek:
sin(a 4+ 2z) — 2sin(a + z) + sina

a) :’1311)% . . (Em.: | = —sina.)
log [tan (1 + aaz)}
li 1 . (Em.: 1 =2a/b.
b) 20 sin bz (Bm.: { a/b.)

tan %w
c) lim (2 — g) . (Em.: [ = 62/7T.)

r—3

x€2+10g:c
d) lim — . (Em.: 1 = 2¢2/5.)
z—0+ log(3sin” z + cos x)

tan® r — 3tanx

e) lim . (Pm.: 1= —-24.)

r—Z%  COS (.r + %)

1+ 2%
1+ 23*

) (Em.: 1 =2/3)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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2.2. Funtzio baten jarraitutasuna.

1. Agztertu funtzio hauen jarraitutasuna:
2

a) f(z)= ’ 5 (Em.: IR — {2} multzoan jarraitua eta x = 2
x —
puntuan lehen mailako etenunea (jauzi infinitua).)
1+ 2° o
b) f(z) = 52 (Em.: R — {—1} multzoan jarraitua eta x = —1
x

puntuan etenune gaindigarria.)

Q) fla)= YT

x = —2 puntuan lehen mailako etenunea (jauzi infinitua) eta
x = 2 puntuan etenune gaindigarria.)

. (Em.: [=7,00)—{—2,2} multzoan jarraitua,

d) f(z) = e, (Em.: R — {—1} multzoan jarraitua eta x = —1
puntuan lehen mailako etenunea (jauzi infinitua).)

jury

e) f(z) =ex2. (Em.: R—{0} multzoan jarraitua eta x = 0 puntuan
etenune gaindigarria.)

|

1
f) f(z) =arctan —. (Em.: IR — {0} multzoan jarraitua eta x = 0
T

puntuan lehen mailako etenunea (jauzi finitua).)

—2sinz, r < —3 bada
2. Izan bedi f(z) = Asinz + B, -5 <z < 3 bada
cos x, r > 5 bada.

Kalkulatu A eta B f jarraitua izateko. (Em.: A= —1, B=1.)

3. Aztertu funtzio hauen jarraitutasuna:

a) f(z)= % (Em.: R—{0} multzoan jarraitua etaxz = 0
puntuan lehen mailako etenunea.)

b) f(z) = % (Em.: R — {1} multzoan jarraitua eta xr = 1
puntuem1 ]—ghee;l_;nailako etenunea.)

c) f(z)=3+ ;IH (Em.: R — {—1,1} multzoan jarraitua,
r = —1 puit_u;;_fehen mailako etenunea (jauzi infinitua) eta

x = 1 puntuan lehen mailako etenunea.)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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cosze™?®  x € [0,7] eta x # T bada
d) f(z)= {0’ = T bada . (Em.: [0,7] —
{m/2} multzoan jarraitua eta x = 7/2 puntuan lehen mailako
etenunea.)
1
e) f(z)= B (Em.: IR —Z multzoan jarraitua eta zenbaki
osoetan lehen mailako etenuneak (jauzi infinitua).)
1
Lla <0
) 1) =4 conatyfremnm
T) = _ -
costin2|;os2 |’ 0<z<3
et r=3
(Em.: R — {—1,3,4} multzoan jarraitua, * = —1 puntuan ete-

nune gaindigarria, eta x = 3 eta x = 4 puntuetan lehen mailako
etenuneak.)

T—X
—, x<0edoz>rm

g) flz)=q 1—et
ovleosel g o0 <

l—cos?2z

(Em.: R — {—2,0,7} multzoan jarraitua, x = —2, x = 0 eta
x = 7 puntuetan lehen mailako etenuneak.)

. Aztertu funtzio honen jarraitutasuna:

x, x ¢ @ bada
flx)=1< 1/z, z €@, z#0 bada
0, x = 0 bada

a) Demagun f funtzioak |f(z)| < |z| betetzen duela = orotarako.
Frogatu f jarraitua dela x = 0 puntuan.

b) Demagun g jarraitua dela x = 0 puntuan, eta g(0) = 0 eta
|f(x)|] < |g(z)| betetzen dela x orotarako. Frogatu f jarraitua dela
x = 0 puntuan.

. Demagun f funtzioak f(x + y) = f(x) + f(y) betetzen duela eta
f jarraitua dela x = 0 puntuan. Frogatu f jarraitua dela z = a
puntuan a orotarako.

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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2.3. Funtzio jarraituen propietateak.

1. Frogatu 2° — 22* + 2 — 2 = 0 ekuazioak erro erreal bat daukala (1, 3)
tartean.

2. Frogatu x2” = 1 ekuazioak bat baino txikiagoa den erro positibo bat
daukala gutxienez.

3. Izan bedi f : [0,1] — [0,1] funtzio jarraitua. Frogatu c¢ puntu bat
existitzen dela [0, 1] tartean non f(c) = ¢ baita.
(Iradokizuna: Egiaztatu g(x) = f(x) — x funtzioak Bolzano-ren teo-
rema egiaztatzen duela [0, 1] tartean.)

4. Tzan bedi f(x) = tanxz. FEgiaztatu f(%) = 1 eta f(:%) = —1
betetzen dela, eta [Z,2T] tartean ez dela existitzen z baliorik non
f(x) = 0 baita. Kontraesanean dago Bolzano-ren teoremarekin?
Zergatik?

5. Frogatu existitzen dela x bat non sinxz = x — 1.

2.4. Deribatua.

1. Aztertu funtzio hauen jarraitutasuna eta deribagarritasuna adieraz-
itako puntuetan:

a) f(x) =|sinz|, z =0 puntuan. (Em.: Jarraitua da, baina ez da
deribagarria x = 0 puntuan (f'(07) =1# f'(07) = —1).)

x el/my=1 »

(Em.: Jarraitua da, baina ez da deribagarria x = 0 puntuan

(f'(07) =0# f(07)=1).)

in 1
) fa) = {170

(Em.: Ez da jarraitua, ezta deribagarria ere x = (0 puntuan
(111% f(x) ez da existitzen).)
xTr—>

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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Q) fa)={ e T2

(Em.: Jarraitua da, baina ez da deribagarria x* = 0 puntuan
(f'(0) ez da existitzen).)

2 i 1
0 fy = {7 e 20

(Em.: Jarraitua eta deribagarria da x = 0 puntuan (f'(0) =0).)

1(1/2
f) f(x):{x‘1+5| A0 r = 0ctaz = —1
0, r=0,z=-1
puntuetan.
(Em.: Jarraitua da, baina ez da deribagarria x = 0 eta x =

—1 puntuetan (f'(07) = oo, f/(07) = oo eta f'(=11) = —o0,
f'(=17) = 0).)

r < xp

. Izan bedi F(x) = {f(a?), , hor f(x) deribagarria da x-

ar+b, x>z
ren ezkerraldetik (hots, 3f'(xy)). Zein izan behar dute a eta b-k,
F(x) jarraitua eta deribagarria izateko xg puntuan?. (Em.: a =

f'(zq) etab = f(wo) — 2o f'(xq)-)

g9(z)
. Aurkitu f/(0) baldin f(x) = { 20 T 7&8 bada, g(0) = ¢’(0) =0
€Tr =

0,
eta ¢”(0) = 17 izanik. (Em.: f'(0) = 17/2.)

. Kalkulatu funtzio hauen 114. ordenako deribatua:

a) f(zr) =sinx
b) f(z)=zlnz

. Frogatu f,,(z) = 2% — 3x + m funtzioak ez dauzkala inoiz bi erro
erreal desberdin [0, 1] tartean.

. Aztertu f(x) = 3y/x—4x funtzioak batez besteko balioaren (Lagrange-
ren) teoremaren baldintzak betetzen dituen [1,4] tartean. Horrela
bada, aurkitu teorema egiaztatzen duten c balioak.

. Aplika dakioke Rolle-ren teorema f(z) = —3 +7(z — 1)?/3 funtzioari
[0, 2] tartean?

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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8. Kalkulatu limite hauek L’Hopital-en teoremaren bitartez:

T Ccosx —sinzx

a) ili% o . (Em.: 1 =-1/3.)
sec? x — 2tanx
b) i . (Em.: 1 =1/2.
) ac—1>r7£l/4 1+ cos4dx (Bm /2)
. log(sinmx)
¢) lim ————~. (Em.: [ =1.)
z—0 log(sin nx)

x 1
li - . (Em.: 1 =1/2.
4 b (x—l 10g:1:> (Bm.: | /2)

e) lim z*. (Em.: [ =1.)

z—0
) tan 5
f) lim (tan—) . (Em.: l=¢"1)
z—1 4
g) lin%)(cotan:v)smx. (Em.: 1 =1.)
) 1—=
h) lim ————. (Em.: | = 00.)
z—1 1 —sin 75+
hx —1
i) lim arT o (Em.: 1 =1.)

z—01—cosx
; e
j) lim tans - sula .smx. (Em.: 1 =3.)
x—0 r —SIinx
t
k) lim —2f
z—m/2 tan dbx
1) i \/§ — V12 —x
im )
r—3 2x — 319 — bz

m) lim [2sinz — sin 2218 (Em.: [ = ¢€3.)

x—0

(Em.: l =5.)

(Em.: [ =8/69.)

9. Aurkitu funtzio hauen Taylor-en 3. ordenako garapena a = 0 denean
(hots, MacLaurin-en formula):

a) f(z) = a;fT;ig. (Bm.: f(w) = -3 — Ug— 2952 83,3
b) f() = Sy (B f(@) = 4 + dha® + Rafa))

¢) f(z) =In(1+z—227). (Em.: f(z) =2 — 322 + 123 + R3(x).)
d) f(z) = arctanz. (Em.: f(z) =z — 52° + R3(x).)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)



§2. 6. Integrazio-teknikak. 9

e) f(z) =In(z+ V1+2?). (Em.: f(z) =z — §2° + Rs(x).)
f) f(z) =ch’z. (Em.: f(z) =1+ 322 + R3(z).)
g) flz) =cos®’x. (Em.: f(z) =1— 2%+ Rs(x).)

2.5. Integral mugatua.

1. Aurkitu kalkulu hauen akatsak:

/\/g dx 1 2r V3 s
a) = |- arctan =——.
o l+a2 2 1—22], 6

b) /7r dx _/7T dx _/7r du/cos®x
o 1+2sin’z  Jo cos2x+3sin’z  Jo 1+3tan’z

T

= l% arctan(\/gtanx)h =0.

2. Aurkitu funtzio hauen deribatuak:
2

a) F(z)= / sin® tdt. (Em.: F'(x) = 322 sin® 23.)
0

b) F(x) = sin (/Om on sin® tdt} dy> :
(Em.: F'(z) = cos ( /0 ' sin { /0 ’ sin® tdt} dy> sin ( /O ' sin® tdt) )

2.6. Integrazio-teknikak.
Kalkulatu integral hauek:

2 5 7 2
1) /%dm (Em.: %—1—2x—l—log|x+3l+k.)

arctan £ (arctan )2

3) /cos\/Ed—\/xE. (Em.: 2sin/x + k.)

1 1
4) /sin2 xdx. (Em.: 5277 sin(2z) + k.)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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5) /sm(lnx)d (Em.: —cos(Inx) + k.)

T
x°dx 1
6 = (Em.: =log|z® + /1 + 25| + k.
) [ Jr (B glonle + VIFE 4 1)

T — v arctan 2x
1+ 422

1 1
dzr. (Em.: éxln 11+ 42?| — g[arct:am(?x)]3/2 +

: 1 1
8) / x;:_ ; arctan zdz. (Em.: x arctan T3 In |$2+1|—§(arctanx)2+

9) /sin(ln z)dx. (Em.: %x[sin(ln x) —cos(lnz)| + k.)

10) /arcsin xdr. (Em.: xarcsinz + 1 — 22+ k.)

1
a2 + b2

11) /e‘”” cosbxdz. (Em.: e |a cos(bx) + bsin(bx)] + k.)

1 1 1
12 2 . (Em.: =23 — — In(1
) /:c arctan 3zdx ( m 3:6 arctan(3x) 18;(: + 162 ( +
2?) + k.)

1 11 1
/Edm Em.: —— nfe] 1 +k.)

(22 — 3)dx 3 5 7
14 - (Em.: Shnfe|— S lnfo+1]+ <1
) /az(:c+1)(:c+2)(x—1) (Em.: o In |z| n|z+ H— n|x+

1

dz 3 1 7 1
15) /1'2(x+1)2(x_2)' (Em.: Zln|x‘+%_§1n|x+1’+—+

3(x+1)
1
6ln\x—2|+k)

3
ztdx 1 1 1
16) /$4_1. (Em.:x—iarctana:+zln|x_1|_Z|x+1|+k_)
dx 1 T 1
17 . (Em 1 1 t —| 2
)/(x—l)(x2—|—2) ( n|m | \/§8ul"caun\/§ 5 n|x—|—
2|+ k.)
rdx 1 7 9y 17
18) | 54— (Em.: = In|2®—T2+13|+—= arct
)/x2—7x—|—13 (Em 5 n |z T+ |+\/§arcan< 73 )+

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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d 2 2 1
19) /( - . (Em.: v + L arctan( vt )—i—

2+x+1)2(x+1) 3(x2+x+1)
1
ln\x+1|—§1n|x2+x+1]+k.)

33

1 2¢+1 7

r+1
20 de. (Em.: ——— — t
)/xz(azz—i—az—l—l)Q z. (Em r 3(x2+zxz+1) 3\/§arc an(

1
ln\x|+§ln|x2—l—x+1]+k.)

2 1
21) /sin5 xdx. (Em.: —cosx + 3 cos® x — R cos® x + k.)
22) /sin4 z cos? xdx. (Em.: ix L sin(4x) + sin(8x) + k.)
128 128 1024

3 1 1
23) /Sin4 zdx. (Em.: ¥ 1 sin 2z + 33 sindzx + k.)

cost x

d tan®
24) / v (Em.: tanx + ar; v +k.)

sinllxz sin 3x
22 6

dx 1 1 tan x
26 . (Em.: — — arctan + k.
) /sin2$+tan2m ( 2tanx  2v/2 ( V2 ) )

.3

d 1

27) /M (Em.: - cos®>x —2cosz + 3In|cosx + 2| + k.)
24 cosx 2

25) /008456 cos Txdx. (Em.: +k.)

2.7. Integralen aplikazioak.

. Kalkulatu y = 4z — 2 parabolak eta abszisa ardatzak mugaturiko
planoko eskualdearen azalera. (Em.: A = 32/3.)

. Aurkitu y = z(z — 1)(x — 2) kurbak eta OX ardatzak mugaturiko
azalera. (Em.: A =1/2.)

3

. Aurkitu y = Agnesi-ren kurbaren eta abszisa ardatzaren

z? + a?
artean dagoen azalera. (Em.: A = a®r.)

. Kalkulatu y = z? parabolaren eta y = 3 — 2z zuzenaren artean
dagoen eskualdearen azalera. (Em.: A = 32/3.)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Kalkulatu y = 2z — 22 parabolak eta y = —x zuzenak mugaturiko
azalera. (Em.: A =9/2.)

Kalkulatu zy = m? hiperbolaren, x = a eta z = 3a (a > 0)
bertikalen eta OX ardatzaren artean dagoen azalera. (Em.: A =
m?1n3.)

1
Kalkulatu y = 1 Agnesi-ren kurbaren eta y = 22 /2 parabolaren

22
artean dagoen irudiaren azalera. (Em.: A =7/2—1/3.)

Kalkulatu y = 22, y = 22/2 parabolen eta y = 2z zuzenaren artean
dagoen azalera. (Em.: A =4.)

Aurkitu y = ¥/x kurbak eta y = 1, * = 8 zuzenek mugaturiko
irudiaren azalera. (Em.: A = 17/4.)

Kalkulatu 22 +y? = 16 zirkunferentziaren eta 2 = 12(y—1) parabo-

16 4v/3
laren artean dagoen gainazalaren azalera. (Em.: A = Tﬂ — ?\/_)

Kalkulatu jatorritik (4,8) punturainoko y? = z3 parabola erdiku-
16
bikoaren arkuaren luzera. (Em.: L = 2—7(10\/ 10-1).)

Aurkitu (0,a) erpinetik (b,h) punturainoko y = ach” Lkatenariko
a
arkuaren luzera. (Em.: L = vh? —a?.)

Aurkitu OX ardatzak eta y = ax — 2? (a > 0) parabolak mu-
gaturiko gainazala OX ardatzaren inguruan biratzean lortzen den

biraketa-gorputzaren bolumena. (Em.: B = —a”.)

Aurkitu y? = 23 parabola erdikubikoak, = = 1 zuzenak eta abszisa-
ardatzak mugaturiko gainazala OX ardatzaren inguruan biratzean
lortzen den biraketa-gorputzaren bolumena. (Em.: B = 7/4.)

Kalkulatu y = e®, x = 0 eta y = 0-k mugaturiko gainazala OX-ren
inguruan biratzean sortutako bolumena. (Em.: B = 7/2.)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)
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2 2

16. = + L elipsea biratzen da OX-ren inguruan. Aurkitu lortu-

a2 b2

4
tako biraketa-gorputzaren bolumena. (Em.: B = §7rab2.)

17. Kalkula ezazu r erradioko eta h altuerako konoaren azalera. (Em.:

A =7mrVrZ £ h2)

18. Kalkula ezazu r erradioko eta h altuerako zilindroaren azalera. (Em.:

A =27rh.)

Mat. Aplik., Estat. eta Iker. Op. Saila (UPV/EHU)



