Apéndice A

A.1. Repaso de probabilidad

Las variables econémicas tienen un componente sisteméatico y otro aleatorio, ya que con
anterioridad a su observacién no podemos predecir con certeza los valores que van a tomar.
Este apartado revisa los conceptos de probabilidad que aplicaremos este curso: qué es una
variable aleatoria o estocdstica, cuales son sus propiedades y, finalmente, se presentan las
distribuciones de probabilidad més usuales.

A.1.1. Una variable aleatoria

Una wariable aleatoria, que denotamos por X, es aquella cuyo valor no es conocido con
anterioridad a su observacién. La probabilidad es un medio para expresar la incertidumbre
sobre el resultado. Se distinguen dos tipos de variables aleatorias: discretas, cuando el conjunto
de todos sus posibles valores es finito o infinito numerable, y continuas, cuando el conjunto de
realizaciones es infinitamente divisible y, por tanto, no numerable. Por ejemplo, la superficie
de una vivienda es una variable continua mientras que el nimero de banos es una variable
discreta. En general, en este curso nos ocuparemos de variables continuas.

Si X es una variable discreta, podemos asignar una probabilidad p(x;) = Prob(X = z;) a cada
posible resultado x;. El conjunto de probabilidades, que se denomina funcidon de probabilidad,
debe cumplir que p(z;) >0y > . p(x;) = 1.

Si X es continua, la probabilidad asociada a cualquier punto en particular es cero, por lo que
nos referimos a la probabilidad de que X tome valores en un intervalo [a, b]. La funcién de
densidad f(x) de una variable aleatoria continua X es una funcién tal que

b
Probabilidad(a < X <b) = / f(x)dx

Es decir, el area por debajo de la funcion entre dos puntos a y b es la probabilidad de que la
variable tome valores en el intervalo [a, b] (ver panel izquierdo del Grafico A.1). La funcién
de densidad toma valores no negativos, f(z) > 0, y el drea total por debajo de la funcién es
la unidad, [%_ f(z)dz = 1.

Un ejemplo de variable aleatoria continua es la distribucién normal. Su funcién de densidad
tiene forma de campana (ver panel izquierdo del Gréfico A.1). Es muy utilizada en la préctica
para modelar variables que se distribuyen simétricamente alrededor de un valor central, con
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Area =

Prob(—1,64< X < 1,64)

Grafico A.1: La funcién de densidad normal y el histograma

mucha probabilidad acumulada en valores cercanos a dicho punto central y poca en valores
alejados.

El panel derecho del Gréfico A.1 ilustra la relacién entre la funciéon de densidad y el histo-
grama de los datos. Tal y como mencionan Pena & Romo (1997): “La funcion de densidad
constituye una idealizacion de los histogramas de frecuencia o un modelo del cual supone-
mos que proceden las observaciones. El histograma representa frecuencias mediante dreas;
andlogamente, la funcion de densidad expresa probabilidades por dreas. Ademds, conserva las
propiedades basicas del histograma: es no negativa y el drea total que contiene es uno.”

La distribucién de una variable aleatoria puede resumirse utilizando medidas de posicién (me-
dia, mediana y moda), dispersién (varianza, desviacién tipica y coeficiente de variacién) o
forma (coeficiente de asimetria y coeficiente de curtosis). Estos conceptos se definen de forma
similar a los utilizados para resumir las caracteristicas de un conjunto de datos. Definiremos
los elementos que utilizaremos a lo largo del curso.

La media o valor esperado, u, de una variable aleatoria X se define como el promedio
ponderado de todos los posibles valores que puede tomar X, donde la ponderacién es la
probabilidad de cada valor. Si la variable es continua se define:

donde E se conoce como el operador de esperanzas matematicas o, simplemente, esperanzas.
La media recoge el centro de gravedad sobre el que se distribuye la variable. Asi, cuanto mayor
sea la media, mayor es el valor que se espera que tomen las realizaciones del experimento (ver
panel izquierdo del Grafico A.2).

La varianza de una variable aleatoria X es su momento central, o respecto a la media, de
orden 2. Es decir,

var(X) = o% = E[(X — )] > 0
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Distinta media y 0 = 1 Distinta dispersiéon y = 6

Gréfico A.2: Ejemplos de distribucién normal

La varianza es una medida de dispersion de la distribucién. Su raiz cuadrada positiva se
conoce como desviacion tipica o desviacion estandar de la variable aleatoria X, es decir:

des(X) = ox = y/var(X)

El panel derecho del Grafico A.2 muestra que cuanto menor es la varianza de la variable,
mayor es la probabilidad concentrada alrededor de la media.

Distribucion normal estandar. La distribuciéon normal se caracteriza por el valor de
su media y su varianza. Si Z es una variable aleatoria normal de media igual a 0 y varianza
igual a la unidad, se dice que Z es una variable normal estdndar y se denota Z ~ N(0,1).
Existen tablas de esta distribucién que a cada posible resultado z le asigna la probabilidad
acumulada hasta ese punto, Prob(Z < z).

En general, si X es una variable normal con media y y varianza o se denota X ~ N (u, 0?).
Dado que la transformacién Z = (X — p)/o es una normal estdndar, con la tabla de esta
distribucién normal se obtiene la probabilidad acumulada Prob(X < z).

Ejercicio 1: simulacién normal estandar. Crea un conjunto de datos artifi-
ciales (V=250 observaciones), generados a partir de variables aleatorias normales
estandar independientes. El proceso es el siguiente:

1. En Gretl, crea el conjunto de datos siguiendo los pasos: Archivo — Nuevo
conjunto de datos, en Numero de observaciones: escribe 250, elige la estruc-
tura de datos de seccion cruzada y pincha en No desea empezar a introducir
los valores. Se crea un conjunto de datos con dos variables que genera Gretl
automaticamente: la constante const y la variable indice indezx, que toma
valores 1,2,3,...,250.

2. Crea una serie de 250 realizaciones independientes de una variable normal
con:
Anadir — Variable aleatoria — Normal ...
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Aparece un cuadro titulado gretl: variable normal donde debes indicar el
nombre de la variable, su media y su desviacion tipica o. Por ejemplo, para
generar observaciones de una variable que llamamos z1 y que se distribuye
como una N(0,1), escribimos:

z1 01

Tras pinchar en Aceptar, en la ventana principal de Gretl aparece la variable
creada, z1, con la nota explicativa z1 = normal().

3. Repitiendo el paso 2, crea una nueva realizaciéon de la normal estandar y
llamala z2.

4. Haz dos graficos, uno con z1 y otro con 22, sobre la variable indice con la
opcién: Ver — Grdficos — Grafico X-Y (scatter). Observa sus caracteristicas
comunes: los datos oscilan en torno al valor cero, y la mayor parte de ellos
se encuentra en el intervalo (-2, 2).

5. Compara el histograma de las frecuencias relativas con la funcion de densidad
normal. Para ello debes situar el cursor sobre una de las variables y seguir
la ruta:

Variable — Grdfico de frecuencias — contra la normal

El resultado es un gréfico similar (no idéntico) al Grafico A.3.

T T T T
Estad stico para el contraste de normalidad: ™~

T
ontra z1
Chi-cuadrado(2) = 2,893, valor p N(-0,031699 1,0189)

Gréfico A.3: Simulacién 1: histograma

En este grafico aparece el histograma junto con la funcién de densidad de
la distribuciéon normal de media g = 0, 1087 y desviacion tipica o = 1,0055.
Estos valores aparecen en la parte superior derecha del grafico y se eligen en
funcién de la media y varianza de los datos.

Ejercicio 2: simulacién normal general. En el mismo fichero crea dos series
de datos:

e 3= 250 datos generados con una variable normal de media 25 y desviacién
tipica 6 (es decir, 0? = 36). En Anadir — Variable aleatoria — Normal ...
escribir  z8 25 6.

e x4, generados a partir de una distribuciéon normal de media 50 y desviacién

tipica 0.

Haz el grafico de los datos sobre la variable index y su distribucién de frecuencias
frente a la normal. ;Hay algtin problema al crear o representar la distribuciéon de
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x4? jPor qué?

Ejercicio 3: transformacion lineal. Se trata de construir una nueva serie de

datos, que llamaremos z3 y que se define a partir de la variable x3 del ejercicio
anterior:

x3 — 25
6
1. Pincha en la opcién Anadir — Definir nueva variable.

23 =

2. En la siguiente ventana escribe el nombre de la nueva serie y su féormula de
célculo, es decir z3=(z3-25)/6.

Si has realizado el proceso correctamente, en la ventana principal de Gretl aparece
la variable creada, z3. Haz el histograma de z3, comparandola con la de la variable

inicial 3. Compara sus estadisticos descriptivos, en particular, las medias y las
varianza. ;Cambian mucho?

A.1.2. Dos o mas variables aleatorias

Para responder a preguntas relativas a dos o mas variables aleatorias debemos conocer su
funcién de densidad conjunta. Si las variables aleatorias X e Y son discretas, a cada po-
sible par de resultados (x;,y;) podemos asignar una probabilidad p(z;,y;). El conjunto de
probabilidades es la funcion de probabilidad conjunta, cumpliéndose que 0 < p(z;,y;) <1y

> ij(fﬂi,yj) =L

Si las variables aleatorias son continuas, su distribucién conjunta se recoge mediante la funcion

de densidad conjunta f(z,y). Si las dos variables siguen una distribucién normal, la forma
tipica de su funcién de densidad conjunta se encuentra en el Gréfico A.4.
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Gréafico A.4: Distribucién normal bivariante

El volumen total recogido bajo esta superficie es la masa de probabilidad total que es igual
a la unidad, es decir, fx fy f(z,y)drdy = 1. Ademds, la funcién no toma valores negativos,
f(z,y) > 0. Asi, el volumen debajo del rectangulo definido por dos puntos (a,b) mide la
probabilidad de que X tome valores por debajo de a e Y por debajo de b. Es decir,

a b
Probabilidad(X < a,Y <b) = / / f(z,y)dx dy
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Por ejemplo, el volumen recogido bajo la superficie marcada en el Grafico A.4 es la probabi-
lidad de que X < —2eY < 4,5. La funciéon de densidad marginal de cada variable puede
obtenerse mediante integracion. Ast:

fo = | "t ) dy o) = [ "t y)de (A1)

La distribucién conjunta de dos variables aleatorias se puede resumir mediante:

e El centro de gravedad de cada variable, es decir, las medias (ux, sy ), que se obtienen
de las distribuciones marginales (A.1).

e Medidas de dispersién de cada variable alrededor de su media, por ejemplo, las varianzas
de X eV, O'g( y 0'52,, que se derivan de las distribuciones marginales (A.1).

e Medida de la relacién lineal entre las dos variables aleatorias, para lo que se utiliza la
covarianza oxy:
cov(X,Y) = oxy = E[(X — pux)(Y — py)]
o bien el coeficiente de correlacién entre las variables,
oXY
oxoy

corr(X,Y) = pxy = € [-1,1]

Covarianza y correlacién de las variables aleatorias tienen una interpretaciéon similar a
sus homdlogas en los datos. Asi, si oxy = pxy = 0 se dice que las variables X e Y
estan incorrelacionadas.

La distribucién conjunta se resume en el vector de medias g y la matriz de varianzas y
covarianzas > 6 V:

( px B var(X) cov(X,Y) B ogf oxy
ne < Hy ) >= ( cov(X,Y) war(Y) ) B ( oxy 0% )

Distribucién condicionada. Al estudiar un conjunto de variables, interesa evaluar la posi-
bilidad de que un suceso ocurra dado que otro suceso ha tenido lugar. Por ejemplo, ;cudl es
la probabilidad de que una mujer casada y con hijos en edad escolar participe en el mercado
de trabajo? La probabilidad condicionada permite responder este tipo de preguntas. Si
las variables son discretas, se define la distribuciéon condicional de Y dado que la variable
aleatoria X toma el valor x; como:

Prob(Y =y;, X = ;) _ p(wi, ;)
Prob(X = z;) Zj p(zi,y;)

Prob(Y = y;|X = z;) = para Prob(X = z;) > 0

Si las variables son continuas, se define la funciéon de densidad de Y condicionada a que la
variable aleatoria X tome el valor x (para f(x) > 0):

f(z,y)
f(x)

De esta forma se obtiene una nueva distribucién, con las propiedades ya vistas. Los momentos

fylX =z) =

de interés de esta distribucién se denominan media y varianza condicionada de Y para el valor
dado de X =z, y se denotan E(Y|X = z) y var(Y|X = z).
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Independencia. Dos variables aleatorias X y Y son estadisticamente independientes o estan
independientemente distribuidas si conocido el valor que toma una de ellas, no aporta nin-
guna informacién sobre el valor que puede tomar la segunda. Si las variables X e Y son
independientes, entonces su funcion de densidad conjunta puede descomponerse segun:

flx,y) = f(x) x f(y) —00 <,y < o0

Ademéds, se tiene que f(y|X = z) = f(y). Se demuestra que si X e Y son independientes,
entonces Cov(X,Y) = 0. También se demuestra que, si las variables X e Y se distribuyen
conjuntamente segin una normal y Cov(X,Y) = 0, entonces X e Y son independientes.

Mas de dos variables. Los resultados anteriores se pueden generalizar a un conjunto de n

variables, X1, Xo,..., X,, que se recogen en un vector
X1
Xo
X = .
Xn

La distribucién conjunta de estas variables se resume en el vector de medias E(X) 6 fi y la
matriz de varianzas y covarianzas V(X) 6 Yx. Asi:

E(X1) t
E(X>) 12
EX) = [pg= : = : y
E(X,) Hn
var(Xy) cov(Xy,Xa2) ... cov(X1,X,) o2 o1a ... O
cov(X1, X2) var(Xs) . cov(Xa, Xp) o12 05 ... O3
EX = =
cov(X1,X,) cov(Xa, X,) ... var(X,) Oin Oom ... 02

donde ¥ x es una matriz cuadrada de orden n, simétrica y definida no negativa. Esto implica
que los elementos de la diagonal principal son no negativos, a? >0, Vi.

Si las variables son mutuamente independientes, entonces estan incorrelacionadas, es decir,
0;j = 0,Vi # j, por lo que la matriz ¥ x es diagonal:

a% 0O ... 0

0 o5 ... 0
Yx =
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Grafico A.5: Funcién de densidad de la distribucién Chi-cuadrado

Si, ademas, X1, ..., X, siguen la misma distribucién, con la misma media y la misma varianza:
2
p 02
w 0 o ... 0
BEX)=| . Yx = =o’1

p 0 0 ... o2
entonces se dice que son variables aleatorias idéntica e independientemente distribuidas con
media p y varianza o2 y se denota X; ~ iid(y,02),Vi=1,...,n.
Si Xq,...,X, son variables aleatorias normales, se dice que el vector X sigue una distri-

bucién normal multivariante, y queda caracterizada por su vector de medias i y su
matriz de varianzas y covarianzas Y x. Se denota X ~ N (fi, X x). Si ademés las variables son
independientes, con media y varianza comun, se denota X; ~ NID(pu,02),i=1,...,n.

Ademis de la distribucién normal, a lo largo del curso utilizaremos otras distribuciones, todas
ellas relacionadas con la distribucién normal. Veamos sus propiedades.

A.1.3. Algunas distribuciones de probabilidad

La distribucién Chi-cuadrado. Si (Zy,...,7Z,) son variables aleatorias independientes
con distribucién normal estandar, es decir, Z; ~ NID(0, 1), se dice que X = Y"1 | ZZ es una
variable aleatoria chi-cuadrado de n grados de libertad y se denota X ~ x%(n). Para valores

negativos de X, f(z) = 0y la forma general de su funcién de densidad se recoge en el Gréfico
AL,

Es una distribuciéon asimétrica, con media igual a n y varianza 2n. Existen tablas que pro-
porcionan la probabilidad acumulada hasta un punto Prob(X < x), es decir, el area rayada
del gréafico, en funcién de los grados de libertad, n.

Ejercicio 4: transformacién no lineal. Siguiendo el procedimiento del ejercicio
3, crea una nueva serie de datos, y = 212 + 222 4 232, En este caso debes escribir:

y=2z21"2+4+22"2+ 232
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Haz la representacion grafica de la distribucién de frecuencias de esta variable
frente a la normal. El histograma que obtengas tendra un patrén bastante diferente
a la distribucién normal. jPuedes justificar el resultado? ;Con qué distribucién la

compararias?

La distribucién F de Snedecor. Si Z; ~ x%(n1) y Z2 ~ x?(n2) y ademés se distribuyen in-
dependientemente, entonces la distribucion X = (ng/n1)(Z1/Z2) se conoce como distribucién
F de ni,no grados de libertad y se escribe:

_ Z1 /n1

" Zafng Flm,ng)

X

El Grafico A.6 muestra su funcién de densidad para distintos grados de libertad.

(n1,n2)=5,5
— (n1,n2)=100,5
(n1,n2)=5,100

00 01 02 03 04 05 06 07 08

Grafico A.6: Funcién de densidad de la distribucion F-Snedecor

La probabilidad se acumula en la parte positiva de la recta real, x > 0. A medida que
aumentan los grados de libertad del denominador, ny — oo, la distribucién de nyF(nq,n2)

converge a la distribucion x?(ny).

La distribucién t de Student. Si Z ~ N(0,1) e Y ~ x?(n) y ademés, Z e Y se distribuyen
independientemente, entonces la distribucién de X = Z/,/Y/n se denomina distribucién ¢
de Student de n grados de libertad y se denota:

X=—Z_ i)

VY/n

El Grafico A.7 incluye ejemplos de la funcién de densidad de la ¢-Student comparandolas con

la distribucion normal estandar:

Se trata de una distribucion simétrica alrededor de 0. Para n > 1, la media de la distribucion
es cero y para n > 2 su varianza es igual a n/(n — 2). Esta distribucién tiene las colas mas
gruesas que la normal, es decir, su exceso de curtosis es positivo, pero, a medida que aumentan
sus grados de libertad, la distribucién ¢ converge a la normal estandar.

A.2. Repaso de inferencia estadistica

Supongamos que interesa conocer cudl es el salario medio de los recién licenciados. Se trata
de una poblacién o conjunto de individuos muy amplio, por lo que se recoge la informacién
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Grafico A.7: Funcién de densidad de la distribucién t-Student

unicamente de una muestra o un subconjunto de recién licenciados seleccionados al azar. Con
esta informacién, jqué es posible inferir del salario esperado de un recién licenciado? Para
responder a esta pregunta y, en general, saber usar los datos para examinar conjeturas y
relaciones sobre la poblacién repasaremos algunos conceptos de inferencia estadistica.

El objetivo de la inferencia estadistica es aprender determinadas caracteristicas de una po-
blacion a partir del andlisis de una muestra. La poblacién es un conjunto bien definido de
elementos que son el objeto del estudio, por ejemplo, el conjunto de familias de un pais, el
conjunto de viviendas de una ciudad o los clientes de una empresa de telecomunicaciones. La
muestra estd formada por un subconjunto representativo de elementos de la poblacion.

Una vez definida la poblacién, hay que especificar un modelo para los datos que recoja
las caracteristicas poblacionales que interesan. En Econometria suponemos que los datos
Y1,Y2, ..., yn son realizaciones de IN variables aleatorias cuya distribucién conjunta depende
de varios pardametros desconocidos ©. Un modelo para los datos especifica las caracteristicas
generales de la distribucién junto con el vector de parametros desconocidos ©. Por ejemplo,
supongamos que nos interesa conocer el precio medio del metro cuadrado de un piso en una
ciudad y la muestra estd formada por 50 pisos. Suponemos que los valores recogidos del
precio por m? de los 50 pisos, y1,...,¥ys0, son realizaciones de variables normales idéntica e
independientemente distribuidas. Por tanto, el modelo especificado para los datos es:

Y; ~ NID(p.0”)

Los pardmetros que determinan la distribucién son la media y la varianza del precio del m?,
que son desconocidos, es decir, © = (u, 02). Ademés, la media es el pardmetro de interés en
el estudio y queremos aprender sobre ella a partir de los datos.

En grandes lineas, aplicaremos dos herramientas de la estadistica, la estimacién y el con-
traste de hipdtesis. En la estimacién se trata de calcular posibles valores para parametros de
interés, por ejemplo, una elasticidad o el precio medio por metro cuadrado de la vivienda.
En el contraste de hipdtesis hay que establecer una hipotesis o conjetura especifica sobre la
poblacion, por ejemplo, que no hay discriminacién salarial por sexo o que el estado de un
piso es un factor determinante de su precio, y analizar los datos para decidir si la hipdtesis
es correcta.
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A.2.1. Estimacién

El objetivo de la estimacién es aproximar el valor de un conjunto de parametros desconocidos
de una distribucién a partir de las observaciones muestrales de la misma. Denotaremos como
6 a un pardametro desconocidoy © = (61,6,,..., 0x)" a un vector de K parametros descono-
cidos. Un estadistico es una funcién de los datos, g(y1,...,yn). Un estimador puntual de
f es un estadistico que pretende ser un aproximacion al parametro desconocido y se denota
por 6. Por ejemplo, la media de los datos puede ser un estimador de la media de una variable
aleatoria y la varianza de los datos un estimador de su varianza. Es decir,

1N 1 N
_ ~2 *2
=Y= Ng 6" =5, —ﬁél(yz—
=1 1=

Un estimador es una regla que estd definida antes de que los datos se observen. El valor
numérico que se obtiene al aplicarlo a los datos se denomina estimacion. Por ejemplo, la
estimacién de la media del precio por metro cuadrado de un piso con la muestra de la Tabla

1.1 es:

2 24 434 44,2
ﬂ:378 +5, 6+50+3’ 34+4, 0:3,91 miles de euros

Es decir, se estima que el precio de un piso oscila alrededor de 3910 euros/m?. Sin embar-
go, ;qué confianza podemos tener en este resultado? Por ejemplo, ;valorariamos igual esta
cantidad si se hubiera calculado con una muestra de 5 observaciones? La respuesta obvia
es NO, sino que consideramos mas fiables los resultados con 50 datos que con 5. Por tanto,
un estimador (y sus estimaciones) deben complementarse con una medida de su fiabilidad o
precision.

Un estimador es una variable aleatoria que depende de las variables Y;, i = 1,..., N. Su
distribucién de probabilidad se denomina distribucién muestral o distribuciéon empirica del
estimador. En el ejemplo anterior, si Y; ~ NID(u, 02), entonces el estimador fi = ¥ es
una combinacién lineal de N variables normales independientes, por lo que su distribucion
muestral es:

fi =5~ N(u, 0*/N) (A:2)

La media muestral se distribuye alrededor de la media poblacional y se concentra maés pro-
babilidad alrededor de p cuanto mayor es N (es decir, menor es la varianza). Por tanto, hay
mayor probabilidad de obtener una estimacién cercana a p con 50 datos que con N = 5.
En este caso, es sensato utilizar como indicador de la precision la desviacién tipica o/ V/N:
menor desviacién tipica indica mayor precisién. Normalmente, o es desconocido, por lo que
sustituimos su valor poblacional por el correspondiente muestral, Sy. La estimacion de la
desviacion tipica de la distribucién muestral de 7,

65 =Sy;=S;/VN

se conoce como error tipico de §. En el ejemplo del precio del m?, obtenemos que el error
tipico de estimacién es 0,993341/v/50 = 0,14. Es facil comprobar que si obtuviéramos los
mismos valores de § y S, con una muestra de 5 observaciones, el error tipico se triplicaria,

Sy = 0,993341/+/5 = 0,44 miles de euros.



148

Apéndice A.

Ejercicio 5. Estimacién de la media y la varianza del precio por m? de un

piso.

1. Abre el fichero de datos de Gretl pisos.gdt.

2. Crea la variable precio por metro cuadrado, que denotaremos pr- m2:

a) Usa las opcién definir nueva variable que esté en el mend Anadir o en

Variable.

b) En la nueva ventana escribe nombre de la nueva variable = formula, es

decir,

pr- m2 = precio/m2

3. Una vez creados los nuevos datos, las estimaciones de la media, m, y la

desviacion tipica, S, se obtienen de la tabla de estadisticos descriptivos. La

estimacion de la varianza es el cuadrado de S. El error tipico de estimacion

es S/\/%

Ejercicio 6: Estimaciéon de media y varianza. Utilizando la opcién de es-
tadisticos descriptivos o estadisticos principales, obtén las medias y las desviacio-
nes tipicas de z1, 22, 3 y x4 generados en el ejercicio 1. Completa la siguiente
tabla, incluyendo junto con los momentos poblacionales las estimaciones que has
obtenido, es decir, correspondientes los momentos muestrales.

Modelo 1 = o=
Muestra: z1 Estimacién = Estimacion =
Modelo 2 W= o=
Muestra: z2 Estimaciéon = Estimacion =
Modelo 3 W= o=
Muestra: x3 Estimaciéon = Estimacion =
Modelo 4 = o=
Muestra: z4 Estimaciéon = Estimacion =

Criterios para comparar estimadores

Para un problema determinado existen distintos métodos de estimacién y, obviamente, unos
son mejores que otros. En algunos casos, distintos métodos pueden dar lugar a un mismo es-
timador de un parametro. Es posible elegir entre distintos métodos de estimacién basandonos
en ciertas propiedades de la distribucion muestral del estimador. En general, buscamos los
estimadores que mas se aproximen a los verdaderos valores. Asi, exigimos que los estimado-
res cumplan una serie de propiedades basadas en una medida de la distancia entre 6 y 6. En
este curso nos fijamos en tres propiedades: insesgadez, eficiencia y el error cuadratico medio

minimo.
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Insesgadez. Un estimador es insesgado si la media de su distribuciéon empirica es el verda-

dero valor del parametro, es decir,
E0) =46

Si se pudieran obtener todas las posibles realizaciones muestrales de é, el promedio de todas
estas estimaciones seria el valor del parametro. Es una propiedad deseable porque indica que
si un estimador es insesgado, el error de estimacién, 6— 0, se anula en promedio. Un ejemplo
de estimador insesgado de la media poblacional de una distribucién normal es y, ya que de
(A.2) tenemos que E(y) = p. Un estimador insesgado de la varianza de una distribucién es
la varianza muestral, S2.

En caso contrario, se dice que el estimador es sesgado. Se define el sesgo de un estimador
como Sesgo(é) = E(é) — 0. La parte izquierda del Grafico A.8 representa las distribuciones
de 3 estimadores de un mismo parametro, 0: el estimador 01 es insesgado; 92, tiene sesgo
negativo, es decir, en promedio subestima el valor del parametro; finalmente el sesgo de é3 es

positivo, es decir, este estimador en promedio sobrevalora el valor del parametro.
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Gréfico A.8: Sesgo y varianza de estimadores

Eficiencia. Si nos fijamos inicamente en los estimadores insesgados, nos interesa estable-
cer un criterio para elegir un estimador dentro de esta clase de estimadores. En la parte
derecha del Grafico A.8 se representa la distribucion de dos estimadores, ambos insesgados.
Claramente, el estimador con menor varianza, él, tiene una probabilidad menor de obtener
realizaciones alejadas del verdadero valor del parametro. Por tanto, se considera que 0, supera
al estimador ég y se dice que él es mas eficiente que ég.

En general, si un estimador es el que tiene menor varianza dentro de una clase de estimadores
se dice que es el estimador eficiente dentro de esa clase. Asi, se dice que un estimador 0 es
eficiente dentro de la clase de estimadores insesgados si no hay otro estimador insesgado 6
con una varianza menor:

var(9) > var(f) V0 insesgado

Por ejemplo, la media de los datos es un estimador eficiente dentro de la clase de estimadores
insesgados de la media poblacional ; de una variable normal. Es decir, se demuestra que, si
Y; ~ NID(p, 02),i=1,...,N, entonces para todo estimador insesgado de p, i con Eji = p:

[\

var(j) = 2= < var(Q)
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Si se trata de estimar un conjunto de K parametros O, se dice que un estimador insesgado 5)
es més eficiente que otro estimador insesgado © si la diferencia [V (0) — V(©)] es una matriz
semidefinida positiva. Esto implica que cada elemento de O tiene una varianza menor o igual
que el correspondiente elemento de O.

Error cuadratico medio Aunque la insesgadez es una propiedad deseable, esto no implica
que un estimador insesgado siempre sea preferible a uno sesgado. El Gréfico A.9 ilustra una
situacién en la que un estimador insesgado 6, puede descartarse frente a otro sesgado, 0.
El estimador 6, tiene mucha varianza, por lo que tiene una probabilidad mayor de obtener
errores de estimacion méas grandes que el estimador con menor varianza, 0o, aunque este sea
sesgado.

0.10 0.15 0.20 0.25
T T T |

0.05
T

o
<
IS

E6,=0
Gréfico A.9: Ejemplos de distribucién de estimadores

Esto sugiere utilizar como criterio de eleccién de estimadores una medida del error del esti-
mador. Se define el error cuadréatico medio de un estimador:

ECM(6) = E[(6 — 0)%] = var(0) + [sesgo(6)]?

que se descompone en un término de varianza y otro de sesgo. Asi, entre un conjunto de
estimadores se elige aquel que tiene menor error cuadratico medio.

A.2.2. Contraste de hipétesis

Como ya se menciond, uno de los objetivos de la Econometria es el de contrastar hipotesis.
Por ejemplo, nos planteamos si los datos del precio del m? de la vivienda son compatibles con
una determinada distribucién con media 3000 euros/m?. En un contraste de hipétesis se trata
de establecer si la diferencia entre la hipotética media poblacional (en el ejemplo, 3000€) y
la media muestral (3910€) se debe tinicamente a la naturaleza aleatoria de los datos.

Un contraste de hipdtesis tiene tres etapas (Ramanathan, 2002): (1) Formulacién de dos
hipétesis opuestas; (2) derivacién de un estadistico de contraste y su distribucién muestral; y
(3) determinacién de un criterio de decisién para elegir una de las dos hipdtesis planteadas.

Una hipétesis estadistica es una afirmacion sobre la distribucion de una o varias variables
aleatorias. En un contraste se trata de decidir cudl, entre dos hipotesis planteadas, es la que
mejor se adecia a los datos. La hipotesis de interés se denomina hipétesis nula, Hy, mien-
tras que la hipdtesis frente a la que se contrasta se llama hipotesis alternativa, H,. En el
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ejemplo, consideramos que el precio del m? es una variable aleatoria normal y planteamos la
hipétesis nula de que la media de Y sea igual a 3 (miles €) frente a la alternativa de que no
lo sea, es decir,

Hy:p=3 frente a Hy:pn#3

Normalmente, la hipdtesis nula es una hipdtesis simple, es decir, sélo se plantea un valor para
. La hipotesis alternativa suele ser una hipdtesis compuesta, que especifica un intervalo de
valores. En el ejemplo, H, es la negacién de Hy y se dice que es un contraste bilateral o a
dos colas. Si la hipdtesis alternativa se especifica Hy: u < 3, o bien Hy: p > 3, se dice que el
contraste es unilateral o a una cola.

La eleccion entre las hipdtesis se basa en un estadistico de contraste, que es una funcién
de los datos que mide la discrepancia entre estos y Hy. Por ejemplo, en el contraste bilateral
sobre la media, se define la siguiente medida de la discrepancia:
y—3
Sy

Esta discrepancia, que utilizaremos como estadistico de contraste, no depende de las unidades

de medida y tiene en cuenta la diferencia entre los datos (resumidos en ) y el valor establecido
en Hy. Ademads, debe conocerse la distribucién de esta variable aleatoria cuando la hipdtesis
nula es correcta. En el ejemplo, se demuestra que si los datos y1, 42, ..., yn son una muestra
aleatoria de un conjunto de variables Y; ~ NID(u, o) Vi, con puy o desconocidas, entonces:

y—p
~t(N -1
g N =)

y sustituyendo p = 3, tenemos la distribucion muestral del estadistico bajo Hy:
Y- 3 Hy
Sy

Este estadistico se aplica mucho en la practica y se denomina estadistico ¢ de la media.

t

N — 1) (A.3)

Finalmente, para determinar el criterio de decisiéon del contraste se divide el conjunto
de posibles resultados del estadistico de contraste en dos zonas, la region critica y su
complementaria. Se rechaza Hy cuando el valor del estadistico obtenido con la muestra "™
pertenece a la regién critica. El punto de partida para establecer la region critica es que
se rechaza Hj si la discrepancia entre datos y Hg es grande. En el contraste bilateral, se
rechazaria Hy si y se alejara mucho del valor establecido en Hy, lo que para el estadistico
implica que:

y—3

S ’ > c (A.4)
donde ¢ es la discrepancia méaxima que estamos dispuestos a asumir y se denomina valor
critico. En caso contrario, si [t"| < ¢, no se rechaza la hipdtesis nula. El valor de ¢ depende
de la distribucién del estadistico de contraste cuando Hy es cierta y del error que estemos

dispuestos a aceptar. En un contraste siempre existe la posibilidad de cometer los siguientes

"] =

errores:

e Rechazar la hipdtesis nula cuando ésta es cierta, que se llama error tipo 1. El nivel de
significacion o tamano de un contraste es la probabilidad de incurrir en el error tipo I
y se denota por a.
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e No rechazar la hipdtesis nula cuando ésta es falsa, llamado error tipo II. La potencia
de un contraste es la probabilidad de no cometer un error tipo II.

Deseamos cometer el menor error, pero no es posible eliminar los dos errores simultaneamente,
es decir, que el tamano sea 0 y la potencia igual a 1. En general, disminuir el error tipo I lleva
consigo un aumento del error tipo II. Por ejemplo, no cometemos error tipo I si decidimos
no rechazar nunca la hipdtesis nula; pero la potencia del contraste seria 0 porque tampoco
rechazaremos H( cuando sea falsa. Daremos md&s importancia al error tipo I, por lo que
elegiremos el tamano del contraste; los niveles mds habituales son 10%, 5% y 1%. Para el
tamano elegido, trataremos de utilizar el contraste con mayor potencia.

Ejemplo: zona critica en un contraste bilateral sobre la media de una distribucién normal.
Veamos como se determina el valor critico ¢ en el ejemplo sobre la media del precio. El tamano
« es la probabilidad de rechazar Hp cuando ésta es cierta. Como (A.4) es la condicién para
rechazar y (A.3) es la distribucién del estadistico cuando Hj es cierta, esto implica que:

a = Prob(|t| > ¢) cuando el estadistico t ~ ¢(N — 1)

En este caso, rechazaremos Hj si el valor del estadistico t obtenido con los datos es un valor
poco probable en la distribucion del estadistico bajo Hy.

0.4

Este grafico muestra la distribucién del estadistico si
Hy: p = 3 es cierta. La region critica es la zona pun-
teada en las dos colas de la distribucion, de modo
que en cada cola se acumula una probabilidad a//2.
Asi, ¢ es la ordenada de la distribucién t(N — 1)
que deja en la cola derecha una probabilidad a/2.

f(t)
021 028 035

0.14

No rechazar

Por ejemplo, para a = 0,05 y N = 50, entonces, . Prob=a/2 ’ Prob=a/2
c = 2,01 y se rechaza Hy al nivel de significacién del ° 0
5% si ’tm| >2,01 5735 —c 0.0 c 3.5

Ejemplo 1: Contraste sobre la media del precio por m? en Gretl.
Suponiendo que la variable precio por metro cuadrado pr_m?2 sigue una distribu-
cién normal, contrasta Hy: i = 3 frente a H,: 1 # 3. Los pasos son los siguientes:

1. Calculo del valor muestral del estadistico t = (y — 3)/Sy, siendo g la media
muestral de pr_m2:

™ = /50(3,9144 — 3)/0,99341 = 6,51

Se obtiene con la siguiente opcién de Gretl:
Herramientas — Calculadora de estadisticos de contraste

En la siguiente ventana elige la pestana media y en ella:

e Marca la opcién Utilice una variable del conjunto de datos.

e Selecciona la variable pr_m2. Aparecerdn los estadisticos descriptivos
que intervienen en el calculo de t*. En este caso:
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media muestral: 3,9144
desv. tipica: 0,99341
tamano muestral: 50

e Escribe la hipdtesis nula a contrastar: HO: media = 3.

e Comprueba que la opcion Suponer que la desv. tipica es un valor pobla-
cional no esta activada y pincha en Aplicar.

El resultado es la tabla y el Grafico A.10. En el gréifico se representa la
distribucién del estadistico bajo Hy, en este caso t(49), junto con el valor
muestral del estadistico (la linea verde).

Hipétesis nula: media poblacional = 3 Tamafio muestral: n = 50
Media muestral = 3,91439, desv. tipica = 0,993407

Estadistico de contraste: t(49) = (3,91439 - 3)/0,140489 = 6,50864
valor p a dos colas = 3,83e-008 (a una cola = 1,915e-008)

"Distribuci n muestral 1(49) ———
Estad stico de contraste ————
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Grafico A.10: Ejemplo 1: Resultado y distribucién del estadistico bajo Hy

En este caso tenemos que el valor muestral del estadistico cae en la cola
superior, en una intervalo de valores poco probable si Hy es cierta. Por tan-
to, rechazaremos la hipétesis nula. Pero calcularemos exactamente la regién
critica.

2. Region critica o zona de rechazo. El valor critico ¢ se obtiene con la opciéon
de Gretl Herramientas — Tablas estadisticas.
En la nueva ventana hay que elegir la pestana de la variable ¢ y en el siguiente
cuadro hay que rellenar:
e gl= grados de libertad n, en este caso 49
e probabilidad en la cola derecha = a//2. Fijamos un nivel de significacién
del 5%, por lo que escribimos 0,025.
Tras pinchar en Aceptar, obtenemos el siguiente resultado:

t(49) probabilidad en la cola derecha = 0,025
probabilidad complementaria = 0,975
probabilidad a dos colas = 0,05

Valor critico = 2,00958

Interpretacion: Prob(t > 2,00958) = 0,025 o bien Prob(X < 2,00958) =
0,975. Por tanto, el valor critico con alpha = 5% es igual a ¢ = 2,00958.



154 Apéndice A.

3. Aplicacién de la regla de decisiéon. Como |6,51| > ¢, al nivel de significacién
del 5%, se rechaza la hipdtesis de que el precio medio sea igual a 3000€
frente a la alternativa. Cierra las ventanas de calculadora de estadisticos y
tablas estadisticas.

Ejemplo: region critica en el contraste unilateral sobre la media de una distribucién nor-
mal. En los estudios econométricos a veces se plantean contrastes a una cola. Por ejemplo,
en estudios sociales interesa analizar si hay discriminacién salarial, de modo que las mujeres
perciben salarios mas bajos que los hombres. Habitualmente, se contrasta la hipdtesis nula
de que la media del salario que perciben las mujeres es igual al salario medio de los hombres
frente a la hipdtesis alternativa de que la media del salario es mayor en el grupo de hombres.

En el estudio del precio del m?, supongamos que interesa contrastar si la media es tres o
mayor, por lo que planteamos las hipétesis:

Hy:p=3 frente a Hy:p>3

Al mantenerse la misma hip6tesis nula, el estadistico de contraste es (A.3), t = VN(5—3)/5,,
que bajo Hy sigue una distribucién ¢(N —1). La hipétesis alternativa determina el criterio de
decisién. Rechazaremos Hj cuando la discrepancia tome valores alejados de Hy y compatibles
con H,, es decir, cuando t tome valores positivos grandes. La regién critica estd definida por
la condicién ¢ > c. El valor critico ¢ se determina por:

a = Prob(t > c) cuando el estadistico t ~ t(IN — 1)

0.42

La regién critica del contraste es la zona pun-
teada en una cola de la distribucién, la derecha.
Asi, c es la ordenada de la distribucién ¢(N —1)
que acumula en la cola derecha una probabilidad
Q.

Por ejemplo, si @ = 0,05 y N = 50, entonces

0.28  0.35

f(t)
0.21

No rechazar

0.14

el nivel critico es ¢ = 1,67655 (usar herramienta . ’ Prob=a
de tabla estadistica de Gretl) y no se rechaza H ° 0
al nivel de significacién del 5% si t™ < 1,67655. Eheys 5 c B

t

En general, se usan las expresiones rechazar o no rechazar Hy. Esto es asi porque en un
contraste mantenemos la Hy mientras no haya suficiente evidencia en contra. Los datos pueden
rechazar la hipdtesis, pero no pueden probar que Hy sea correcta, por lo que no se dice que
se acepta Hy. No rechazar Hj significa que los datos no son capaces de mostrar su falsedad.

Ejemplo 2: Contraste de igualdad de varianzas. Los datos que estamos
analizando sobre precio de la vivienda incluye dos tipos de viviendas:

e Viviendas a reformar, es decir, es necesario realizar un gasto adicional para
acondicionar la vivienda.

e Viviendas acondicionadas para entrar a vivir.

Es posible que el precio medio de las viviendas a reformar y reformadas sigan
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patrones diferentes. Esto implica que la distribucién del precio de los dos tipos de
vivienda es distinta. Por tanto, consideramos el siguiente modelo:

e El precio por metro cuadrado de la vivienda que no necesita reforma, Y;

sigue una distribucién normal de media p y varianza o2.

e El precio por metro cuadrado de la vivienda a reformar, Y5 sigue una distri-

bucién normal de media po y varianza o3.

e Ambas variables Y7 e Y5 son independientes.

Vamos a contrastar si la varianza es la misma en ambas distribuciones frente a
que sea menor en el grupo de pisos a reformar. Por tanto, planteamos el contraste
de hipdtesis:

Hy: 02 = o3 frente a  Hy: 0% > 03

El procedimiento de contraste consiste en comparar las dos varianzas muestrales,
Si2 y 532, que son estimadores insesgados de las respectivas varianzas poblaciona-
les. Valores cercanos de S;2 y S32, o ratios S;2/552 ~ 1, apoyan Hy. El estadistico
de contraste y su distribucién bajo Hy son:

S*Q H
= 532 ~ F(Ny —1,Ny — 1)

F

donde Nj es el nimero de pisos que no necesita reforma y No el niimero de pisos
a reformar. Dada H,, rechazamos Hy si el ratio S;?/S32 estd muy por encima de
1. La regién critica, por tanto, estd definida por S;2/S32 > ¢, siendo c el valor
critico. Los pasos para realizar el contraste con Gretl son:

1. Seleccionar el subconjunto de pisos que no necesitan reforma. En el fichero
de datos pisos.gdt son las observaciones para las que la variable Reforma =
1. En Gretl, seleccionamos la submuestra que cumple esta condicién si:
a) Vamos a Muestra — Definir a partir de v. ficticia.
b) En la nueva ventana aparece como opcién Reforma y pinchamos en Aceptar
Si el proceso es correcto, en la parte inferior de la pantalla de Gretl aparece el
mensaje Sin fecha: rango completo n=>50; muestra actual n=31. Ahora s6lo
trabajamos con los datos de pisos que no necesitan reforma: si consultamos
los datos en Datos — Mostrar valores ahora sélo aparece la informacién de
los 31 pisos que pertenecen a esta clase.

2. Crear la serie de datos y1 que incluye tinicamente los precios por m? de
los pisos reformados: en Anadir — Definir nueva variable... escribimos y1 =
pr_m2.

3. Seleccionar el subconjunto formado por los pisos que necesitan reforma, es
decir, caracterizados por Reforma = 0:
a) Vamos a Muestra — Restringir, a partir de criterio.
b) En la nueva ventana escribimos el criterio de seleccidn: Reforma =0
¢) Pinchamos en Reemplazar restriccion actual y luego en Aceptar.
Ahora debe aparecer Sin fecha: rango completo n=50; muestra actual n=19.

4. Crear la serie de datos y2 de precios por m? de pisos no reformados: en
Anadir — Definir nueva variable... escribimos y2 = pr_m?2.
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5. Recuperar la muestra completa en Muestra — Recuperar rango el completo.
Comprobamos que las series y1 e y2 no tienen errores editando los datos
de estas series. Las celdas de yl estaran vacias en pisos no reformados y lo

reciproco para y2.

6. Calcular el valor muestral del estadistico F'™™ en Herramientas — Calculadora
de estadisticos de contraste — 2 varianzas. En la siguiente ventana rellenamos
los datos:

- Marcar Utilice una variable del conjunto de datos y seleccionar y1.
Aparecen los estadisticos necesarios de y1: Si2 = 0,77702 y Ny = 31

- Marcar Utilice una variable del conjunto de datos y seleccionar y2.
Aparecen los estadisticos necesarios de y2: S32 = 0,70340 y No = 19

Comprobar la marca en Mostrar el grdfico de la distribucion muestral y Aplicar.

El resultado es una tabla y un grafico con la distribucién del estadistico bajo
Hy, F(30,18) y el valor muestral del estadistico.

Hipétesis nula: Las varianzas poblacionales son iguales
Muestra 1: n = 31, varianza = 0,777054

Muestra 2: n = 19, varianza = 0,703402

Estadistico de contraste: F(30, 18) = 1,10471

valor p a dos colas = 0,8436 (a una cola = 0,4218)

" Distribuci n muestral F(30, 18) ——
Estad stico de contraste -

Gréfico A.11: Ejemplo 2: Resultado y distribucién del estadistico bajo Hy

7. El grafico anterior sugiere que no rechazaremos Hy. Calculamos la region
critica: se trata de un contraste a una cola, por tanto, buscamos ¢ tal que
0,05 = Prob(F > ¢). Vamos a Herramientas — Tablas estadisticas —F.

Los grados de libertad del numerador son gln 30 y los del denominador, gld
18. Finalmente, la probabilidad en la cola derecha es 0,05. El resultado es:

F(30, 18) probabilidad en la cola derecha = 0.05
probabilidad complementaria = 0.95
Valor critico = 2.10714

Por tanto, si a = 5%, entonces ¢ = 2, 107.

8. Conclusién del contraste: F'™™ = 1,10 < 2,11, por tanto, al nivel de signifi-
cacién del 5 % no rechazamos la hipétesis de igualdad de varianzas entre los

dos tipos de viviendas.
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Ejemplo 3: Contraste de igualdad de medias. Vamos a contrastar la hipéte-
sis de que el precio medio del piso es mayor en los pisos reformados. Suponiendo

que el precio por m? de los dos tipos de pisos son variables independientes, ambas

con distribucién normal de igual varianza, o2 y medias diferentes, 1 y 0.

Para contrastar la hipdtesis anterior, planteamos — Hy: 11 = po frente a Hy: pg >

H2.

El procedimiento de contraste se basa en la comparaciéon de las dos medias mues-

trales, §1 v 92. Pequenas diferencias entre ellas apoyan la Hy. El estadistico de

contraste y su distribucion bajo Hy son:_

t=— Y2 N+ N, —2)

~ S\/1/Ni +1/N;,

donde S? es el estimador de la varianza comun utilizando todos los datos:

1 N1 N2
_ § )2 E )2

i=1 i=1

Dada H,, rechazamos Hj si la diferencia ¢, — 2 es grande. La regién critica, por
tanto, estd definida por t > ¢, siendo ¢ el valor critico.

Aplicamos el procedimiento de contraste a los datos en Gretl. Las dos series de

datos y1 e y2 se crean segun lo descrito en el ejemplo 2. A continuaciéon debemos:

1. Calcular el valor muestral del estadistico ™ en Herramientas — Calculadora

de estadisticos de contraste — 2 medias. En la siguiente ventana rellenamos

los datos:

Marcar Utilice una variable del conjunto de datos y seleccionar y1.
Aparecen los estadisticos de y1: g1 = 4, 3040, ST = 0,88150675 y N1 = 31

Marcar Utilice una variable del conjunto de datos y seleccionar y2.
Aparecen los estadisticos de y2: yo = 3,278717,55 = 0,83869 y Ny = 19
Marcar Suponer desviacion tipica poblacional comain.

Marcar Mostrar el grdfico de la distribucion muestral y pinchar en Aplicar.

El resultado es una tabla y un grafico con la distribucién ¢(50 — 2) y el valor

muestral del estadistico.

Hipétesis nula: Diferencia de medias = O
Muestra 1: n = 31, media = 4,304, d.t. = 0,881507
desviacién tipica de la media = 0,158323
Intervalo de confianza 95% para la media: 3,98066 a 4,62734

Muestra 2: n = 19, media = 3,27872, d.t. = 0,838691
desviacién tipica de la media = 0,192409
Intervalo de confianza 95% para la media: 2,87448 a 3,68295

Estadistico de contraste: t(48)= (4,304-3,27872)/0,252229 =4,0649
valor p a dos colas = 0,0001774 (a una cola = 8,871e-005)
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Gréfico A.12: Ejemplo 3: Resultado y distribucién del estadistico bajo Hy

2. Definir la region critica: se trata de un contraste a una cola, por tanto,
buscamos ¢ tal que 0,05 = Prob(t > c¢). Vamos a Herramientas — Tablas
estadisticas —t, grados de libertad ¢l 48 y para a = 5%, obtenemos ¢ =
1,229.

3. Resultado del contraste: 4,06496 > 1,229, por tanto, al nivel de significacion
del 5% rechazamos la hipdtesis nula de igualdad de medias. Es decir, los
datos apoyan la hipétesis de que el precio del m? es mayor en los pisos
reformados.
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