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2.3b MCO en el MRLG.
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-“’#ﬁ MRLG: la FRP

m Recuérdese: modelo con K variables explicativas :

Ye =00+ 81X + -+ Br Xk + ue,

Y — X8 +u @

se llama MRLG.

® Funcién de Regresion de Poblacion (FRP):
E(u) = 0 ~ parte sistematica o FRP:

E(Y:) = Bo+ 01Xt + -+ Bx Xkt
E(Y) = X5

m [nterpretacién de los coeficientes:
¢ Gy = E(Y¢| X1t = Xor = --- = Xk = 0): Valor esperado de Y; cuando
todas las variables explicativas son iguales a cero.
QE(Y:)) _ AE(Y))
* ﬂk = = )
00Xt AXyy
Y; cuando X T una unidad (c.p.).

k=1...K:Incremento en el valor (esperado)
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'-W#f Funcidon de Regresion Muestral (FRM)

m Objetivo del MRLG: obtener estimador 3 = (3o, 81 . .., Bx)" del vector de
parametros desconocidos en (2).

B ~ modelo estimado, ajuste o FRM:
Y, =Bo+ B Xu + -+ Br Xk
Y =X3

m Notas:
¢ Perturbaciones en FRP:

w=Y,—EY,;)=Y,—fo— 1 X1y — - — B Xkt
w=Y - E(Y)=Y - X8

¢ Residuos en FRM:
U =Y~ Y=Y, — By — BiXu — - — Bx Xkt
i=Y-Y=Y-X8

m Residuos son a la FRM lo que las perturbaciones a la FRP.
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* Estimacion: MCO

m aplicar ajuste Minimo-Cuadrético al MRLG: Y = X3 + u,
m 0 bien en forma de observacién:

T
min g u; donde u; = Y; — o — 1 X1 — -+ — B Xk
Bo...Br i—

m 0 en forma matricial:

{ recuérdese: Uy

/ U2

u:(ul,ug,...,uT) u =
ur
entonces u'u = u? + ud + -+ ud = S u2 }

m es decir

mﬁin Wu donde u=Y —Xp3
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:#i Nota: derivadas vectoriales

m Sea u = u(f3): derivs de cu y cu? con respecto a j3:

0 (cu) ou 0 o ou
——lcu) =c—— o ut =
a5 o 7 o op
m Con vectores y matrices esto es bastante similar:
m La derivada de la combinacion lineal /¢
o c (= >"1, ciu;, es decir jescalar!!)
(I1xmn)(nx1)
g es: el = ou,
(k x1)
® La derivada de la suma de cuadrados
(=71, u?, esdecir jescalar!)

con reSpeCtO a
uw'u

u' U

(1xmn)(nx1)

conrespectoa 3 es: 3%@ —9 %%/ b
o (k x 1)
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c.1%0. en forma matricial

Primera derivadas de SC u/u con respecto a j:

mﬁl’n(u'u) donde uw=Y — Xz3

ou'u B 87u'
o “ap"
a(y/ _ ﬂ/X/)
= 2 _—
a5
=—-2X"u

en el minimo:

(K41 x T) (T x 1)

c.10. x' 7 =0
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:#i Estimacion: Ecuaciones normales y EMC de

Resolviendo las c.1°"0. obtenemos las ecuaciones normales:

-~

X'(Y-XB)=0 =

XY= XX § (3)

(K41 x K+1) (K+1 x 1)

(K+1 x 1)

De donde premultiplicando por (X’X)~! obtenemos el estimador MCO:

Buico = (X'X)'X'Y
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* Estimacion: EMC de ( (cont)

m donde X'X es una matriz [K+1 x K+1]:

|
T ZXU ZX225
<% > Xt > X3 > X1t Xos
(KL x K1) | 7o e
Yo Xkt 2 XkeXie Do Xk Xos
my X'Y y 3 son vectores [K+1 x 1]:
Y, Bo
X’Y ZXltht B _ ﬁl
(K+1 x 1) o (K+1 x 1) o
> XKtV Bk

[¢recuérdese X e Y? —]

> Xk
> X1 Xkt
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:#i Estimador MCO con datos centrados

Una forma alternativa de obtener el estimador MCO es

BKACO = (¢'z)" "'y

para los coeficientes del modelo.

...junto con el intercepto estimado obtenido de la primera ecuacién normal
AN i BN P —_—
Go=Y — 51Xy O Xk

Nota: caso especial de K = 1 ~ jformulas idénticas a las del MRLS!!
(Demuéstralo).
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2.4b Propiedades de la FRM.

(@ Introduccion a la Econometria - p. 70/192

:#i Propiedades de los residuos y la FRM (1)

- N Y =XBwi=Y-Y
B* ~ Bo
1. residuos suman cero: > u; =0

Demo: directamente de las c.1°70.:

ST 0

ST X 0

X’ﬂ: 0= Z,{ thil,\t - 0
ST X ko 0

V=V
a FRM pasa a través del vector (X 1,... Xg,Y):
Y =00+ 65X+ + 08Xk

2
3

Nota: Estas propiedades 1 a 3 son satisfechas si la regresion tiene
intercepto; es decir, si X tiene una columna de “unos”.
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* Propiedades de los residuos y la FRM (2)

4. residuos ortogonales a v. explicativas: X't = 0
Demo: directamente de las c.1°"0. (ver 1) o, alternativamente:

Xu=X'(Y-X3)=XY -X'XB
=XV -X'X(X'X)'X'Y =0

~————
=Ixy
5. residuos ortogonales a la parte explicada de Y': Y'ia=0
Demo:Y'u = (Xp)u=p0Xu=0 O
<~

=0
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2.5b Bondad de Ajuste:
Coeficiente de Determinacion (R?) y Estimacion de
la Varianza del Error.

* Bondad de Ajuste: R? (repaso)

Recuérdese (lo mismo que antes pero ahora lo hacemos con vectores):

= (' +@)(Y +7)
=YY +au+2Y4
=Y'Y +44 (desde prop 5)

_ ~, ~ =2
Y'Y-TY =Y'Y-TY +@a  (de prop 2)
vy = ¥y + du
(séT) (séE) (55R>
2 _ SCE _ | SCR
SCT SCT
0<R*<1
O Introduccién a la Econometria - p. 73/192 O B Introduccién a la Econometria - p. 74/192
:#i Bondad de Ajuste: R? (repaso cont) * Estimacion de Var(u;)
o _Var(ut) = E ut e~ Zut

Nota 1: R? mide la proporcién de la variacion de la variable dependiente
explicada por la variacion de (una combinacion lineal de) las variables

explicativas.
Nota 2:
uy # 0,
, A1 fila de ¢.1°70. ~ 07
no intercepto = Y #£Y,

no validoR? (jRecuérdese!)
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pero con residuos se tienen que satisfacer K+1 relaciones lineales en X't =0
asi que perdemos K+1 grados de libertad:

~2 1 = ~2
= g 2
t=1
Por lo tanto proponemos el siguiente estimador:
.,  RSS
0O — —/———
T—K—1

el cual claramente es un estimador insesgado:
Demo:

E(SCR)(*) T-K-1

~2\
E@Y) = — ko = ke
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2.6 Propiedades del Estimador de Minimos

Cuadrados en muestras finitas.
El Teorema de Gauss-Markov.
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* Propiedades del Estimador MCO (1)

El estimagor ﬁmco = (X'X)~1X'Y tiene las siguientes propiedades:
® Lineal: Byco €S una combinacion lineal de perturbaciones:
B=(X'X)"'X'"(XB+u)
= (X'X)'X'XB+ (X' X) ' X'u
=08+ (X'X)"'X'u
=B8+T"u

m insesgado: Dado queo E(u) = 0, Buco es insesgado:

E(3) =E(B+T"u)
=B+ T'E(u)
o

Introduccién a la Econometria - p. 78/192

:#1 Propiedades del Estimador MCO (2)

m Varianza: Recuérdese:
Var(u) = o”Ir,
B=p+(X'X)" X",

var(5) =E((3 - 8)(5 - )
=E((X'X) ' X'ud/X(X'X)™!
= (X'X)'X'E(uw) X(X'X)™!
= (X'X)"' X' oIy X(X'X)7!
= X' X)X’ X(X'X)™?

Var(5) = a%(X'X) ™!
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* Propiedades del Estimador MCO (2cont)

Varﬁﬁol COV(B(E Bl) . Cov(@),@()
Var(@ = Cov(f1, fo) Var () ... Cov(p,Bk)
Cov(Br,B0) Cov(Bx,B1) ...  Var(fx)
ano apo apl ce aoK
aio ail a2 ‘e a1 K
0'2(_)(/)()_1 202 aso any a9 a9 K
aGKo A1 QK2 OK K

es decir ay es el (k + 1,k + 1)-elemento del matriz (X' X)~1:
Var(,@k) = 0'2akk

Cov(fy, Bz) = o’ak
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:#i Teorema Gauss-Markov

“Dados los supuestos basicos del MRLG, el estimador MCO es el de
varianza minima (el mejor) entre todos los estimadores lineales e insesgados”

ﬁMCO =ELIO = Estimadorl—ineal|nsesgadooptimo

Demo:

Sea (3 algln otro estimador lineal insesgado:
B3=DY =D'(X3+u)=D'X3+D'u
E(B) =D'XB+ D'E(u) = D'X3 = =

entonces 5: B+ Du ~ B— B8 =D'u
y su varianza:

var(8) = B [(3 - 8)(B - 8)'| = E(D'uw'D)
=D'E(w/)D=D"0*IrD=0"D'D
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* Teorema Gauss-Markov (cont)

Var(j3) — Var(§) = 0> D'D — o (X'X) 7}
=0’ [D'D— (X'X)""]
=0’ [D'D-D'X (X'X)"' X'D]
=o’D [Ir - X (X'X)"'X'| D

M
=o*D' (MM)D
=¢%(D'M)(M'D) = D*' D*
>0

Esto es, en particular todas las varianzas individuales seran mayores que las
respectivas por MCO.

(@ Introduccién a la Econometria - p. 82/192

2.3c MCO: Expresiones utiles y Cronologia.
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* Expresiones utiles para SC

|
SCT =Y (Y, -V =Y Y2 -1V =YY - TY"
|
A =< ~ =<2 ~ . ~,~ —
SCE=Y (%-P?=YP2-1V = V217" =V'V - 1Y’
= (XB)(XB) - TV = X'XB-TV =3 X'y —TY"
——
XY
|

SCR=Y i} =uu =Y V=N VP=VYV-FXY
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':#5 Principales expresiones y Cronologia
mY = X0+u
] (,X"X’)*l XY
= (X'X)XY
" ESS = BXY —TY (jnecesita Y)
" 7SS =YY —TY
m RSS =YY — BX'Y (ino Y1)

, ESS RSS

" =55~ Tes
oo 1SS
K-

—

m Var(5) = 5%(X'X)"!
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