1.— Resuelve las siguientes ecuaciones reales:

20 —1+vz=0 ; 25°"=32 ; In(2xr—1)+4=In3

Solucion

» Ecuaciones con raices: No todas las ecuaciones de este tipo son sencillas de resolver, pero podemos
intentar dejar a un lado de la igualdad la raiz y elevar los dos miembros de la igualdad al indice de la raiz.
Resolvemos la ecuacién, que en principio serd polinémica después de reiterar este proceso las veces necesarias,
pero debemos comprobar si las soluciones que se obtienen para esta nueva ecuacién son también soluciones
de la ecuacién original.

Una técnica que puede funcionar para resolver cierto tipo de ecuaciones con raices es la siguiente:
1. dejar a una lado de la igualdad la expresién que contenga una raiz.
2. elevar ambos miembros de la igualdad al indice de la raiz,
3. repetir el proceso si fuera necesario hasta llegar a una ecuacion polinémica,

4. resolver la ecuacién polinémica resultante y comprobar si las soluciones de esta ecuacién son también
soluciones de la ecuacién original.

20 —1+2=0

Ve=1-2x
r=(1-22)2 =422 -4z +1

r=1

2 _
4x S52+1=0 = {x:1/4

{,Cudl es la solucién de la ecuacién original? Como x = 1 no satisface la ecuacion original pues 2—1+1 =
2 # 0, z = 1 no es solucién de la ecuacién original. Sin embargo x = 1/4 si satisface la ecuacién original. por
lo tanto la solucién es: x = 1/4.

» Ecuaciones exponenciales: Tampoco este tipo de ecuaciones es sencillo de resolver. Si la ecuacién
es simple, podemosutilizar las propiedades de las exponenciales y ademas el siguiente resultado:

Si a>0, entonces: a* =a¥ <= z=y

Para resolver estas ecuaciones se suelen utilizar dos métodos alternativos:

= [gualar la base: consiste en aplicar las propiedades de las potencias para lograr que en los dos miembros
de la ecuacién aparezca una misma base elevada a distintos exponentes

23-7 — 32
2377 =32 =25
3—xr=5
r=—2

= Cambio de variable: consiste en sustituir todas las potencias que figuran en la ecuacién por potencias
de una nueva variable, convirtiendo la ecuacién original en otra mas facil de resolver.
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» Ecuaciones logaritmicas: Al igual que en el caso anterior no vamos a ser capaces de resolver
todas las ecuaciones de este tipo. Para resolver las ecuaciones méds sencillas, utilizar las propiedades de
los logaritmos y ademas la denominada propiedad de unicidad que asegura que dos numeros distintos no
pueden tener el mismo logaritmo, o dicho de otro modo, si dos ntimeros tienen el mismo logaritmo ha de ser
necesariamente iguales:

Si z,y >0, entonces: Inx=lny <= zx=y

Habitualmente se procura convertir la ecuacién logaritmica en otra equivalente donde no aparezca
ningun logaritmo. Para ello, se procede del modo siguiente:

1. Agrupar para obtener un unico logaritmo a cada lado de la igualdad (para ello es posible que haya que
utilizar algunas de las propiedades de los logaritmos ya enunciadas),

2. Eliminar los logaritmos utilizando la propiedad de unicidad arriba enunciada.
In(2z —1)+4=1n3

In(2z — 1) + lne* =1n3

3
In(2r —1) =In3 —Ine* =1In —

64
3
2 —1= "
X 64
3 +1
rT=—+=
2t 2

Inecuaciones: Para resolver inecuaciones hay que tener muy presente las siguientes propiedades de los
ndmeros reales:

= Al sumar a ambos miembros de una desigualdad un mismo ntmero real, la desigualdad mantiene el
sentido:
a<b — a+c<b+c

» Al restar a ambos miembros de una desigualdad un mismo nimero real, la desigualdad mantiene el
sentido:
a<b — a—-c<b-c

= Al multiplicar por un nimero positivo a ambos miembros de una desigualdad la desigualdad mantiene

el sentido:

= Al multiplicar por un nimero negativo a ambos miembros de una desigualdad la desigualdad cambia
el sentido:
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2.— Resuelve las siguientes inecuaciones:

—2x+3<1 ; —2243x-4<0

(—=3)"(z-2)°*+1) _ 0

; 2_9r—3| > 2
223 — 322 +1 - ’ x x 2T+



Solucion

Para resolver inecuaciones de tipo racional puede ser de gran utilidad realizar un cuadro de variacién
de los signos de cada factor que aparece en la expresion racional.
(x—3)"(x—2)8(2® +1)
223 — 322 + 1
que tenemos que hacer es descomponer en factores irreducibles en R los polinomios del numerador y del
denominador, para ello conviene utilizar la regla de Ruffini. Ademas debemos saber que si un polinomio de
coeficientes reales tiene raices enteras, éstas han de ser divisores del término independiente del polinomio.

Vamos a explicarlo con un ejemplo. Se trata de resolver < 0. Lo primero

Comencemos con el numerador. Tenemos que:

signo (x — 3)7 = signo (z — 3)

(x—2)9%>0 VzeR

y tenemos que hallar la descomposicién en R en factores irreducibles de 2% 4+ 1. Sabemos que las posibles
raices enteras son: 1 o -1. Comprobamos que -1 es raiz de z3 + 1 y utilizando la regla de Ruffini obtenemos
que:

P 4l=(x+1) (2> —z+1)

Para hallar las raices del polinomio 22 —  + 1 resolvemos la ecuacién de segundo grado 2> —z+1 =0y

vemos que no tiene raices reales. Esto quiere decir que la pardbola 22 —x + 1 est4 o por encima o por debajo
del eje horizontal, es decir, no corta al eje. Dando un valor a x (por ejemplo x = 0) vemos que

22 —2+1>0 VzeR

Pasemos al denominador. Razonando como en el caso anterior tenemos que:

1
223 — 32?2 +1=2(x — 1)? (x+2>

Por lo tanto:

(x—3)"(x —2)%(2® + 1) _ (x—3)"(x—2)%(x+1)(2® —2x+1) <0
223 — 322 +1 2z —1)2 (z+ 3) -

Como (z — 1) = 0 tenemos que tener en cuenta que z # 1.

Construimos un cuadro de variacién de los signos de cada factor como en el ejemplo 3.—:

Signo [ T
x+1 - 7+ +
x+% — - 0 +
x—1 — - - D
x—2 - - — — e
x—3 - - - - )
(x—3)7"(x—2)8(x+1)(x2 —x+1)
2(x—1)2 (x+ %)

|+ +

+ |+ ]+

+ |+ [+ ||+

-1 - 1 2 3

N[

1E] Teorema Fundamental del Algebra asegura que un polinomio de grado n con coeficientes reales admite n raices entre
reales y complejas. Ademds las raices complejas siempre son un niimero par, pues si un nimero complejo es raiz de un polinomio
con coeficientes reales, también lo es su conjugado. Como conclusién tenemos que un polinomio con coeficientes reales de grado
impar siempre tiene al menos una raiz real.



La solucién es:

(=00, —1] U (—;,1> U(1,3]

Si tenemos en cuenta que algunos de los factores son siempre no negativos, podemos construir una tabla
mas simple y en consecuencia nos resultara mas sencillo resolver el problema:

(x —3)"(x —2)5(2® + 1) <0 (x=3)(z+1)

< 1
2x3 — 322 +1 - T+ 3 sOnz#

Como (z —1)2 = 0 <= = 1 tenemos que tener en cuenta que z # 1.

-1 -1 1 2 3
[ Signo | [ | |
x+1 - ¢+ + + +
x+32 — -0 4+ + +
x—3 - - — D — * —
x-3)(x+1) _ _ _
) ’ !
-1 -1 1 2 3

3.— Realiza las siguientes operaciones:

d.— (x3 +x2—2z+ 1)2

Divisién de polinomios: Para dividir polinomios es recomendable utilizar una disposiciéon de los
polinomios similar a la utilizada para la divisién de nimeros reales. Vamos a realizar el siguiente ejemplo:

Se trata de dividir el polinomio p(z) = 62% — 1722 + 15z — 8 entre q(z) = 22 + 4:

62> — 1722 + 15z — 8 z2 4+ 4
—623 - 12z 3xr — 17
— 1727 + 3z — 8
1722 + 68
3r 4+ 60

Regla de Ruffini: La conocida como regla de Ruffini es un procedimiento esquemético para hallar el
cociente y el resto de la divisién de un polinomio cualquiera por otro de la forma z 4 a. La regla de Ruffini
permite hallar el cociente y el resto de la divisién de un polinomio, por ejemplo p(z) = 22*—323+52%2—62+10,
por un polinomio de primer grado del tipo = + a, por ejemplo = — 2, sin necesidad de efectuar la divisién.

Para ello se disponen del modo siguiente los coeficientes del polinomio p(x):

2 3 5 -6 10




Se escribe el primer coeficiente debajo de la linea horizontal. Luego, este coeficiente se multiplica por 2
(que es el término independiente del binomio divisor cambiado de signo) y el resultado se suma al segundo
coeficiente:

4
12 1

2 3 5 -6 10

Con el valor obtenido se reitera el proceso hasta llegar al final:

2 3 5 -6 10
2 4 2 14 16
\ 2 1 7 8 26

El ultimo valor obtenido en la tltima fila es el resto de la divisién; los otros niimeros son los coeficientes
del polinomio cociente. Para escribir el polinomio cociente basta recordar que su grado es una unidad inferior
al del dividendo. Luego el resultado de dividir el polinomio

p(x) = 22* — 32 + 52 — 62 + 10

por x — 2 es:
q(z) =22% + 2% + 7o + 14

y el resto es r = 26. Es decir:

plz) =22" —32° + 52° — 62+ 10 =q(z) - (x —2) +7r = (22° + 2* + To + 14) - (x — 2) + 26

A la izquierda mostramos la divisién de polinomios de la manera clasica y a la derecha el método de
Ruffini para el ejemplo anterior lo que nos permite observar como aparecen en el método de Ruffini los
coeficientes del cociente y el valor del resto.

. 5 ) 2 -3 5 -6 10
2et =32 +5z —6x +10 |z -2 9
—2z% 4423 203 + a2+ =48 2
3 2
z° 45z 2 3 5 6 10
7'I3 +2f172 2 4
Tx? —6x 2
8x +10 2 4 2
8z +16 2
I:] 2 3 5 -6 10
2 4 2 14
2 8
Cociente: C(z) =223+ 22+ Tz +8 2 3 5 _§ 10
Resto: R(z) =26 2 4 2 14 16
2 8 [20]

4.— Dados los polinomios:
plx) =2t =2 -1y gqlx)=z+2

hallar dos polinomios ¢(z) y r(z) que cumplan:

p(@) = [(z +2)%] - (@) +r(z)



5.— Indicar si g(z) es un divisor de p(x). Justificar las respuestas y escribir en todos los casos el polinomio
cociente y el resto.

Desigualdades con valor absoluto: Para resolver desigualdades con valor absoluto ademaés de lo
expuesto anteriormente sobre la resolucién de desigualdades de tipo racional, debemos de tener en cuenta la
definicén y las propiedades del valor absoluto.

» Se define el valor absoluto de un nimero real x, que denotaremos |x|, del modo siguiente:

T siz>0
o] = —x siz <0

Es claro a partir de la definicién que se cumplen las siguientes propiedades:
o |z|=0 <= 2=0
e |z| >0 VzeR
o [z]=|—z| VzeR

Otras propiedades también importantes son:

e Sia>0,entonces |z| <a <= —-a<z<a

e Sia>0,entonces || >a <= z<-aoz>a

—lz| <z <|z|] VzeR

lz -yl =lz|-ly| Vz,yeR

|zt +y| < |z|+ |y Vx,y € R conocida como desigualdad triangular, y que significa en cierto
sentido que “la distancia mds corta entre dos puntos es la linea recta”.

De la desigualdad triangular se deduce esta otra desigualdad también importante:

o |l =l <le—yl Ve,yeR



6.— Resolver las siguientes inecuaciones:

a72x—3>0 o 3 - 2
o 42 T rx—-97 42
2
b x+3<2 - r+2
3z —1 2 —3
C7x27393710>0 . 6 — bx <1
T 2% +6 L N )
2 —4x—5 224+ 3zx+4
d-———>0 k.— 2
2 +22-3 T+ 2 ’<
z? — 8x 9
3xr—9
— > — 2> 1 —22
2x+4*1 m.— (14 ) 7|1 x|
2 |z — 1]
g [34+ 21z —2?| < -1 n.— <0
T

7.— Justificar cudles de las siguientes igualdades son correctas y cuéles no:

a—|—3 =3 g~ Va2 =a
b |27 =27 h.— Va2 = |a|
c.— |a2| =a i— |a2| =a?
d-|—a|l=a jo Va3 =a
e—lal=a k.*|\@+\/§fi’>|:\@+\/§*3

8.— Descomponer el polinomio p(x) = z* + 23 — 22 + 2z en factores irreducibles en R.

9.— Indicar si las siguientes identidades son ciertas. En caso negativo senalar y corregir el error o los
errores cometidos:

a- (22.273.25)% = (24)? = 210

o) 19t

(19-3)2 195

54 (52)6 B 5. 512
o (59)2 - 518

=57%=(-5)°=25

d- (3-7°+8" =1



a.

b.

10.— Realiza las siguientes operaciones:

(3 gl 4 3n+2)3
(3n+2)3

(10 . 2n+1)3
(2n+1)3

Cc— 22—71, . (2 . 2n+1 + 2n+2)

2
L 0-9-G-3
-1+ (2-2)°
-2
L1-33-()
G-1)rz-2
(-2
.- - +1
27

11.— Racionaliza y simplifica las siguientes expresiones suprimiendo las raices del denominador:

1

&%

V2
6—2
V3 +/27

12.— Resuelve las siguientes ecuaciones:

a— 3 — 922 =15 — 23z
b—vV2r—-5=1++vz -3

.27 427+ 24 =0

d-2z*—10224+9=0
e—vV—x+2—-1=05yx+6

f—2Inz —In(z —16) =2

13.— Resuelve el siguiente test justificando las respuestas. Sélo una de las 4 respuestas indicadas es la
correcta. Marca con una cruz la respuesta que creas correcta.

a.—Inl125 =
O In25-1n5 O 100-1In1.25 | O 5-In3 | O Ninguna de las respuestas anteriores es correcta
R P LI
—In—-+h-4+In--In— =
b c d dx
x a’y . .
O In— O In Ty O1 (O Ninguna de las respuestas anteriores es correcta
Y x
c.— (log;o 5log; 100)° =
O logy 50 O 10 O1 (O Ninguna de las respuestas anteriores es correcta
d.— La solucién de la ecuacién logaritmica log, (logs (logy z)) = 0 es:
O 64 0o O12 (O Ninguna de las respuestas anteriores es correcta




