Integracion Numerica

Introduccion

La integracién numérica es una herramienta esencial que se usa tanto en ciencia como en ingenierfa para
obtener valores aproximados de integrales definidas que no pueden calcularse analiticamente ya sea porque
la funcién que se trata de integrar no tiene primitiva o bien porque dicha funcién no se conoce en forma
analitica sino que solo se dispone en forma tabulada, por ejemplo datos procedentes de un experimento.

El objetivo de este tema es desarrollar los principios basicos de la integraciéon numérica.

Formulas de cuadratura de tipo interpolatorio

Nuestro objetivo es aproximar la integral de una funcién f (X) en un intervalo [a,b] evaluando f(X) en

un numero finito de puntos.
Definicion. Supongamos que & = X, < X; <...<X,, =b. Una férmula del tipo
M
Q=D Wi f (%) =Wof (%) +wyf(x)+ ... +wy, f(xy)

k=0

de manera que
[t =q[f]+E[f]

se llama formula de integracion numérica o de cuadratura; el término E[ f] se llama error de
, M . .
truncatura de la férmula; los valores {Xk }k:O se llaman nodos de integraciéon o nodos de cuadratura y

los valores {Wk }:A:O se llaman pesos de la férmula

Los nodos {Xk} se eligen de diferentes maneras, dependiendo de la situacién concreta en la que queramos

aplicar una férmula. Para la regla del trapecio o la regla de Simpson, los nodos se toman igualmente
espaciados. Para las féormulas de Gauss-Legendre, los nodos que se toman son raices de polinomios de
Legendre. Un aspecto importante en todas las aplicaciones sera también el conocimiento del grado de
precision de la solucion numérica.

La forma mas sencilla de obtener una férmula de cuadratura es sustituir la funciéon f(x) por el polinomio que
interpola a f(x) en los nodos:
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El error cometido :

E,(f) = Ubf (e~ [ p,(x) o = ‘ [TF (0= p,00]a < [ 1F (9= p,(0]ex = [ e[ dx A una

férmula de cuadratura obtenida de esta forma se denomina fimwula de tipo interpolatorio.

Definicién. El grado de precision de una férmula de cuadratura es el nimero natural 7 que verifica :

E[R]=0

para todos los polinomios R (X) de grado | <N, y existe un polinomio P,,;(X) de grado n+1 tal que
E[P...] # 0.

Se puede demostrar que una férmula de cuadratura es de tipo interpolatorio si y solo si , utilizando n+1
nodos, tiene grado de precisién "n".

Integrando el término de etror cometido en la interpolacion se puede obtener el término de error
correspondiente a las distintas férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio. La forma general del error de
truncatura sea

E[f]=Kf™(c),

donde K es una constante adecuada y 7 es el grado de precision de la férmula.

Formulas de Newton Cotes

Las férmulas de cuadratura de Newton-Cotes son férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio obtenidas
para nodos igualmente espaciados. Tal como se ha explicado de forma general cada una de estas férmulas
se calcula integrando el polinomio interpolador correspondiente.

Existen dos tipos de férmulas, las cerradas y las abiertas.

Las férmulas cerradas son aquellas en las que los extremos del intervalo de integracioén son dos de los nodos
utilizados para la obtencion de la férmula, es decir, @ y b son dos de los nodos utilizados para calcular el
polinomio interpolador que posteriormente sera integrado. Las férmulas abiertas son aquellas en las que los
extremos del intervalo de integraciéon no forman parte de la férmula.

Formulas cerradas

En este apartado se desarrollara el método de calculo de las férmulas cerradas de forma general, y
posteriormente se particularizara para obtener algunas de las férmulas mas empleadas.
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Tal como se explico en apartados antetiores la integral definida entre @ y b se puede expresar como:
b b
J.a f (X)dx = L p(x)dx+ R(f), de manera que se aproxima la integral definida mediante la integral del

polinomio interpolador que pasa por n+1 puntos igualmente espaciados en el intervalo @,b. El etror
cometido se calcula integrando el error del polinomio interpolador en el mismo intervalo.

Para simplificar el calculo y poder generalizatlo a cualquier intervalo @,b, se realiza un cambio de variable,

tal como se hizo en el tema de interpolacion para realizar el calculo del polinomio interpolador por el
método de Newton mediante diferencias finitas.

a b
Xo Xy X, X Xn1 Xy
l | | | | l
I 1 1 1 1 1
h h
X=Xy+t*h
0 1 2 t n-1 n
l | | | | l
I 1 1 1 1 1
1 1
En el grafico se puede ver que la distancia entre nodos viene determinada por el valor h=—— y que la
n

relacion entre la variable x y la vatiable t permite calcular dx = h[dit.

Realizando este cambio de variable se tiene lo siguiente:

j:f(x)dx:j;q(t)mmHR(f):I :jo”q(t)[mmt

Se debe calcular por tanto la integral I (: q(t) thdit = h I : q(t)at .

i oo t n 0 . nt i )
Siendo q(t) = ZA' f (Xo)(lj = hJ.o q(t)at = hZ(A' f (Xo)jO (i jdt]. Asf las férmulas de integracion de
i=0 i=0

newton cotes cerradas se obtienen integrando los polinomios interpoladores de Newton mediante
diferencias finitas.

En cuanto al error en la integral, éste se calcula a partir del error cometido al sustituir la funcién f(X) por

el polinomio P(X). En el tema de interpolacion se estudio el error cometido mediante la expresion

f n+l) (Q()
X) =—=T1(X) .
&) n+1! o
. b £7(4)
El error en el calculo de la integral serd por tanto R(f) = j YT M(x)dx.
a2 n !

Al realizar este estudio. Aparecen dos situaciones distintas, en funcion del valor que toma nN.
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Para valores de N impar, se realiza el calculo mediante el cambio de variable anteriormente explicado

n+1) n+1) b
R(f)= j f (an() f Jﬁ) J-al'l(x)dx . Basta saber que

M) =(x- )(X %) (x-
X,)...(X=x,) = () theft -1) (hC{t - 2) 0. (hi{t —n)

). . .(X - Xn) y que realizando el cambio de variable X =X, +t [, resulta:

(x=%) (x=x)(x-

Por tanto:

fn+1) fn+1) N fn+1) -
R(f) =+j)j:n(x)dx=rg)jo h™t(t -1)... (t —n)Ch ot = KT;()h

En el caso de formulas en las que N es par, si se realiza de la misma forma el calculo,

fn+1)
R(f) = j (f)j M(x)dx . El resultado de la integral es cero. La integral

J. M(X)dX se anula ya que se trata de integrar un polinomio que tiene n+1 raices distintas, igualmente

fnﬂ)(‘() M=

espaciadas en el intervalo a,b

)fo X1 ﬂz X3 X4
/
f

b ' 2

/ f

/
/ l
J
Esto quiere decir que las formulas de integracion de Newton Cotes en las que Nes par, son de orden N+1

puesto que el error no es funcién de f™P(&), sino que serd funcién de ™2 (€).

El etror no estd en un polinomio de grado n+1 (l_l(X)) sino en un polinomio de grado N+2. Este

polinomio es X(X) .
f n+2) ( E)
El error se calcula mediante la expresion : R(f) = J- X (x)dx.
Para realizar este calculo se procede mediante el cambio de vatiable ya utilizado X =X, + h{, con lo que la

(5)(x0+h[ﬂ)[ph[ﬂmmt ~1)...h[{t - )] it

expresion resultante es: R(f) = j
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R(f):f:jg)j ) (Ph(BCh (Gt —1)...hC{t —n)] h

n+2) n
"'%g)jo(h[ﬂ)E[]h[ﬂ[hEﬂt—l)...th—n)]hmt:
— fn+2)(<() n+3 "2
=0+ — S0 -1)... ()l

De este modo queda reducido el calculo del error a resolver una integral definida en variable t

R(f) = fnﬂ)(‘()h””j t2[{t -1)... (t —n)Cdit

Calculo de las formulas.
n=1

aT_XO b:)(l
I

< =
<%

En este caso se trata de una férmula en que se dispone de dos nodos a=X, y b=x,.

El calculo de la férmula se realiza, tal y como se ha explicado de forma general:

| = [ a(t) et = h[ (%) +Af (x,) ) et = h{f(xo)[ﬂ+Af (x) [Sﬂ

=h[f(x0)+%Af(x0)} [f(xo)+ (f(xl)—f(xo))} ST+ ().

b f2 f2 b

El error de la férmula se obtiene como: R(f) = I % M(x)dx = %J‘ (x—a)(x—b)dx.
a a

Haciendo el cambio de variable resulta:

_ 2)(4‘) _f2() s __PRPO?¢)
R(f) = jh[ﬂmm Dhigt=— mjtm 1) ot o

La formula completa es:

h®[F (&)

b h
J, F09ax=2(F06) + () ==
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OIZX
T

o
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h:ﬂ
2

. . b-a
En este caso la distancia entre nodos es: h = ——.

2

Calculo de la férmula:

| :IOZQ(t)mmt:hj;(f(xo)+Af (xO)Eﬂ+A2f(xo)EtJ%Jmt:
- o Gl
_h[f(xo)[ﬂ"'Af(Xo)%"'Af(Xo)[EB 4]}0

Af =f - f(x
) (XO) (Xl) ( 0) , sustituyendo en la expresion y operando resulta:
A (%) = F(x,)=2f (x)+ f(x,)

I =2(f<xo)+4f<x1)+ f (x,))

En cuanto a la expresion del error, se debe tener en cuenta que se trata de una férmula con N par. Esto
implica que se trata de una formula de integracion de orden n+1.

., . . _F28) 15722 Y
La expresion de cileulo del etror es por tanto: R(f) = TiggeT h jo t° [t —1)(t — 2)Lait .

h5 Er iv)(qz)
90

Operando en la expresion se obtiene : R(f) =—

La formula completa es:

b h h5 [riv)
J7 1 0= 01 0g) +af )+ £ ) - L@
Otras formulas cerradas
n=3 [ f (x)dx=3—;(f(xo)+3f () +3F (,)+ T (xg))-%om(‘z)
b 2h 8’ oF
n=4 J'a f(x)dx=4_5(7f (%) +32f (x )+ 12f &, 7+ 3X &, F+ 7 X, )—T(E)
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Calculo con Mathematica:

Formulas de Newton - Cotes cerradas

fornula[n_]:=Integrate[h«InterpolatingPolynonial [Table[{i, f[xi]}, {i, 0, n}], t1, {t, O, n}] //Sinplify // Traditional Form
error [nJ::If[OddQ[n],
f . S
h”*Z*D[ X1, (?nfjf)ll}] / ><_)f*lntegrate[ljl(l -i), {t, 0, n}] /7 Sinplify //Traditional Form
: 1=
f . =
h”*3*D[ X1, (?nf;)zl}] / ><_)é-*lntegrate[(ljl(l —\)]*1, {t, 0, n}] /7 Sinplify // Traditional Form
: 1=
v Colum([Tabl e[formula[n] +error [n], {n, 1, 5}]]
Thf o)+ f (x1)) + -5 (o)
Lh(f (xo) +4T (x1) +f (x2)) + - hof @ (5
3h(f (xo) +3F (x1) +3f (x2) +F (x3)) +-Z h®F @) (&)
2
45

h (7f (xo) +32f (x1) +12F (Xo) +32f (Xa) +7f (Xa)) + -2 T F ® (&)

_ 275 h7f(6) (s
12096

Jen

h (19f (xo) +75f (x1) +50f (x2) +50f (x3) +75f (Xq) +19f (X5)) +

|

88

Formulas abiertas

Las férmulas abiertas son aquellas en que los extremos del intervalo de integracion no forman parte de la
formula.

El proceso de calculo de las féormulas abiertas es idéntico al de las férmulas cerradas, salvo en dos
cuestiones. En primer lugar, dado que no interviene los extremos del intervalo en la férmula, se puede
comenzar trabajando con una férmula en que solo intervenga un nodo (n=0). Por otro lado, dado que los
extremos del intervalo no forman parte de la férmula, al realizar el cambio de vatiable para integrar el
polinomio interpolador, los extremos del intervalo no seran 0 y n como veremos mas adelante.

Para realizar el calculo de las férmulas, se cambia a la variable t. Los nodos esta igualmente espaciados y
b-a

separados una distancia h.De forma general , el valor de h se calcula como h= P debido a que los
n

extremos del intervalo no forman parte de la férmula. Como el extremo inferior del intervalo no forma
parte de la formula de integracion, X,es por tanto @a+h. Por tanto en la variable t el intervalo de
integracion va desde -1 hasta n+1.

En cuanto a la expresion del error cometido al realizar el calculo de la integral, sucede lo mismo que en las
formulas cerradas. Al tratarse de nodos igualmente espaciados, las formulas de integracién con n par, son de
orden n+1 mientras que las formulas de integracién con n impar son de orden n. El calculo se realiza de la
misma manera que se realizo para las férmulas cerradas, salvo que los extremos del intervalo de integracion
son-1yn+1.
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Calculo de las formulas.
n=0

Solamente hay un nodo, por tanto el polinomio interpolador que se obtiene es una constante q(t) = f(x;).

Tal como se aprecia en el grifico, el valor de hes

h:ﬁ_
2+n

. En general, para cualquier férmula abierta,

La férmula de integracion se obtiene como:

=" a@ it =hi]" f(x)dt =hF (%) ft]", =200 CF (x,).

El error en la férmula se calcula como en las férmulas en las que n es par:

b £2) (£ b 2(£)
R = [ xm o= Puxsgyae= O (g rem) em maae

£2(6) ¢ £2(8) st _ &) ap
Operando resulta: R(f) :Thzj_l(xo) (f Cait +Th3~[‘1t2 Colt —Thsj_lt 2 [t .

2) 3t 30 2)
Por tanto R(f):ﬁrﬁ t_ :M.
2! 3 3

-1

3¢ 2)
La férmula completa para n=0 es: J.: f(x) Ldix = 20T (x,) + % .

A esta férmula se la conoce con el nombre de férmula del punto medio.

n=1

t t
El polinomio interpolador en este caso, en vatiable tes: ((t) = f (X,) (Oj +Af (X,) (1] )

128



INTEGRACION NUMERICA

at) = f () +( f ) = f (X))t

La férmula de integracion resulta por tanto: | = J._zl( f (%) +( f(x)—-f (XO)) t) (h [olt

I:hEEf(xo)EM(f(xl)—f(xo))%} =3—:(f(xo)+f(xl))

2) 2)
El error de la férmula se obtiene como: R(f) = j:% M(x)dx = fzﬁj‘: (X=X%,)(X=x)dX.

Haciendo el cambio de variable resulta:

f? 2 f? 2 3mF?
R(f) :ﬁj h [ Ch [t — 1) Ch Cdit :ﬁ[ﬂﬁj t [t — 1) [ot _SIErTE)
2! -1 21 -1 4
b 3h 3meF?
La formula completa es: j f (x) dix = 7( f(x)+f (X1)) +T(€)
a
Calculo con Mathematica:
Formulas de Newton - Cotes abiertas
np= formula[n_]:=1Integrate[hx!nterpol atingPol ynom al [Table[{i, f[xi]}, {i, O, n}], t], {t, -1, n+1}]// Sinplify // Traditional Form
n2j= error [n_J:=1f [O:IdQ[n],
h"*Z*D[f X1, {?nf:lf)ll}] /- ><_Hg*lntegra\te[‘lj (t -i), {t, -1, n+1}] //Sinplify //Traditional Form

n
h"*3*D[f X1, {ihﬂ;f'}] /- qu*lntegrate[(n(t —i )]*t, {t, -1, n+1}] // Sinplify // Traditional Form]
+2) 1
i=

ly Ni3l= Col um [Tabl e[fornul a[n] +error [n], {n, 0, 5}11

2ht (xo) + 3 h3f7 (&)

Shfxo)+f (xa)) = 303 (5

$h@2f (o) -F (x1) + 2 (x2)) + 2 05T @) ()

2 hALT (xo) +F (x1) +f (x2) +11f (x3)) + 2= hSF D) (5)

% h(11f (Xo) —14f (x1) +26f (x2) ~14f (x3) +11f (x4)) +% n7f® (g

7h (6111 (x0)-4531 (x1) 5621 (Xp)-562f (x3)-453f (x4)6111 (xg5)) 5257h7f (6) ()
1440 8640

out[3=

Formulas de Newton Cotes compuestas

Tal como se ha podido ver en el estudio de las férmulas de cuadratura de Newton-Cotes, cuando la férmula
K [mp+2 F p+1) (Qt)
p+1! '

de integracion es de orden p, el error cometido es: R(f) =
El tnico valor sobte el que se puede actuar para disminuir el error es h. Para disminuir el error, por tanto se
debera disminuir el valor de h, lo que implica aumentar el nimero de nodos de la férmula.

Sin embargo, tal y como ocurtia en el caso de la interpolacién, aumentar el nimero de nodos de la férmula
no implica disminuir el error, para un nimero elevado de nodos, el proceso de integracion es inestable.
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Debido a esto, la manera de disminuir le valor de h , no es creando férmulas de integracion con n elevado,
sino que se realizan subintervalos dentro del intervalo de integracion [a,b], donde se aplican férmulas de
integracion sencillas muchas veces.

Este proceso recuerda a la realizacién de procesos de interpolacion polindmica a trozos. De modo que si se
compone N veces la regla del trapecio, estarfamos creando N rectas que unen cada pareja de nodos e
integrarfamos todo el conjunto de rectas.

Si se compone N veces la primera regla de Simpson, se crean N funciones parabolicas y se integran todas
ellas y asi se continuarfa sucesivamente.

Por tanto las formulas de Newton-Cotes compuestas se calculan de la siguiente manera:

.[:f(x)dx=ili +iR(f)

a |1 |2 IN b

Tal como se aprecia en el grafico, cada una de las férmulas I, pueden ser diferentes, sin embargo si se
utilizan férmulas distintas, el orden de las férmulas tanbien sera distinto, con lo que en unas zonas del
intervalo, el etror cometido sera mayor que en otras. Para evitar esto, se utiliza la misma férmula de
integracion repetida N veces a lo largo del intervalo, utilizando de este modo el mismo valor de h a lo largo
del intervalo, lo que simplifica los calculos. Este proceso también homogeniza el error cometido a lo largo
de todo el intervalo [a,b].

Cuando se aplican estas féormulas, el error cometido es:

N K hP2 [ F p+1)(<ti) _ K [hP2

R(f):;R(f):; p+1l YT

gfpﬂ)(é)-

En cada subintervalo existe un valor ¢ para el que se calcula la detivada p+1. Se puede demostrar que en el
N

intervalo total [a,b] existe algun punto & para el cual z f P+ (f, ) =N[F PP (f ) con lo que la expresion
i=1

de error queda de la forma:

Kh**? .
R(f) = NT]_I f PV () . Postetiormente se modificara esta expresion dependiendo del tipo de
p+1

formula que se emplee, sabiendo que h= en las formulas cerradas y h= en las férmulas

abiertas.
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Formulas cerradas.

n=1 Regla del trapecio compuesta.

a l1 P In b
Xy _b—axl X, XN XN
"N
. % h h*CF (£)
La regla del | fF()dx=—=(f f ——
a regla del trapecio es LO (x)dx 2( (%) + ()(1)) 12

Si se compone N veces en el intervalo [a,b], resulta:

jb f (x)dx:j:j f (x)dx+j:2 f (x)dx+--.+j:N_ f (x)dx =

I 10k = D100+ £00)+ 0100+ F0) +- 2 £ 06, + () + R =

J. £ 90k =2 06) +2 (1) + 2F () -+ 2f (),_)* T 6, ] +R(F)

El error cometido sera: R(f)=ZN:R(f) i [f (5) _h ZN:f (&).

i=1 i=1

El valor de h en las férmulas cerradas es h = % y en particular para la regla del trapecio compuesta
n

2 b-a)h? ..
sera h _bT’ por lo que el etror resulta: R(f) = —Nh— f (&)= % f (¢).
La formula trapezoidal compuesta es por lo tanto:
(b-a)h’®
J7 £ 00k = D[ F06) +21 (4)+ 2F )+ 20 (- )+ 1 66y ] =i 1)

n=2 Primera regla de Simpson compuesta.

a |, I I b

(_H
5 % o

X %
| 1 1
! I I 1
h:m
2N
Xo 5 iv)
La primera regla de Simpson es: LO f (X)dx :2( F (%) +4f (x)+ T (%))~ h [fgo ($)

Si se compone N veces en el intervalo [a,b], resulta:
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jb f (X)dx = LO f (x)dx+j:“ f)dx++ [ fF(x)dx=

XoN-2

J7 £k =D(F06) +41 00)+ £ () +2( () + 4T (x)+ F (x,) +

*2( fOn-z) + 4T (Xy-)+ f (x5)) +R(f) =

J7 £ 90k = [ F06) +41 (5)+ 2F )+ 41 () -+ 2F a2 ) 4 K )0 £ J+RE)

N N |v) 5
El error cometido sera: R(f) = z R(f)= Z (E) _h Z f (&).

i=1 i=1

a
El valor de h en las férmulas cerradas es h :N—* y en particular para la primera regla de Simpson
n

b-a : (b-a)h*
ompuesta sera h=—— por lo que el error resulta: R(f)=-N— " (&) = ——L— £V (&).
compuesta serd on 2 Porloau a: R(f) ol © ™ ($)
Formulas abiertas.
n=0 Regla del punto medio compuesta.
b-a
En las formulas abiertas, el valor de hes h = m y el grafico que resulta para esta férmula es:
n
a ly I, |y b
— ey =
XX X X X Xon-2 Xon-1 Xon
1 1 1 1 1
] ] ] ] ] ] L}
«—
h= E
2N

Xo 3 2)
La regla del punto medio es : LO f(x)Lex =20 CF (x,) +%

Si se compone N veces en el intervalo [a,b], resulta:

jb f (X)dx = LO f (x)dx+j:2“ f (x)dx+--.+j:NN_2 f(x)dx =

jb f(X)dx = 2hF (x)+ 2hF (x, )+ + 20 F (x,_,)+ R(f )=

[ £ (9= 2[ £ (%) + £ () +-+-+ F (5 )] + R(F)

N N 2) 3
El error cometido sera: R(f)ZZR(f) z (E) h Zf ().

i=1 i=1
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El valor de h en las férmulas abiertas es h = _b-a y en particular para N =0 serd h= b-a , por lo
N*(n+2)
s b-a)h® .
que el error resulta: R(f) = N% f ($) :% f (£).

La formula del punto medio compuesta es por lo tanto:

[ £00dx=2h[ (%) + £ () 4+ f (xth £

Siguiendo el mismo razonamiento se pueden calcular férmulas compuestas para otros valores de n.

Reglas recursivas y método de Romberg

En este apartado se explicara cémo se pueden conseguir aproximaciones a la solucién de una integral
mediante la regla de Simpson utilizando combinaciones lineales de las aproximaciones obtenidas mediante
la regla del trapecio.

Esto supone una mejora puesto que las reglas del trapecio son reglas de orden uno mientras que las reglas
de Simpson son reglas de orden tres. A demas, a medida que se van utilizando un mayor nimero de nodos
se disminuye el error, como ya se explico en apartados anteriores.

Para realizar este proceso, en primer lugar se deben obtener reglas del trapecio sucesivas. Cada nueva
aproximacion se calcula utilizando una regla del trapecio compuesta en que el valor de hpasa a ser la mitad
del anterior. Esto implica que en cada aproximacion se duplica el numero de subintervalos que se tenfan en
la aproximacién anterior.

T(f,h)
o e
- S Y - na S h - o
X h % X, X, X,
1 ] ] ] []
l‘ || J || |}
g 2h A s
T(f,2h)
Ng ah B
_ah
T(f,4h)
_4h
T(f, 4 =—(1 0g)+ f (%)
2h

T(f,2h)=7(f (%)+2f ()+ f (x,)

TOFR) =D (F () + 26 (x)+ 2F (6,)+ 2F (k) F (x,)
2
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En general, en un intervalo [a,b] se puede obtener una regla del trapecio compuesta con distancia entre
nodos h a partir de la regla del trapecio con distancia entre nodos 2h mediante la expresion:

M
T(f,h) :w+h@ f (X_1) » siendo M el valor que se obtinene mediante el calculo de los
k=L

subintervalos utilizados dentro del intervalo [ab]. Si el intervalo [ab], se divide en 2! subintervalos
entonces 2! = 2[M .

Ejemplo:

Trabajando con dos subintervalos: j=1=2'=2[M = M =1,

T(, 20 =21 6)+ £ (%)
T(f,h) :g(f(xo)+2f )+ f (%)

21 00)+ £(x) "
T(f,h)= > +hIT (g) = (1 06) +2f 00)+  (x,))

Trabajando con cuatro subintervalos: j=2=2=2IM =M = 2,

T(F, 20 =2 (1 66)+ 2F )+  (x,)
T(f,h)=g(f(xo)+2f (x)+2f () + 2f () f (x,)

2 (100 +21 05)+ 1 (1)

T(f,h)= > +hF (x)+hF (x,).
infs) inf2
10 10k
0.5 / o.sf /—/_—’
i &
1 1 |
0.5 10 15 1 0.5 1h 15 1
1 Bt P
0.5 0.5
10 10
T(0O) es el drea correspondientea 2° = 1 trapecios T(1) es el drea correspondientea 2% = 2 trapecios
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T(2) es clarea correspondientea 22 = 4 trapecios.
L |
u

2
Se desea calcular el valor de la integral jo Sn(X)dX mediante la utilizacion del la regla del trapecio
TO), TOYT (2.

b-a
T(0) : en este caso j=0 hay un solo subintervalo , por tanto h = > =b-a=2

T(O)zg( f(a)+ f (b)) =%(S’n(0)+ Sn(2)) = 4 O+ 0.90929F= 0.9092!

b-a_ b-a

T(1): en este caso j=1 hay dos subintervalos , por tanto h = Ry =1
T@Q)= @ +hEn@)= %ﬁ 10.84147% 1.296]
T(2): en este caso j=2 hay cuatro subintervalos , por tanto h = %a = % = EZ

T(2)= % +h Eﬁn(—g +h Eﬁn(gj = 1'22612+ —ZJE(D.479426+—2E 0.997495 1.386

Calculando T (3): se obtiene: T (3) =1.40876:

Partiendo de aproximaciones sucesivas de la regla del trapecio, se pueden realizar combinaciones lineales de
las mismas para obtener aproximaciones al valor de la integral mediante reglas de Simpson.

En general se verifica la siguiente igualdad: S( j) = 4T() _3T (-1 , donde S( ] ) es la aproximacion a la

regla de Simpson con 2! subintervalos obtenida a partir de T (J), regla del trapecio compuesta con

2! subintervalos en el intervalo [ab] de integracion y T (j —1) es la regla del trapecio compuesta con

217! subintervalos.

Lo probaremos para j=1.
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_4AT()-T(0)

s() =T

T (1) es la regla del trapecio compuesta dos veces en el intervalo [ab], por tanto h =E.

2
T(1)=2(f<xo)+2f (%) + ().

2h

T(0) es la regla del trapecio simple, por tanto h'=b—-a=2h. T(0) = >

(f %)+ f (%))

h 2h
it Aol w1 00) |- )

3 3
_ h(zf (%) +4f (x )+ 2f (XZ))—h(f X, )+ f (Xz)) :D
3 3

=

(f (%) +4F () + f(x,))
Ejemplo:

Partiendo de los valotes conseguidos en el ejemplo anterior, T(0), T (1)y T (2), se desea obtener nuevas

2
aproximaciones al valor de la integral jo Sn(X)dx, mediante las reglas recursivas de Simpson.

s(1)= 4T(1)-T(0)_ 41.20612 0.909297, ,.
3 3

5(2)= 4T(2)-T(1)_ 40138652 1.29612, ,. .
3 3

s(3)- 4T(3)-T(2) _ 41.40876 1.38652, ,, -

3 3

Del mismo modo que se ha demostrado que a partir de una combinacion lineal de reglas del trapecio se

pueden conseguir reglas de Simpson, se puede demostrar que partiendo de reglas de Simpson, se pueden
obtener reglas de Boole.

Suponiendo que {S(j)} es una sucesion de aproximaciones dadas por la primera regla de Simpson,

utilizando en cada caso 2! subintervalos en el intervalo [a,b], Si j 22 y B(]) es la aproximacién al valor

de la integral dado por la regla de Boole con 2! subintervalos en el intervalo [a,b], entonces B(]) se puede

1605(j)-S(i-1)
15

calcular mediante la expresion: B(]) =

paraj= 2,3,.
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Blemplo:
-
Obtener las aproximaciones a las reglas de Boole mediante combinaciones lineales de reglas de Simpson

para la integral j 02 Sn(x)dx.

16[5(]2—8(1): 16]1.4161655 1'4250:61.41605.

B(2) =

1605(3)-S(2)  1671.41617 1.41335

B(3)= =1.41614
15 15

Se puede obtener todavia una mejor aproximacion a la solucion de la integral componiendo los dos dltimos
resultados:

64[B(:)3—B(2): 64]1.41661: 1'4160:91_41611

Método de Romberg.

A la vista de los resultados de las reglas recursivas explicadas en el punto antetior, se puede ver como
mediante el calculo de distintas reglas del trapecio (de orden uno), se pueden ir consiguiendo reglas de
Simpson compuestas (de orden tres) , a partir de éstas, reglas de Boole compuestas (de orden cinco) y asi
sucesivamente.

Tal como se ha explicado anteriormente, el etror cometido en las reglas del trapecio compuesta depende de
h? (O(hz)) , mientras que las reglas de Simpson compuestas dependen de h* (O(h4)) , v asi

sucesivamente a medida que aumenta el orden de la férmula aumenta el 6rden en el término de error.
Esto implica como ventaja que se puede obtener resultados para formulas con gran cantidad de nodos sin

tener que utlizar férmulas de Newton-Cotes simples que a partir de cierto nimero de nodos tiene
coeficientes negativos, lo que puede producir errores por pérdidas de cifras significativas en los redondeos.

Como inconveniente se tiene que para obtener una nueva aproximacion del valor de la integral se debe
duplicar el numero de nodos en los que se evalua la funcion.

A partir de lo visto en las reglas recursivas del punto anterior se puede obtener el esquema general del
método de Romberg de la siguiente manera:
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R(j,0) R(j,D) R(j,2) R(j,3) R(j,4)
) Regla del Regla de Regla de Tercera Cuarta
J Trapecio Simpson Boole mejora mejora
0 R(0,0)
1 R(1,0) R(1,1)
2 R(2,0) R(2,1) R(2,2)
3 R(3,0) R(3,1) R(3,2) R(3,3)
4 R(4,0) R(4,1) R(4,2) R(4,3) R(4,4)

Analizando todos los resultados obtenidos en las reglas recursivas del punto anterior se llega a la conclusion
que para obtener los elementos de la tabla que representa el método de Romberg , se deben realizar los

célculos de las sucesivas reglas del trapecio compuestas con 2! subintervalos y que posteriormente se realiza
el caculo del resto de columnas siguiendo la regla general:

R(j,K)=

4MR(j,K-1)-R(j-1K-1) [K=1
4¢ -1 j=K

Ejemplo:

2
Se desea aplicar el método de Rombetg para obtener una aproximacion al valor de I . Sn(x)dX realizando

calculos hasta la quinta mejora, es decir hasta dividir el intervalo [a,b] en 2° subintervalos.

Esto implica realizar el calculo de reglas del trapecio compuestas hasta conseguir un valor de

Una vez conseguidos los valores de las sucesivas reglas del trapecio compuestas, se realizara el calculo del
resto de columnas de la tabla utilizando la expresion indicada anteriormente.

En la siguiente tabla se pueden ver los resultados de utilizar el método de Romberg. A medida que se va
bajando en cada una de las columnas la aproximacioén es mejor, puesto que se trata de formulas del un
mismo orden con una valor de hdecreciente. A medida que se calculan columnas hacia la derecha se
obtienen mejores aproximaciones puesto que se obtiene féormulas en las que la expresion del error cometido
depende de potencias de h de grado mayor.
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[ sin(ax

Valor exacto= 1.416146837

‘R(,O"  "RM,H" "R(n,2" "R(nY"  "R(n,4"

e
2
1
1
2
1
4
1
8

1
16
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Ejercicios

1.- Obtener una férmula de integraciéon numérica de tipo interpolatorio asi como los correspondientes
términos de error siendo las férmulas de la forma:

2) jol f (x) dx Da, OF (0) + &, I (3)
b [ f(x)dxOhifa, Of (=h) + &, OF (0) + &, Of (h)]

9 [0 f(9 dx O aODf[ﬂ + a, Of H + a, Of [ﬂ
d) jll f(x)dx Oa, Of [—ﬂ + 2, Of (0) + a, Of [ﬂ

2.- Calcular

3 dx

X
utilizando la regla de los trapecios compuesta con 2 y 4 subintervalos, y aplicando posteriormente
extrapolacion de Richardson para calcular una tercera aproximacion.

3.- Evaluar

por medio de :
a) la regla del trapecio.
b) la primera regla de Simpson.
c) lasegunda regla de Simpson.
Acotar el error de truncatura en cada caso.

4.- Utilizando la regla de los trapecios y la primera regla de Simpson calcular

f f (%) dx=f OG- 2x2 + Tx - § dx

Obtener una cota del etrror cometido.

5.- Evaluar
3
L (x> = 2x* + 7x — 5 dx

utilizando la regla trapezoidal y la férmula abierta de integracion de un punto cada una con grado de
precision 1

6.-Evaluar
Jf (x> = 2x* + 7x - § dx

utilizando las férmulas abiertas de Newton-Cotes de
a) dos intervalos de integracion.
b) Cuatro intervalos de integracion.

7.- Calcular
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3
L (x> = 2x* + 7x — 5 dx

aplicando
a) la regla del trapecio dos veces
b) la regla del trapecio cuatro veces.

8.- Calcular
0 3 2
f_l (x> + x%) dx

utilizando la férmula de los trapecios compuesta, garantizando que el error de truncatura cometido sea
menor que & = 0.03.

9.- ¢Qué valor de h serfa necesario considerar para calcular
J%
0

sen(x) dx

con 5 decimales correctos utilizando la regla de Simpson compuestar
10.- A partir de los datos de la siguiente tabla

x | 000 | 025 | 050 | 075 | 100 | 125 | 150 | 1.75 | 2.00
y(x) | 1.000 | 1284 | 1.649 | 2117 | 2.718 | 3.490 | 4.482 | 5.755 | 7.389 |

Estimar

Jj y(X) dx

de la forma mas adecuada. s/ Tendra el resultado obtenido 3 cifras decimales correctas?

11.- Se desea calcular
J;)H sen(x) dx

a) Utilizar la primera regla de Simpson con 9 nodos.
b) Utilizar la segunda regla de Simpson con 4 nodos.
¢) Obtener cotas del error de truncatura

12.- Dada la integral
=] 6-x"dx
2
determinar el numero de veces que hay que componer la regla de Simpson para obtener el valor de I

con un error £ =107,
Obtener dicha integral con la precisioén pedida.

13.- Se desea calcular un valor aproximado de

[\ V% o

utilizando los datos de la siguiente tabla:

x | 100 | 105 | 110 | 115 | 120 | 125 | 130
x | 10000 | 1.0247 | 1.0488 | 1.0724 | 1.0954 | 11180 | 1.1402
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a) Considerar la férmula trapezoidal.

b) Considerar la primera regla de Simpson.

¢) Considerar la férmula trapezoidal compuesta.

d) Considerar la férmula de Simpson compuesta.

e) Obtener cotas del error de truncatura en cada caso.

14.- Con los datos de la siguiente tabla

x

1
o | 3] 4 [ 3|

Calcular

9
jl f (x)dx

a) Ultilizando la primera regla de Simpson compuesta.

b) Realizando dos aplicaciones de la férmula abierta

5
14h fiv) (5)

X4 4h
LO f (9 dx == 2f, = f, + 2f)) +

¢) ¢por qué coinciden los resultados?
15.- Sabiendo que
0.8
jo f(x)dx =2
max|f¥ (x)<3  en[0, 04,
siendo conocida la funcién por los datos de la siguiente tabla

x | 00| 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 |08
fx) | 5 ] 8 | ¢ | 3 | o | 3 | 3 |5

Emplear la primera regla de Simpson compuesta para estimar f (0.7).

16.- La funcion
f(x)=10- 38 & + 74 0%* - 40%°

se usa en el calculo de la siguiente tabla de datos:

x 000 010  0.30 10.50 10.70 10.95 [1.20
fx) [10.00 [6.84  [4.00 |4.20 |5.51 |5.77 11.00

Evaluar

j:'z £ (%) dx

utilizando de forma adecuada una combinacién de las reglas primera y segunda de Simpson y de la
regla de los trapecios para obtener la mayor precision posible. Hallar una cota del error cometido.

17.-
1) Obtener una férmula de integraciéon del tipo
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[ ygdx=hifia, 3 + A Dy(m)] +n* 0B, (0 + B, Oy'(")] (9

para que sea lo mas exacta posible.

1) ¢Cual es el grado de exactitud? Determinar la expresion del término de error
correspondiente

iif) Realizar un cambio de variable que permita aplicar la férmula (1) al calculo de la integral de una
funcién definida en un intervalo genérico [a' b] .

. , - : . : a,b
1iv) Deducir la expresiéon que resulta al componer dicha férmula N veces en un intervalo [ ' ] .

v) Comentar ventajas e inconvenientes de esta férmula con respecto a las férmulas de Newton-Cotes
de su mismo grado de exactitud.

vi) Aplicar la férmula compuesta al calculo de

J: e* dx

18.- Aproximar
f L(x) dx

con un error menor o igual que 0.02, utilizando la férmula abierta del punto medio compuesta.
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