Aproximacion minimo-
cuadratica.

Introduccion.

La aproximacién consiste en ajustar una funcién f mediante otra funcién # mas manejable desde el
punto de vista matematico, dentro de cierto intervalo. En otras ocasiones, se pretende ajustar una setie
de datos experimentales mediante una curva.

Cuando se trata de ajustar una funcién f mediante otra /* en un intervalo [a,b], se trata de un problema
de aproximacién de tipo continuo.

Cuando el objetivo es ajustar una serie de datos experimentales mediante una curva, se trata de resolver
un problema de aproximacion de tipo discreto.

Desde el punto de vista conceptual, la resolucién de un problema discreto o continuo es idéntica, por
lo que estudiaremos el problema de manera general y posteriormente particularizaremos para cada
caso.

Planteamiento matematico general.

Para abordar un problema de aproximacion se debe trabajar con espacios vectoriales normados.

En un espacio vectorial E en el que se ha definido una norma " " , se tiene un vector x. Dentro del

espacio vectorial E se tiene un subespacio vectorial S, de manera que se pretende obtener el vector ullS
tal que la distancia d(x,u) sea minima.

La distancia entre dos vectores de un espacio vectorial es la norma del vector diferencia.
Por tanto se pretende calcular:
ullS/. " X-u " Zd(x,u)ZInf” x—v” HEN

De este modo se pretende aproximar el vector x mediante el vector u, que es su mejor aproximacion
dentro del subespacio S.

Esta mejor aproximacion varfa en funcién de la norma que se emplee para realizar el calculo.

En este capitulo aplicaremos la norma euclidea, de manera que realizaremos el estudio de la
aproximacion minimo-cuadratica.
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APROXIMACION MINIMO-CUADRATICA

Existencia y Unicidad.
Teorema 1: Dado un espacio vectorial euclideo E y un subespacio vectorial S de dimensién finita, para
todo vector xUE existe un vector ullS mejor aproximacion de x sobre S.

Teorema 2: Dado S, un subespacio de dimensién finita de un espacio vectorial euclideo E y x un
vector de E. La mejor aproximacioén a x de S es el vector u, proyeccion ortogonal de x sobre S. Como
mejor aproximacion se quiere decir que para todo vector w#u en S se tiene que " X-u " < " X-W "

Demostracion:
Para cualquier vector wLIS se puede escribir: x-w=(x-u) + (u-w).
El vector (u-w) es un vector que pertenece a S puesto que es diferencia de dos vectores de S.

. . L
El vector (x-u) pertenece al subespacio ortogonal a S que llamaremos a partir de ahora S que es la
componente de x ortogonal a S y que por lo tanto es ortogonal a cualquier vector de S.

Asi que (u-w)LS y (x-u) S" son vectores ortogonales.

" X-W " P =<xw, xw >=<(xu) + (W), (x-u) + (Ww)>=<(x-u),(x-u)>+<(x-u),u-w)> + <(u-
w),(x-u)>+<(u-w),(u-w)>=<(x-u),x-u)>+0+0+<(u-w),(u-w)>=

sl =llxcull” +u-wll*= flxw]]>[lxull
Por tanto el vector u es la mejor aproximacion de x en S.

Teorema 3: El vector u mejor aproximacion de X en S es unico.

.y . . L .
Demostracion: Dado que los subespacios vectoriales S y ™ son suplementarios, todo vector x UE se
- L .
puede descomponer de forma tnica como suma de un vector ullS y un vector (x-u) LS. Es decir , el
vector ullS es unico.

Esta caracterizacion, es la que permite calcular el vector u.

Calculo del vector mejor aproximacion.

S es un subespacio vectorial de E de dimensioén finita n.

Una base de S sera. Bg = {el €y, Q} , por tanto el vector u es combinacion lineal de los vectores de

labase de S, u=ue; + ue, +...+ + ue,.

L .
x-ullS™ por tanto es ortogonal a todos los vectores de S y en particular a los vectores de la base B

<x-u, e>=0 Ui=1,...., n. Esta expresion representa un sistema de n ecuaciones con n incognitas (las
coordenadas del vector u en la base By).

x-u = x- (e, + ue, +...+ +ue)
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<x-u,e, >=0=<x-u,§ U, g -...u, €& ,e>=0
<x-u,e,>=0=<x-u,€ -U, & -..4, & ,8>=0
<x-u,g, >=0=><x-u,§ -U, g -..4, € ,>=0
Desarrollando la expresion queda:

<X,€>-<U§,§> <U, §,¢> -.<Uu, £ ,6=0

<x6>-<U,§,6> <U, § 8> -.<U, £ &=0

<X,€>-<U §,§> <U, &,8> -.<U, £,

e=0

Aplicando las propiedades del producto escalar, transformando la expresion y representandola
matricialmente resulta:

<e,§> <¢g,e> <e.ee |y < X&
<€,6> <§,8> - <@ .U, | _|< X£
<€.,§> <&,6> - < g.f>)\U, < Xe

Este es el sistema de n ecuaciones con n incégnitas que permite calcular el vector u mejor
aproximacion a x en el subespacio vectorial S.

A este sistema se le conoce como sistema de ecuaciones normales y su solucion son las coordenadas
del vector u en la base B.

Si la base By fuera ortogonal, entonces <e,e,>=0 Lli#j, de manera que la matriz de coeficientes del

P

sistema de ecuaciones normales serfa diagonal.

<e ,§> 0 0 u, <X >
0 <e,,6> .- 0 u, | | <x8g>
0 0 - <e,,g >)\u, < Xg>

De modo que resulta muy sencillo despejar el valor de cada una de las coordenadas del vector u,

_<X,e> _. - .,
u, =———— [i=1,...,n,lo que simplifica la resolucién del problema.
<e,e>

Aproximacion minimo-cuadratica continua.

En este apartado se particularizara el desarrollo matematico expuesto en el apartado antetior para
ajustar funciones mediante polinomios en un cierto intervalo [a,b].
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Dado el espacio vectorial euclideo E de todas las funciones reales de variable real continuas en un
cierto intervalo [a,b], se pretende ajustar un vector f(x) de este espacio vectorial mediante un polinomio
p(x) de grado menor o igual a n.

El espacio euclideo E tiene definido por tanto un producto escalar. Este producto escalar se define de
la siguiente manera:

EXE - R
(L9) ~ <f,9>=] f(x)g0qax

El subespacio sobre el que se proyecta la funcion f(x) es el de los polinomios de grado menor o igual a

n cuya base usual es Bg :{l X, X2,---,Xn} .

Aplicando los conceptos explicados en el apartado anterior, el problema se reduce a encontrar las
coordenadas del polinomio p(x), mejor aproximacion de f(x) en el subespacio de los polinomios de
grado menor o igual a n.

pP(X) =3,(1) +a,(X) +a,(x*) +---+a (X") . El problema es la obtencién de los coeficientes

1=0,...,n.

El sistema de ecuaciones normales que resulta aplicando la teorfa general sera:

<1l1> <],x> - <1X'>|[q <f(x),1>
<x,1> <xx> - <xX'> | a <f(x),x>
<x",1> <x",x> - <x",X">/\a, <f(x),x" >

Utilizando la definicion de producto escalar para el caso continuo en un intervalo [a,b] se obtiene el
sistema:

Lbl.ldx j:l-xdx I:lox”dx . I:f(x)-ldx
f:’“ldx I:X'de I:X-X”dx 3 |_ j:f(x)-xdx
be”-ldx j:x”-xdx I:x”-x”dx % j:f(x)-x”dx

Elemplo:

Dada la funcion f(x)=-Cos(T{x+1)), realizar un ajuste minimo-cuadratico de f(x) mediante una parabola
en el intervalo [1,3].
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El subespacio sobre el que se desea realizar el ajuste es el de los polinomios degrado menor o igual que

dos , cuya base usual es: Bg ={l X, X2} . El polinomio que se busca es combinacion lineal de los

vectores de la base By, p(x)=a,(1)+4, x+a, 5°

Aplicando la teorfa del apartado, el sistema de ecuaciones normales que resulta es:

3 3 3 3
LlEldx jlm(dx LlD(de jl (—~Cos(77(x +1)) [dx
3 3 3 2 aO 3
LxEldx jlxD(dx LxD< dx || a |= L (—Cos(71(x +1)) Ckdx
3 3 3 3
[ens [eod [H0néd | [P (-Costatx+1) 3
Calculando las integrales:
> 4 X
26 K 0
-4
26 242 \&) | 2
3 5 4

Resolviendo este sistema de ecuaciones resulta:

165, _ _90. _ _-45
T AT BT

165 90 45 ,

El polinomio resultante es: p(X) = — > 772 772 ﬁ

10t

05¢

-05¢

-10

-15

Grifico conjunto de la funcién f(x) y el polinomio p(x)
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Ejemplo con Mathematica.

Ajuste minimo-cuadratico continuo.
1= f [x_] = -Cos [Pi * (x +1)]

outfl}= Qs [ (1 +X) ]

n2:= base = {1, X, X"2}

oz {1, x, X%}

ns=a=1, b=3;

b
infe]= Mat = Tabl e[‘f (base[[i 1]+base[[j ]1]) dx, {i, 1, Length[base]},
a
{4, 1, Length[base]}]

2 2 2 242
i {{2, 4, 5} {4 5 20} {5 20, 5 }}

3
7= 1nd = Tabl e[‘f (base[[i11f[x])dx, {i, 1, Length[base]}]
1
4
ou= {0, 0, -— }

2

9= sol =LinearSol ve[Mat, Ind]

5 165 90 45
i -5z T2 T
Inf10]= p[x_] = sol . base

165 90 x 45 x2
22" 2 T 22

ol -

1= Pl ot [{p[x], f [x]}, {x, 1, 3}]
1

0.5

.5 2 2. 3
-0.5
-1
-1.5

ou1l]= - G aphics -

Aproximacion minimo-cuadratica discreta.

El problema que se pretende resolver en este apartado es ajustar un conjunto de puntos (x;, y; ) dato de
alguna practica experimental mediante una funcién f(x).

Comenzaremos el estudio ajustando ese conjunto de puntos mediante polinomios.

Este problema es semejante al problema de interpolacién estudiado en capitulos anteriores, pero es
distinto , dado que para realizar una interpolacion polinomial mediante un polinomio de grado n se
necesitan n+1 puntos , mientras que en este caso, se dispondra de un numero m de puntos para
ajustarlos mediante un polinomio de grado n siendo m>n+1.
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Si se intenta realizar el calculo del polinomio tal y como se planted en el capitulo de interpolacion se
obtiene un sistema de m ecuaciones con n+1 incégnitas, siendo m>n+1 , por tanto el sistema de
ecuaciones lineales resultante no tiene por que tener solucion.

Cuando no se pueda conseguir una solucién para dicho sistema, se aplicara el ajuste mediante minimos
cuadrados.

Para aplicar el método de aproximacién minimo-cuadratica, seguiremos el planteamiento general
desarrollado anteriormente.

Se pretende ajustar mediante un polinomio de grado n un conjunto de m puntos (x;, v, ) i=1,....m. Es
decir, se pretende proyectar el vector y sobre el subespacio de los polinomios de grado menor o igual
que n

En este caso, el espacio euclideo n el que estamos trabajando es el espacio vectorial I™ . El subespacio
vectorial S de los polinomios de grado menor o igual que n tiene una base formada por n+1 vectores
que pertenecen a E.

D(x (% X,
| % || % X;
BS:{Lx,x2,~~-,x“}: Y N IR T IR
1 -1 2—1 X:1—1
% )6 X

De esta manera se puede calcular el polinomio p(X) =a,+a [X+a, K +---+a X"
En el espacio vectorial ™ se ha definido un producto escalar de la siguiente manera:
R™xR™ - R

Xy) - <XYy>=D.xy

i=1

Aplicando las ecuaciones normales del ajuste minimo cuadratico a este problema resulta:

<11> <1,x> - <IX">|(q <y,1>
<x1> <x,x> -+ <x,X'>|q <y, x>
<x"1> <x",x> .- <x",x">/\a, <y,x">

Utilizando la definicién de producto escalar en el espacio euclideo U™, el sistema de ecuaciones
normales anterior se transforma en:
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m

;1 2 - i=1 i=1 !
>

m m aO m
D% X DXl a || Dy
i=1 i=1 i=1 e
m m : m a']

z )gn Z )§n+l z )g2n Y. )gn
i=1 i=1 i=1 i=1

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las n+1 coordenadas del polinomio que se
pretendia calcular.

Bemplo:

Ajustar el conjunto de puntos siguiente mediante un polinomio de grado menor o igual que dos.

xi]1]2] 3 [4[5]6 ] 7] 8
yi |1.5]1]0.73 [0.6|0.3 0.2 (0.1 ]0.08

Se pretende conseguir un polinomio de la forma: p ( X) =a,+a X+a, X

La base del subespacio de los polinomios de grado menor o igual que dos es:

1) (1) (1
1112 4
Bs={Lxx} =4[ i [ ]| :
1171149
1)(8)\64

El sistema de ecuaciones normales que resulta de aplicar la teorfa de aproximacion minimo-cuadratica
es:

>1

1

X

8 8
2% 2K
i=1 i=1
8 8 ) 8 3 ao 8
2% 22X 2K a =] X
i=1 i=1 i=1 i=1
8 ) 8 3 8 a1 8 )
RPN 2%

!
[y
!
iy
!
[y
{0l
Ly

Para realizar el calculo de todos estos sumatorios planteamos la siguiente tabla:
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X Yi X X X Yi % VX
1 1.5 1 1 1 1.5 1.5

2 1 4 8 16 2 4

3 073 19 27 81 219 | 6.57
4 0.6 16 64 256 | 24 9.6

5 0.3 25 125 625 1.5 7.5

6 0.2 36 216 1296 | 1.2 7.2

7 0.1 49 343 2401 | 0.7 4.9

8 0.08 | 64 512 4096 | 0.64 | 5.12

2 36 | 451 | 204 1296 8772 | 12.13 | 46.39

El sistema de ecuaciones lineales resultante es:

8 36 204)(a) (451
36 204 1296 a |=|12.13
204 1296 8772)\a ) |46.39

cuya solucién son las coordenadas del polinomio de grado dos, ¢,=1.87339; ¢,=-0.4553; 2,=0.02899.

Por tanto el polinomio resultante es: p(x)= 1.87339-0.4553x+0.02899x".

1.4+
1.2¢
1.0 °
0.8
0.6 ®
0.4

0.2¢

2 4 6 8

Grafico del ajuste polinémico realizado
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Ejemplo con Mathematica.

Ajuste minimo-cuadratico discreto.

= Datos del ajuste
n=b = {1.5, 1, 0.73, 0.6, 0.3, 0.2, 0.1, 0.08};
2= datos =Table[{i, b[[i]1]}, {i, 1, Length[b]}]
ouz= {{1, 1.5}, {2, 1}, {3, 0.733}, {4, 0.6}, {5 0.3}, {6, 0.2}, {7, 0.1}, {8, 0.08}}
n@3l= base = Table[{1, i, i 2}, {i, 1, Length[b]}]
ouf3= {{1, 1, 1}, {1, 2, 43, (1, 3, 9}, {1, 4, 16}, {1, 5, 25}, {1, 6, 36}, {1, 7, 49}, {1, 8, 64}}
= base del subespacio de los polinomios de grado meaagual que dos
ni4]= base = Transpose [base]
ouf4= {{1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64}}
ns)= coef =Tabl e[base[[i]].base[[j 1], {i, 1, Length[base]}, {j, 1, Length[base]}]
oufsi= {{8, 36, 204}, {36, 204, 1296 }, (204, 1296, 8772 }}
= Matriz de coeficientes del sistema de ecuacionegmales
ine]:= coef // Matri xForm
Out[6]/MetrixForme
36 204 )

36 204 1296 |
(204 1296 8772 )

e}

= Vector de términos independientes

ngl= i nd = Tabl e[b. base[[i ]], {i, 1, Length[base]}]

oufg= {4.51, 12.13, 46.39 }

9= sol uci on = Li near Sol ve [coef, ind]

oufgl= {1.87339 , -0.455298 , 0.0289881 }

= Polinomio que ajusta la nube de puntos

Inf10}= p[x_] =sol uci on. {1, x, x"2}
Qufi0j= 1. 87339 - 0.455298 x + 0.0289881 x?

In20)= g1 = Li st Pl ot [b, Pl ot Styl e -» Poi nt Si ze[0. 02], Di spl ayFunction- ldentity]
Quf20= - G aphics -

In17:= g2 = Pl ot [p[x], {x, 0, 8}, DisplayFunction- Identity]
Qufi7}= - Gaphics -

m Gréfico comparativo

In21:= Show[gl, g2, Di spl ayFunction - $Di spl ayFunction]

1.75
1.5 3
1.25
1 B
0.75
0.5
0.25

2 4 6 8

ou21]= - Gaphics -

L L4 L4 L4 L L4 L4 L4 LA L4 L4 L4

LA L4 L4 L4 LA LA
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Ajuste minimo-cuadratico por funciones especiales
susceptibles de linealizar

En los apartados anteriores se han presentado ajustes polinémicos de los que forma parte un ajuste
lineal y=a+bx. Sin embargo, no todos los fenémenos fisicos, quimicos, mecanicos, etc, se ajustan
mediante expresiones polinémicas y mucho menos mediante expresiones lineales. En muchos casos,
existe la posibilidad de convertir un ajuste inicialmente no lineal en uno lineal mediante un cambio de
variable.

Se trata de ajustar una tabla de datos {()ﬁ , yi) N :12---n} mediante una funcién del tipo

exponencial, y=C[X" . FEsta funcién no es lineal, sin embargo tomando logaritmos
In(y) = AD]I‘](X) + In(C) y haciendo el cambio: X = In(x) yY= In(y) , la nueva funcién que liga
aXeYseraY=AX+B, B:In(C) que es lineal.

En resumen, se transforman los datos iniciales en otros que tienen las mismas abscisas y cuyas
ordenadas son los logaritmos de las ordenadas iniciales, y se realiza un ajuste lineal con estos datos,
obteniendo la funcién : Y = ALX +B. La funcién exponencial de ajuste de los datos iniciales sera:
y=CX" con C=¢®. Este procedimiento se puede considerar como una “linealizacién de los
datos”.

La siguiente tabla muestra otros casos en los que es posible, mediante un adecuado cambio de variable,
obtener la funcién de ajuste deseada mediante una linealizacion de los datos.

Funcién Forma linealizada Y=AX+B Cambio de variables y de constantes
:A+B y:A(lj.FB :E;Y:y
X X X
y:i 1:£x+9 X:X,Y:E;D:E;C:E
x+C y D D y A D
y= 1 1:Ax+B X:x,Y:1
Ax+B y y
y= X 1:A1+B X:E’Y:E
A+ BX y X X y
y =Aln(x)+B y =Aln(x) +B X=In(x);Y =y
- 2 1 A
y =(Ax+B) y 2 =Ax+B X=xY=y?
— -AR
y =Cixte In(lJ:-DDﬁln(C) X:x;Y:In(lj;C:eB
X X
Y= |n(1-1J—Ax+|n(c) X—X'Y—In[l-lj'c—eB
1+ Ce™ y ’ y '

Elemplo:

Ajustar el conjunto de puntos siguiente mediante una funcién del tipo y = Ce’™

112



APROXIMACION MINIMO-CUADRATICA

Xj| 1 (2| 3 4 5 6 7 8
yi [1.5]1]0.73 [0.6 0.3 0.2 ]0.1|0.08

Para transformar la funcién en una expresion lineal, se toman logaritmos neperianos y resulta:

In(y) =1In (C) +AX, con lo que si se hace un cambio de variable Y=In(y) la expresion se transforma
en Y = Ax+ B, siendo B=In(C).

El problema se resuelve a continuaciéon como cualquier otro problema de ajuste minimo-cuadratico
discreto.

El sistema de ecuaciones normales que resulta es:

8 8 8
S1o3x ] [ 2y
i=1 i=1 ( j _| =
8 8 8
252X 2%
= i=1 i=1
Para realizar el calculo de todos estos sumatorios planteamos la siguiente tabla:
X; Yi Y=In(y) X Yix,
1 1.5 0.405465 1 0.405465
2 1 0 4 0
3 | 073 | -0.314711 9 -0.944132
4 | 06 -0.510826 16 -2.0433
5 0.3 -1.20397 25 -6.01986
6 0.2 -1.60944 36 -9.65663
7 0.1 -2.30259 49 -16.1181
8 | 0.08 -2.52573 64 -20.2058
X 36 -8.0618 204 -54.5824

El sistema de ecuaciones lineales resultante es:
8 36\ B _ -8.0618
36 204)\ A -54.5824

Y su solucion es: B=0.953451 y A=-0.435817.

La recta que ajusta a los puntos { X,In ( Y, )} es: I (X) =0.953451-0.435817x

Deshaciendo el cambio de wvariable resulta que los puntos {)ﬁ , yi} se ajustan a la funcién:

f (X) = eI’(X) — e0.953451—0.435817x — 2.594656—0.435817X

Error cometido en el ajuste minimo-cuadratico.

El concepto basico utilizado en este capitulo es el de calcular una funciéon cuya distancia a otra sea
minima.
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El error cometido al utilizar la nueva funciéon f* en lugar de la funcién dato del problema se puede
evaluar mediante el calculo de la distancia entre ambas.

Asi el error cometido en el ajuste minimo-cuadritico en general serd: d ( f,f *) = || f—f *” . Por lo

tanto, para evaluar el error cometido basta calcular el vector diferencia entre la funciéon dato del
problema y la funcién del ajuste y posteriormente calcular su norma.

Para el caso continuo o el caso discreto se aplicara la norma inducida por el producto escalar utilizado.

-Caso continuo. Error: || f—f *” = \/J-:( f(x)—f* (X)) [@ f(x)—f* (X))dX

- Caso discreto. Error: ||f - f *” = \/Zn:(yl -f=* ()g))2

i=1

Bemplo1:
En el caso discreto resolvimos el siguiente problema:

Ajustar la funcion f(x)=-Cos(T{x+1)) en el intervalo [1,3] mediante una parabola.

165 90 45

El resultado del ajuste fue: p(X) = -

—+=x X
2 P 217
El error cometido se calcula de la siguiente manera:

1°.- Calcular el vector diferencia: f (X)— p(X) :COS(H(X+1))—(—@ 0 91 445 2) )

27 2 2

2°.- Calcular la norma de este vector diferencia que sera el error cometido en el ajuste:

d(F(x), p(¥) =] f ()~ p()| =J jj(c:os(n(x+1)) _(_ 165 &X_%

2
— X* || dx =3.77182
2 17 D

Bemplo2:

Ajustar el conjunto de puntos siguiente mediante un polinomio de grado menor o igual que dos.

xi] 1 ]2] 3 [4[5]6 ] 7] 8
yi |1.5]1]0.73 [0.6|0.3 0.2 (0.1 |0.08

El polinomio resultante es: p(x)= 1.87339-0.4553x+0.02899x".

En el caso discreto, se debe calcular la distancia entre el vector y y el polinomio p(x), es decir la norma
del vector diferencia: || y = p(Xx)

, que es un vector de [ cuyas componentes seran { y; = p(%)} -
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Para hacer esta operacion se utiliza una tabla al igual que se hizo para el calculo del polinomio p(x)

X Vi py) Vi -px) vi-p (Xi»z

1 1.5 1.44708 0.05292 0.00280053

2 1 1.07875 -0.07875 0.00620156

3 0.73 | 0.7684 -0.0384 0.00147456

4 0.6 0.51603 0.08397 0.00705096

5 0.3 0.32164 -0.02164 0.00046829

6 0.2 0.18523 0.01477 0.000218153

7 0.1 0.1068 -0.0068 0.00004624

8 0.08 | 0.08635 -0.00635 0.0000403225
> 36 | 4.51 0.0183006

8
El error es la norma del vector diferencia: Z (yi - p(x; ))2 =+/0.0183006 = 0.13528

i=1
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|Apéndice I: Polinomios ortogonales. Aproximacion minimo-cuadratica continua.

Cuando se realiza un ajuste minimo-cuadratico, el sistema de ecuaciones normales es el siguiente:
<€.§> <§,> - < Q.U ) (< X@&
<€.6> <§.,6> - < @.EU|_|< X£

<e,§> <g,e> - < g ,e>)(U, < X

donde x es el vector que se desea aproximar y los e, son los vectores de la base correspondiente al
subespacio sobre el que se desea realizar la proyeccion ortogonal.

En el caso del ajuste minimo-cuadratico continuo mediante polinomios, la expresion se transforma en
la siguiente:

(11 [Tlxdx o [1ox . 10041
Joxaox [ xexa o [Doxac |8 || [TH00wxdx
I:X"-ldx I:x”-xdx j:x”-x”dx % j:f(x)-x”dx

donde f(x) es la funcién que se desea aproximar mediante un polinomio de grado menor o igual que n.

En general, el sistema de ecuaciones normales es un sistema denso, es decir, la mayor parte, si no todos,
los coeficientes de la matriz del sistema son no nulos, por lo que hay que resolver el sistema mediante
alguno de los métodos clasicos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Para simplificar esa resolucion se puede transformar el sistema hasta conseguir uno que sea diagonal.
Esto se consigue si en lugar de utilizar la base usual de vectores del subespacio de los polinomios de
grado menor o igual que n, se utiliza una base ortogonal en el intervalo [a,b] en el que se desea realizar
el ajuste. En ese caso el sistema de ecuaciones normales queda representado de la siguiente manera:

[emax 0o - 0 . [ 100-e,x
b ! b

0 ja e, [edx - 0 u, |_ L f(x)-e,dx
. b . U,.q b

0 0 SO IS -G [ 100+ g0

Resolviendo este sistema se obtiene el polinomio del ajuste minimo cuadratico:

p(X) =ug tUu,6 +---+U. Q..
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Para conseguir esto, solo se necesita elegir la base de vectores e; adecuada que sea ortogonal en el
intervalo [a,b].

Polinomios ortogonales de Legendre
Existe una familia de polinomios que son ortogonales en el intervalo [-1,1] para el producto escalar

1
usual <f,g>= J._lf(x) g(X)dx. Esta familia de polinomios se conoce con el nombre de polinomios

ortogonales de Legendre y son los siguientes:

R(x) =1
RO)=x Si el problema de ajuste se debe resolver en el intervalo |-
P,(x) = 1 (3X2 _1) 1,1], se tomara la base del subespacio de entre los
2 2 polinomios ortogonales de Legendre que se han indicado
anteriormente. En caso que el intervalo [a,b], no coincida
_liee
R (x) = E(SX - 3X) con el intervalo [-1,1], habra que calcular una base de
1 polinomios ortogonales, realizando un desplazamiento y
P,(X)== (3.5x4 -30%% + 3) un cambio de escala respecto del intervalo [-1,1].
8
-1 X 1
R(X) = %(63)(5 - 70x° +15x) : |

1 a t b
P, (X) = —(231x° - 315x* +105x’ ~5) - : : =

16 La relacién entre la variable t y la variable x se calcula
mediante la resolucion de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas que relacionan los extremos

del intervalo [-1,1] en variable x con el intervalo [a,b] en la variable t.

=+ -1 1
t=a+,85<:>{ab:aafgmml)):>t=§((a+b)+(b-a)D<).

En la expresion se puede apreciar como el origen se ha desplazado al punto (&t b) /2 y la relacion de

escalas entre los segmentos es (b—a) /2.

De esta manera, sustituyendo x por su valor en los polinomios de Legendre , conseguimos otra familia
de polinomios, en variable t, que son ortogonales en el intervalo [a,b].

Estos nuevos vectores nos permiten realizar el ajuste minimo-cuadratico continuo mediante un sistema
de ecuaciones normales que es diagonal.

Elemplo:

Dada la funcion f (X) = —COS(ﬂ((X+1)) , realizar un ajuste minimo-cuadratico de f(x) mediante una

parabola en el intervalo [1,3], utilizando polinomios ortogonales.

En el intervalo [-1,1], los polinomios ortogonales son:1, X, (3X2 —l) [ 2, para obtener los polinomios

ortogonales en el intervalo [1, 3 ], se resuelve el siguiente sistema:
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X=t-2.

x=cr+,5’Eﬂ:>{_1:a+ﬁEl {a:—z

= =
l=a0+p(3 L=1
El nuevo intervalo esta desplazado dos unidades respecto del [-1, 1 | y la amplitud es la misma.

Sustituyendo x en los polinomios de Legendre se obtiene una nueva base ortogonal en el intervalo [1,3]

R (D=1
R(t) = -2+t

R (t) =%(3(—2+t)2 —1) :%(11—12t +3%)

El problema consiste ahora en calcular el polinomio de grado dos que mejor se ajusta a
f (t) =- COS(ﬂ((t +1)) en el intervalo [1,3] a partir de la base de polinomios ortogonales By (t), B,(t)

y B(t).

El sistema de ecuaciones normales resultante es:

[ 100t 0 0 ) [ (~Cos(rr(t +1) 1ot
0 [(2+t)at 0 ul] = [ (~Cos(rr(t +1) ({-2-+t) dx
3( 1 , 2 U, 3 1 )
0 o [(Am-imea)fa) | [eootmnf-taea) o
2 2 0 u, 0 u,=0
0 3 Oflu|=] 0 |=9 u=0 ;
2 U, __6 u —__15
00 e e N

el polinomio que mejor se ajusta a la funcion es por tanto: p(t) = u, (R (t) +u, [R,(t) +u, [P, (t)

=0 - 2)|-_165 90, 45 .,
p(t) =— Eﬁz(ll 12t +3t )) Szttt
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Ejercicios

1.- Hallar el polinomio que mejor se ajuste a los datos de la tabla siguiente, utilizando la técnica de
minimos cuadrados (sin utilizar polinomios ortogonales).

x |1t |2 |3 | 4|5 | |
y | 4 | 7

6 |7
9 [ 10 ] 9 | 7 |4

2.- Encontrar la recta que mejor se ajusta a los datos de la siguiente tabla:
x|01 |23 |4]|5]|6]7
yl2af4l3]lef[s5[7]9]s

3.- Dada la siguiente tabla de datos, obtenida experimentalmente, hallar la constante g que
1
relaciona las variables t y d (d DE [ot*)

t | 02 | 04 | 06 | 08 | 1.0
d | 01960 | 07850 | 1.7665 | 3.1405 | 4.9075

4.-Ajustar los datos de la tabla siguiente mediante una parabola considerando el método de
minimos cuadrados. Determinar el error minimo cuadratico.

x | 000 | 025 | 05 | 075 | 1.00
y, | 1.0000 | 1.2840 | 1.6487 | 2.1170 | 2.7183

Nota: Trabajar con cuatro cifras decimales y redondeo simétrico

5.- Dada la siguiente tabla
x | 4 | '2icra3
y | 7 1 9 |1

Encontrar una curva por el procedimiento de minimos cuadrados, que se ajuste a los datos, de la
siguiente forma:

a) y=alX

b) y=alk+b

6.- Dada la tabla
x | 100 | 125 | 150 | 1.75 [2.00

Y | 510 | 579 | 653 | 745 |8.46

Utilizar la técnica de minimos cuadrados para obtener un ajuste aproximado a estos valores.

Nota: Trabajar con cinco cifras decimales y redondeo simétrico.

7.- Hallar la parabola que mejor se ajuste a los siguientes datos:
x [ 1 |2 ] 3 |4
y 2[4 68
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8.- Encontrar una curva de la forma

que se ajuste a los datos de la tabla:
x| -t ] o | 1 ] 2 |3
y | 6.62 | 394 | 217 | 135 [0.89

b) Obtener el error minimo cuadratico y el error cometido por el ajuste anterior al
aproximar los valores Y, porla curvay.

Nota: Trabajar con cuatro cifras decimales y redondeo simétrico.

9.- Repetir el ejercicio anterior, trabajando con dos cifras decimales y redondeo simétrico, para los
datos

10.- Repetir el ejercicio numero 8, trabajando con dos cifras decimales y redondeo simétrico, con
los datos de la tabla

1
f(x)| 3 | 2087|100

11.- Aproximar la funcién
fx) = L®

por una recta en el intervalo [1, 2] ,

12.- Encontrar la aproximacién polinémica de minimos cuadrados de grado uno de f (x) en el
intervalo indicado:

) f()=x*-1 en[02]
by f(x)=cos(/x) en[0]]
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