CURSO DE METODOS NUMERICOS
Ano Académico 2000-2001 — Curso Tercero de Matematicas

EXAMEN FINAL FEBRERO

1. Da el enunciado y demuestra el teorema de convergencia del método del punto fijo.
(2 puntos)

2. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante eliminaciéon gaussiana con
pivoteo escalado de columna, realizando las operaciones en el sistema octal y con aritmé-
tica de redondeo a 4 digitos

—3.561g 6.043g r1\ _ [ 5.304g
—2.327¢ 3.274g xo )\ 2.766g )
(6 puntos)

3. Para resolver ecuaciones no lineales de una variable disponemos de diversos métodos
iterativos como el de Miiller que, tomando tres puntos por los cuales pasa la funcion
f(x), (xo, f(x0)), (21, f(21)) v (22, f(x2)), construye un polinomio de segundo grado

Pz)=a (x—x)° +b (z—x2) + ¢

y aproxima a la raiz de la funcién f(x) tomando el cero de P(z) més aproximado a xs,

esto es
—2c

b+Vb2—4dac

(a) Utilizando esta ultima férmula y suponiendo que el resultado de la aproximacién (con
célculos hechos con aritmética de 5 digitos significativos) sea x3 = 1.2586 a partir de
los datos

I3 — T2 =

(iE(), f(%()) = 59235) 5
(21 = 3.1672, f(21) = 2.8359),
(22 = 1.9832, f(z2) = 0.93154)

construye una ecuacién ®(xg) = 0 donde la tnica incognita sea z( (Pista: usar las
féormulas de a y b del método de Miiller). (6 puntos)

(b) Para hallar una estimacién de esa primera aproximacién xg, sabiendo que ®(x) tiene
una raiz en el intervalo [4.5,5.5], efectua dos iteraciones del método de la regula falsi
para aproximarlo en aritmética de 5 digitos significativos. (6 puntos)

4. Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales
2 +y? =22 - 2405

a:z—y2:y—|—z—0.5
422 =y+0.61.
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(a) Describe el método de Newton para sistemas no lineales. (3 puntos)

(b) Efectua una primera iteracién del método de Newton para sistemas no lineales, re-
solviendo el correspondiente sistema de ecuaciones lineales usando la factorizacién de
Crout con pivoteo escalado de columna y aritmética de cuatro digitos significativos,
y aproximacién inicial x(%) = (0.26,0.01,0.56).

(7 puntos)
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CURSO DE METODOS NUMERICOS
Ano Académico 2000-2001 — Curso Tercero de Matematicas

EXAMEN EXTRAORDINARIO DE SEPTIEMBRE

1. La representacion comiun de los niimeros esta constituida por sucesiones de los simbolos
“0, 1, 2, ...,9”. Esta representacién constituye el sistema posicional en base 10, también
conocido como sistema decimal.

(a) ;Qué significa que el sistema decimal es posicional?
(0.5 puntos)

(b) {Cuadles son los simbolos a usar en una representacién en base b = 67 Construye las
tablas para efectuar la suma y la multiplicaciéon de dos cifras en base 6. Finalmente,
suma y resta los nimeros (5324)¢ vy (213)¢.

(1.0 punto)

2. Sean f(x) y sus derivadas de orden superior funciones continuas y acotadas en un inter-
valo que contiene el cero p.

(a) Si f(p) = 0 pero f/'(p) # 0, muestra que la iteracién de Newton-Raphson

f(pn)
f'(pn)

converge cuadraticamente si p,, esta en el intervalo.

Pn+1 = Pn —

(1.5 puntos)
(b) Si f(p) =0y f'(p) =0, pero f”(p) # 0, muestra que la forma

f(pn)
f'(pn)

converge cuadraticamente si p, estd en el intervalo (nota que la iteracién es de la
forma p,11 = g(pn) y usa la regla de 'Hopital para mostrar que ¢’(p) = 0).
(2.0 puntos)

Pn+1 = Pn —2

3. Encuentra las dos raices no nulas de la ecuacién
e’ —222—1=0,

usando el método de Newton-Raphson (con método grafico, comprueba que las dos raices
se encuentran en los intervalos [0.5,1.0] y [2.5, 3.0], respectivamente).
(2.0 puntos)

4. Sean A y b los siguientes matriz y vector, respectivamente,

1.44 6.33 1.11  —1.82 6.06
A 7.22 142 —-1.72 191 b — 7.53
1.91 —-1.82 1.42 755 |’ 8.06
—-1.72 1.11 6.24 1.42 8.05
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(a) Describe, brevemente, las técnicas iterativas de Jacobi y de Gauss-Seidel.

(0.5 puntos)
(b) Resuelve el sistema A x = b usando la factorizacién de Doolittle con pivoteo maximo
de columna y aritmética de redondeo a tres digitos significativos.
(2.0 puntos)
(c) Reordena adecuadamente las filas del sistema lineal para que haya convergencia al
aplicar los métodos iterativos de Jacobi y/o Gauss-Seidel.

(0.5 puntos)
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CURSO DE METODOS NUMERICOS
Ano Académico 2001-2002 — Curso Tercero de Matematicas

EXAMEN FINAL FEBRERO

1. Considera el sistema numérico en base 7.
(a) Escribe los diez primeros nimeros primos de este sistema numérico.
(0.5 puntos)

(b) Halla el maximo comun divisor de los nimeros {16327,25057} realizando las divi-
siones del algoritmo para hallar el m.c.d. de dos niimeros en el sistema numérico en
base 7.

(1.0 punto)

2. Sean f(x) y sus derivadas de orden superior funciones continuas y acotadas en un inter-
valo que contiene el cero p.
(a) Si f(p) = 0 pero f'(p) # 0, muestra que la iteracién de Newton-Raphson

o fa)
Pn+1 = Pn 7 (pn)

converge cuadraticamente si p,, esta en el intervalo.
(0.75 puntos)
(b) Si f(p) =0y f'(p) =0, pero f”(p) # 0, muestra que la forma

Prs1 = pn — 2 222
T fpn)

converge cuadraticamente si p, estd en el intervalo (nota que la iteracién es de la
forma p,4+1 = g(pn) y usa la regla de 'Hopital para mostrar que ¢’(p) = 0).
(1.25 puntos)

3. El método de Newton-Raphson se utiliza para encontrar raices de funciones de una
variable. Dada una estimacién inicial py este método nos facilita la siguiente aprox-
imacion p; y sucesivamente ps, p3, .... Hemos utilizado el método iterativo de
Newton-Raphson para hallar una aproximacién a la raiz de la funcién

f)=1—2+Ina?

en el intervalo [3,5]. La primera iteracién ha resultado p; = 3.6207 y se debe hallar
el valor inicial py a partir del cual se ha obtenido p;; para ello:
(a) plantea la ecuacién que relaciona py y pi; (0.5 puntos)

(b) realiza dos iteraciones del método de la regula falsi en el intervalo [3, 5] con la ecuacién
del apartado (a) con aritmética de 5 digitos significativos para obtener una estimacién
de Po-

(1.5 puntos)
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4. Transforma el siguiente sistema lineal 2 x 2 de nimeros complejos en un sistema
lineal 4 x 4 de ntimeros reales y resuelvelo mediante factorizacion L U de Doolitle
con pivoteo maximo de columna y aritmética de redondeo a 4 digitos

1+7 3424 y\ _ [(5—3i
-3 241 z) \ 241 )’

donde y = x1 + 1o, 2 = x3 + i T4. (3.0 puntos)

5. Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales

> +y? =22 - 2405
2=y =y+2-05
x+ 22 =y+0.61.

(a) Describe brevemente el método de Newton para sistemas no lineales.
(1.0 punto)

(b) Plantea el sistema lineal asociado al sistema de ecuaciones no lineales para obtener
una primera iteracién del método de Newton para sistemas no lineales, con calculos

a 3 cifras significativas y aproximacion inicial x(*) = (0.26,0.01,0.56)*.
(0.5 puntos)
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CURSO DE METODOS NUMERICOS
Ano Académico 2001-2002 — Curso Tercero de Matematicas

EXAMEN EXTRAORDINARIO DE SEPTIEMBRE

1. Dados dos puntos (zg,yo) v (z1,y1) en una linea recta, encuentre la interseccién de
la linea con el eje x. Hay dos féormulas disponibles:

_ ToY1 — T1Yo _ (r1 —20) Yo
r= r=x9— —
Y1 — Yo Y1 — Yo
(a) Demuestra que ambas férmulas son algebraicamente correctas. (1 punto)

(b) Usando los datos (xg,y0) = (1.31,3.24) vy (x1,y1) = (1.93,4.76) y aritmética de
redondeo a tres digitos, calcula la intersecciéon de ambas maneras. ;Cual método es
mejor y por qué? (1.5 puntos)

2. Sean f(z) y sus derivadas de orden superior funciones continuas y acotadas en un
intervalo que contiene el cero p.
(a) Si f(p) = 0 pero f'(p) # 0, muestra que la iteracién de Newton-Raphson

Prtl = Pn — f(pn)
T )

converge cuadraticamente si p,, esta en el intervalo.

(1 punto)
(b) Si f(p) =0y f'(p) =0, pero f”(p) # 0, muestra que la forma
o fpa)
Pnt+1 = DPn — 2 (o)

converge cuadraticamente si p,, estd en el intervalo (nota que la iteracién es de la
forma p,+1 = g(pn) y usa la regla de 'Hopital para mostrar que ¢’(p) = 0).
(1.5 puntos)

3. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante eliminacién gaussiana
con pivoteo escalado de columna, realizando las operaciones en el sistema octal y con
aritmética de redondeo a 4 digitos (2.5 puntos)

—3.5618 6.0438 T o 5.3048
_23278 32748 To - 27668 '

4. Sean A y b los siguientes matriz y vector, respectivamente,

1.44 6.33 1.11 —1.82 6.06
A 7.22 142 —-1.72 191 b — 7.53
1.91 —-1.82 1.42 755 |’ 8.06
—-1.72 1.11 6.24 1.42 8.05
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(a) Resuelve el sistema Ax = b usando la factorizacién de Doolittle con pivoteo méximo

de columna y aritmética de redondeo a tres digitos significativos.
(1.5 puntos)

(b) Describe, brevemente, las técnicas iterativas de Jacobi y de Gauss-Seidel.
(0.5 puntos)
(c) Reordena adecuadamente las filas del sistema lineal para que haya convergencia al

aplicar los métodos iterativos de Jacobi y/o Gauss-Seidel.
(0.5 puntos)
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CURSO DE METODOS NUMERICOS
Ao Académico 2002-2003 — Curso Tercero de Matematicas

EXAMEN ORDINARIO DE FEBRERO

1. Dado un campo rectangular con lados de longitud 564g m. y 1374g m., halla el nimero
de arboles que se pueden plantar en una diagonal del campo, si se sabe que la distancia
entre arboles es 255 m. (realizar todos los calculos en base octal excluido el de la raiz
cuadrada). (1.5 puntos)

2. Sean x1, x2, T3, T4 cuatro nimeros reales y

.CE%'.%‘Q

T3 - x5

Qb(l’la 2,3, .’L’4) —

Debido al error inicial en los datos, x1 = 3.0+ 0.1, zo = 4.0+ 0.2, x3 =2.0+0.05 y
x4 = 1.0 £ 0.01 se cometera un error en el valor final de la funciéon. Determina cuél
es el error absoluto maximo de dos maneras: exactamente y de manera aproximada
utilizando las férmulas del error relativo.

(1.5 puntos)

3. Dibuja una funcién que tenga una raiz real y elige la aproximacion inicial de manera
que el método de Newton-Raphson no converja.
Dibuja una funciéon que tenga una raiz real y elige las tres aproximaciones iniciales
de manera que el método de Miiller no converja.
Dibuja una funciéon que tenga una raiz real e indica el intervalo de manera que el
método de la secante converja rapidamente.
Dibuja una funciéon que tenga un punto fijo real y cuya convergencia sea rapida.

(1.5 puntos)

4. La ecuacién
rz+1lnrx=0

tiene una raiz cerca de pg = 0.55. Para utilizar el esquema de iteracién del punto fijo
se pueden obtener entre otras las siguientes formulas de iteracién:

i) xp=—-In(z,-1),

“) Tp = €XP (_xn—l) )

Tp—1 + €xXp (_mn—l)
2

i) @y =

. Cuéles de dichos esquemas convergen a la raiz de la funcion para el valor inicial
dado? ;Cuadl de ellos converge mas rapidamente? ;Cdémo es la convergencia de los
esquemas convergente: oscilatoria o monétona? Razonar las tres respuestas. Evaluar
tres iteraciones de los esquemas dados para comparar las conclusiones anteriores.
(2.5 puntos).
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5. Dado el siguiente sistema de ecuaciones no lineales

2
x
— 4y =142

4
4yt =2a+y+z
2 +22=1.

(a) Describir brevemente el método de Newton para sistemas no lineales.

(b) Efectuar una primera iteracién del método de Newton para sistemas no lineales, re-
solviendo el correspondiente sistema de ecuaciones lineales usando la factorizacién
de Crout con pivoteo escalado de columna y aritmética de cuatro digitos significa-
tivos, y aproximacion inicial x(©) = (-0.6,1.2,0.75)%.

(0.5 + 2.5 puntos)
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CURSO DE METODOS NUMERICOS
Ao Académico 2002-2003 — Curso Tercero de Matematicas

EXAMEN EXTRAORDINARIO DE SEPTIEMBRE

1. La representacion comin de los nimeros esta constituida por sucesiones de los sim-
bolos “0, 1, 2, ...,9”. Esta representacion constituye el sistema posicional en base
10, también conocido como sistema decimal.

(a) {Qué significa que el sistema decimal es posicional? (0.3 puntos)

(b) ;Cuéles son los simbolos a usar en una representacién en base b = 67 Construye las
tablas para efectuar la suma y la multiplicacion de dos cifras en base 6. Finalmente,
suma y resta los nimeros (5324)¢ y (213)6.

(1.0 punto)

(c) Escribe los diez primeros nimeros primos del sistema numérico en base b = 6.
(0.7 puntos)

2. Sabemos que la serie geométrica

oo
Z cr™
n=0

es convergente si |r| < 1, con suma igual a 1 y diverge si |r| > 1. Usa este hecho

—7r ’
para probar que el desarrollo binario

1 __
= = 0.001
- 2

es equivalente a

1_1+1+1+
7 8 64 512 7

(1.5 puntos).

3. Para la busqueda de raices de una ecuacién f(x) = 0 se conoce un método llamado
de la iteracién funcional, que determina los puntos fijos de una funcién g(z).
Muestra que las sucesiones definidas por

2
(Ii + 2) = g1(zn) y Tpi1 =3 — — = ga(7p)

Tn+1 =
Ln

Wl

convergen a las distintas raices de la misma ecuacién con oportunas condiciones
iniciales.
(a) Enuncia y demuestra el teorema de la convergencia de la sucesién definida por p,, =
g(pn—1) al tnico punto fijo de g. (1.0 punto)
(b) Encuentra la expresién de f(x) de manera que la ecuacién f(z) = 0 sea equivalente
a la iteraciones dadas arriba y determina exactamente los ceros.
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(0.3 puntos)
(c) Da la costruccién geométrica de las iteraciones para cada caso y para varias aproxi-
maciones iniciales xg.

(0.9 puntos)
(d) Comprueba si se satisfacen las hipétesis del teorema de la convergencia de la iteracién
funcional. Explica los resultados.

(0.8 puntos)

4. Determina cudles son las condiciones sobre a, b y ¢ para que la matriz real

a b
=5 ¢)
tenga una factorizacién L L', con L real triangular inferior. (0.5 puntos)

5. Transforma el siguiente sistema lineal 2 x 2 de nimeros complejos en un sistema
lineal 4 x 4 de nimeros reales y resuélvelo mediante factorizacion L U de Doolitle
con pivoteo maximo de columna y aritmética de redondeo a 4 digitos

1+2 3422 y) _  [(5—3¢
-3 241 z) \ 241 )’

donde y = x1 + 1o, 2 = x3 + i T4. (3.0 puntos)
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CURSO DE METODOS NUMERICOS
Ao Académico 2003-2004 — Curso Tercero de Matematicas

EXAMEN ORDINARIO DE FEBRERO

1. Considera el polinomio P(z) = ax® + bz + ¢, cuyos coeficientes son (a,b,c) =
(1,—1.55,—3.5) y su raiz positiva es a. Dados los coeficientes aproximados a* €
l[a—0.02,a+0.02], b* € [b—0.05,b40.05] y c* € [c—0.1,c+0.1], calcula de manera
exacta y de forma aproximada mediante la formula del indice de condicionamiento el
error relativo méaximo de la raiz del polinomio P*(x) = a*x? + b*z + ¢* con respecto
a a. (1.5 puntos)

2. (a) Demuestra que la sucesién {p, }22 ,, dada por p,, = #, converge linealmente a p =
0 y encuentra cuantos términos deben generarse antes de que |p,, —p| < 5.0 x 1072,
(b) Construye con el método A? de Aitken el término genérico de la sucesién {p,, }5° ;.
Comprueba y explica que aunque la sucesién {p,, }52; converge a p mas rapidamente
que {p,}>2 4, no lo hace en el sentido de que

~

l- pn_p
11m

n—00 Pp — P

=0.

(1.5 puntos)

3. Considera un embalse ciibico, cuya base rectangular tiene una longitud fija de y =
110 m. y una anchura variable x. Si el nivel que alcanza el agua h (en metros),
depende del tiempo t (en dias) y de la anchura = segin la siguiente relacién,

_ t?In(z® +2)

N r+4
;cuanto debe medir la anchura = para que en 4.5 dias el embalse almacene 10000 m?.
de agua? Encuentra un intervalo adecuado para la variable x, con z € [n,n+ 1],y a

Y

continuacion realiza dos iteraciones del método que consideres mas conveniente.
(2.0 puntos)

4. Ajusta los siguientes datos (0, 1), (0.25,1.284), (0.5,1.6487), (0.75,2.117), (1,2.7183),
con un polinomio de minimos cuadratos de segundo grado usando el método de las
ecuaciones normales, con factorizacién de Cholewsky y aritmética a cinco digitos
significativos. (2.5 puntos)

5. Encuentra una aproximacién a la solucién del siguiente sistema no lineal, realizando
una primera iteraciéon del método de Newton, aritmética a cuatro digitos significa-
tivos, con aproximacién inicial x(®) = (—0.5,—0.3,5.1)" y usando el método de fac-
torizacion de Doolittle con pivoteo maximo de columna.

$1$2$3:1
.%’1—|-2.’L’2:4—£U3
201 +x3=4—125 .

(2.5 puntos)
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