OCW-V.Muto Aritmética del computador — Cap. IV

CAPITULO IV. ARITMETICA DEL COMPUTADOR

1. REPRESENTACION DE LOS NUMEROS

Cuando se usa una calculadora o una computadora digital para realizar cédlculos
numéricos, se debe considerar un error inevitable, el llamado error de redondeo. Este
error se origina porque la aritmética realizada en una méquina involucra niimeros con
solo un nuimero finito de digitos, con el resultado de que muchos célculos se realizan con
representaciones aproximadas de los nimeros verdaderos.

El ordenador recibe, normalmente, informacion en decimal, que es transformada a
binario por un programa interno. Posteriormente efectiia las operaciones pertinentes,
pasa el resultado a decimal e informa al usuario de este resultado.

Asi pues, en principio deberiamos hablar de las representacién de los niimeros en
binario (la forma usual de trabajar del ordenador), pero para facilitar la comprensién,
usaremos la representacién decimal.

La representacién de los nimeros en el sistema decimal no es tnica (considerar que
0.999... = 1.000...). Esto también es cierto para otros sistemas de numeracién, y en par-
ticular para el sistema binario. Para evitar estas ambiguedades, siempre nos referiremos
a la representacion finita (1 en vez de 0.999...).

En general los ordenadores digitales trabajan con un nimero fijo (finito) de posi-
ciones, la longitud de palabra, cuando representan un nimero internamente. Esta
longitud n depende de la maquina, y ademés algunas permiten extensiones a multiplos
enteros de n (2n, 3n, ...) que posibilitan una mayor exactitud si se necesita. Una palabra
de longitud n se puede utilizar de distintas formas para representar un ntimero:

la representacion de punto fijo especifica un ntimero fijo n; de lugares enteros, y un
numero fijo ny de decimales, de modo que n = n1+no. En esta representacion, la posicién
del punto decimal estd fija y son pocos los dispositivos que la utilizan (ciertas maquinas
de calcular, o méquinas de tipo comercial).

Ejemplo 1.
Sean =28, n =3 yney =5 En el sistema decimal se tienen las siguientes repre-
sentaciones:
8146 — |081 46000 |

0.0002— 00000020 .

Mas importante, sobre todo en el calculo cientifico, es la representacion en punto
flotante. La posicion del punto decimal con respecto al primer digito se expresa con un

nimero separado, denominado exponente. Asi se obtiene la notacién cientifica:
r=axb, con Jaj<1l, beN, teZ

donde b es la base del sistema de numeracion, ¢ es un exponente llamado caracteristica
y a se llama la mantisa. Ademds si |a] > b1, es decir que el primer digito despues del

punto raiz no es cero, se dice que la representacién es normalizada.
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Naturalmente, en un ordenador digital sélo se dispone de un nimero finito de posi-
ciones para representar un nimero (n, la longitud de la palabra), por lo que cada orde-
nador tendra reservadas m posiciones para la mantisa y ¢ posiciones para la caracteristica
(n=m+c).

Ejemplo 2.
Seam=25,¢=2(=n=7),y b=10. El nimero 5420.0 se representaria:

0.54200 % 10* — [ 5420004 | .

Esta notacion no es tnica porque ese ntumero se podria haber expresado también como:

0.05420 % 10° — | 05420 |05 | .

La primera notacion es la representacion normalizada.

Son digitos significativos de un ntimero todos los digitos de la mantisa sin contar
los primeros ceros.

Los nimeros m y ¢, junto con la base b de la representaciéon de un nimero, determinan
un conjunto A C R de nimeros reales que se pueden representar de forma exacta en una

maquina; estos nimeros se denominan nimeros de la maquina.

Ejemplo 3.

Imaginemos que una computadora pueda representar exactamente el niimero decimal
179.015625 , y que el siguiente nimero de maquina mas pequeno sea 179.015609 , mientras
que el nimero de maquina mas grande siguiente es 179.015640 . Esto significa que nuestro
nimero de maquina original debe representar no solamente a 179.015625, sino a un niimero
infinito de numeros reales que estén entre este nimero y su nimero de maquina ma&s

cercano.

Hay diversos conceptos, relacionados con estas representaciones, que describiremos
a continuacién: truncamiento, redondeo, underflow y overflow.

Los dos primeros conceptos, truncamiento y redondeo, son relativos a la forma de
representar los nimeros que no pertenecen al conjunto A definido anteriormente. Supong-
amos que tenemos una maquina con m digitos de mantisa y ¢ digitos de caracteristica. Ya
sabemos que el conjunto A de los nimeros reales que se pueden representar exactamente
es un conjunto finito. Sea entonces x € R, = ¢ A (por ejemplo, por el mayor nimero de
digitos de mantisa),

T =axb, donde b !'<|al <1

a=0.a10 Qg ...y Qi1 ooy 0<a; <b—1, a1 #0.

Consideremos ahora

(IV.1a)
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esto es, se suprimen los digitos que sigan al ultimo representable si 0 < 41 < g -1,y
se aumenta en una unidad o, Si a1 > %, y después se suprimen los digitos que sigan
al dltimo representable. Entonces, esta claro que

fl(x)=d *b' € A. (IV.1b)

Por ejemplo, supongamos que se desease utilizar el nimero 0.34826 * 10* en una méquina
en que m =4y ¢ = 2. El truncamiento consiste en suprimir todos los digitos que existen
tras el dltimo representable, sin mirar cual es el digito siguiente; por el contrario, el
redondeo suprime los digitos que sigan al 1iltimo representable si el siguiente es menor o
igual que 4 o aumentan en una unidad el ultimo representable, suprimiendo los restantes,

si el que sigue es mayor o igual que 5. Asi el nimero anterior se representaria como

|3482|04| con truncamiento ,

|3483]04| con redondeo .

La forma usual de utilizar los niimeros es la tltima, porque se usa el niimero de la maquina
que esta mas préximo al que se necesita.
Entonces, desde un nuimero x ¢ A se puede construir otro nimero fl(z) € A,

naturalmente haciendo un error de redondeo. Para el error relativo de fl(x) se tiene

’fl(a:)—x‘_ a' xb'—axb| a’—a’ gb_(m+1)<bb_m
T B a* bt a |al — 2 ’
siendo |a| > b~!. En el caso de b = 10
— —(m+1)
‘fl(x) x‘<5.0>|<10 <50%10-™
x |al
y si ponemos v = 5.0 x 10", se puede poner que
fllx)=2 (1+¢), donde || <wv.

El valor v se llama precision de la maquina.

En ocasiones, el nimero x no puede ser representado por la maquina al efectuar el
redondeo, como indicamos en los cuatro casos siguientes:

m=4,¢c=2,b=10

f1(0.31794 % 10119) = 0.3179 10110 ¢ A

£1(0.99997 % 10%9) = 0.1000 * 10190 & A

f1(0.012345 x 10799) = 0.1235 % 107100 ¢ A

f1(0.54321 * 107119) = 0.5432 x 107110 ¢ A .

En los dos primeros casos, el exponente es demasiado grande para caber en los lugares
reservados para él, y se produce un overflow (rebasamiento del valor maximo), y en los
dos ultimos casos el exponente es demasiado pequeno para caber en los lugares reservados
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para él, y se produce un underflow (rebasamiento del valor minimo). Los dos tltimos

casos tienen una posible solucién, y es la de prevenirlos definiendo:
£1(0.012345 x 10799) = 0.0123 * 10~ € A, (no normalizado)
f1(0.54321 x 10710y = 0.0 € A |

pero ahora el redondeo puede no verificar que
fllx) =2 (1+¢), con |g| <v.

Los ordenadores digitales tratan los fenémenos de overflow y de underflow de forma dife-
rentes, y siempre como irregularidades del calculo. En cierto casos, al producirse alguno de
los rebasamientos, el ordenador continta los cdlculos con el mayor valor permitido (o cero
si se trata de un underflow) mostrando o no un mensaje de aviso de lo que ha ocurrido; en
otros se muestra un mensaje de error y detiene el programa. Los rebasamientos pueden
ser evitados si se hacen escalados adecuados de los datos, y si durante los calculos se
hacen chequeos, efectuando reescalados si fuese preciso.

El uso frecuente de la aritmética de redondeo en computadoras lleva a la siguiente
definicién: se dice que el niimero p* aproxima a p con m digitos significativos (o

cifras) si m es el entero mas grande no negativo para el cual

pF—p
P

’ <50%10°™

La razén por la cual se usa el error relativo en la definicion es que se desea obtener un con-
cepto continuo. Por ejemplo, para que p* aproxime a 1000 con cuatro cifras significativas,
p* debe satisfacer

p* — 1000
1000

‘ <5.0%x107%, y eso implica que  999.5 < p* < 1000.5 .

Pasamos ahora a ver brevemente algunas representaciones internas usadas por

el ordenador para almacenar los nimeros enteros y los reales.

. Representacion interna de nimeros enteros en “magnitud-signo”.

La escritura de un ntimero en el sistema binario es la manera mas sencilla de representarlo
mediante un patrén de bits. La idea mas simple para representar el signo menos es
reservar un bit para ello, de forma que si dicho bit vale 0 el niimero es positivo, y si vale
1 es negativo. Normalmente se suele utilizar el bit situato mas a la izquierda.

Ejemplo 4.

Representar los numero enteros 17 y —17 en magnitud-signo con 8 bits.

La representacion binaria del niimero 17 es 10001. Entonces, en la representacién
magnitud-signo con 8 bits del niimero positivo 17 tendremos que el primer bit, que es el
que denota el signo, es cero: 00010001. Para el niimero negativo —17 se obtiene 10010001.

Ejemplo 5.
., Qué nimeros decimales representan las series de 8 bits 11100010 y 00111011 codi-
ficados en magnitud-signo?
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La primera serie 11100010 tiene un uno en el primer bit, indicando que el nimero
representado es un nimero negativo. Los demés digitos son la representacién binaria del
nimero

1100010 = 2 + 32 + 64 = 98 .

Entonces la primera serie representa al niimero entero —98.

La segunda serie 00111011 tiene un cero en el primer bit, indicando que el nimero
representado es un numero positivo. Los demas digitos son la representacion binaria del
nimero

111011 =1+2+8+16 +32 =59 .
Entonces la segunda serie representa al nimero entero 59.

. Representacion interna de nimeros enteros en “notacion en exceso”.

La representacién en magnitud-signo es una manera muy natural de codificar niimeros
en binario. Sin embargo, hay otras formas de codificaciéon que permiten disenar circuitos
electronicos mas simples para interpretarlas. Una de éstas es la notacion en exceso. La
representacién en exceso con p bits de un nimero decimal entero N consiste en codificar
N como el equivalente binario del nimero N + 2P~ que se denomina caracteristica de

N con p bits.
Por ejemplo, la tabla siguente muestra la notacién en exceso con 4 bits
0000 = —8 1000 =0
0001 = —7 1001 =1
0010 = —6 1010 = 2
0011 = =5 1011 =3
0100 = —4 1100 =4
0101 = -3 1101 =5
0110 = -2 1110 =6
0111 = —1 1111 =7

El nombre “notacion en exceso” se debe a la diferencia que hay entre el niimero codificado
y el nimero binario directo que representa el patrén de bits. Nétese que a diferencia de
la codificaciéon en magnitud-signo, en la notaciéon en exceso los niimeros positivos tienen

el primer bit igual a 1, mientras que los ntimeros negativos tienen el primer bit igual a 0.

Ejemplo 6.

Representar en exceso con 8 bits los nimeros enteros 23 y —49.

Para dar la representacién en exceso del nimero 23 tenemos que hallar la repre-
sentacién binaria del nimero 23 4+ 287! = 23 + 27 = 23 + 128 = 151. Tal representacién
es 10010111 que coincide con la representacion en exceso con 8 bits de 23. De manera
parecida, para hallar la representacion en exceso del niimero —49 tenemos que hallar la
representacién binaria del nimero —49 + 28~ = —49 4 27 = —49 + 128 = 79. Tal repre-
sentacién es 1001111, y ahora para tener la representacién en exceso se necesitan anadir
ceros a la izquierda; entonces, la representacién en exceso con 8 bits de —49 es 01001111.
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Ejemplo 7.

., Qué nuimeros decimales representan los cédigos en exceso 01100111 y 100100117

Para el primer cédigo: 01100111 = 1+2+4+ 32464 = 103, entonces N + 128 = 103
lo cual implica N = —25.

Para el segundo codigo: 10010011 = 1424164 128 = 147, entonces N + 128 = 147
lo cual implica N = 19.

. Representacion interna de nimeros enteros en “complemento a dos”.

La representaciéon en complemento a dos es una manera muy tutil de codificar un niimero
debido a que facilita enormemente las operaciones algebraicas. Para obtener el comple-
mento a dos de un numero binario hay que considerar en primer lugar el complemento
a uno cuya definicién es la siguiente: el complemento a uno de un niimero binario es
el nimero que se obtiene al cambiar los ceros por unos y los unos por ceros. Conocido
el complemento a uno, el complemento a dos se obtiene facilmente: el complemento a
dos de un ntmero binario se obtiene sumando 1 al complemento a uno.

Ahora, la representacion en complemento a dos de un nimero consiste en
escribir los nimeros positivos como su equivalente en el sistema binario, y los nimeros
negativos como el complemento a dos del equivalente en el sistema binario de su valor
absoluto.

Para decodificar un nimero decimal representado en complemento a dos se procede
del modo siguiente:
si el primer bit de la izquierda es 0 el niimero es positivo. Entonces, el nimero representado
es el equivalente del ntimero binario que forma el resto de los bits.
si el primer bit de la izquierda es 1 el niimero es negativo. Entonces el nimero representado

es el opuesto del equivalente decimal del niimero binario que forma su complemento a dos.

Ejemplo 8.

Representar con 8 bits en complemento a dos los nimeros decimales 17 y —17.

La representacion binaria del nimero 17 es 10001, entonces la representacién con 8
bits en complemento a dos de 17 se obtiene anadiendo ceros a la izquierda: 00010001.

Para la representacion con 8 bits en complemento a dos de —17 tenemos que realizar
el complemento a dos de la representacién binaria del su valor absoluto 17. Primero se
pasa de 00010001 a su complemento a uno: 11101110. Ahora, se hace el complemento a
dos, es decir se le suma 1: 11101110+ 1 = 11101111. Esta es la representacién con 8 bits
en complemento a dos de —17.

Ejemplo 9.

., Qué nimeros decimales representan las series de 8 bits 00101011 y 10101011 codi-
ficadas en complemento a dos?

La primera serie 00101011 tiene un cero en el primer bit, indicando que el nimero
representado es un numero positivo. Los demas digitos son la representacion binaria del
nimero 43 (101011 = 1+2+8+32 = 43). Entonces la primera serie representa al nimero
entero 43.
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La segunda serie 10101011 tiene un uno en el primer bit, indicando que el nimero
representado es un nimero negativo y que entonces tenemos que realizar la operacion de
complemento a dos. Es decir, primero tenemos que pasar la representacion 10101011 a
complemento a uno: 01010100 y ahora a complemento a dos anadiendo uno: 01010100 +
1 = 01010101. Finalmente el ntimero buscado es el opuesto del equivalente decimal:
01010101 =1+ 4+ 16 4+ 64 = 85, es decir —85.

. Representacion interna de nimeros reales en “punto flotante”.
Los ntuimeros fraccionarios y reales se introducen en el ordenador en punto flotante.
Esta representacién consiste en escribirlos en forma exponencial binaria normalizada y
codificar tres campos: el signo, el exponente y la matisa. Cada uno de los campos se
codifica de la manera siguiente:
. El bit de signo se pone a 0 cuando el nimero es positivo y a 1 cuando el ntimero es
negativo.
. El campo exponente se codifica usualmente mediante la notacién en exceso.
. El campo mantisa se codifica como el equivalente binario directo del niimero decimal
dado.

Si se usan 32 bits para la representacion pueden dividirse del modo siguiente: 1 bit
para el signo, 7 bits para el exponente y 24 bits para la mantisa:

1 bit (signo) | 7 bits (exponente) | 24 bits (mantisa)

Ejemplo 10.

Representar en punto flotante con 32 bits, 1 de signo, 7 de exponente y 24 de mantisa,
los nimeros decimales 104.3125 y —13506.96875.

El primer nimero 104.3125 es positivo, entonces el primer bit serd un cero. La
representacién binaria del nimero es: 1101000.0101, cuya forma exponencial normalizada
es 0.11010000101 x27. El exponente (7) se codifica en exceso con 7 bits: 742771 = 7426 =
7+ 64 = 71 cuya represenatcién binaria es 1000111. Finalmente, la mantisa tiene 11 bits
(11010000101) y se completa con 13 ceros a la derecha. Entonces, la representacion en
punto flotante con 32 bits del niimero 104.3125 es

0 | 1000111 | 110100001010000000000000 .

De manera parecida, para el segundo ntimero —13506.96875, notamos que es negativo, en-
tonces el primer bit serd un uno. La representacién binaria del valor absoluto del niimero
es: 11010011000010.11111. Su forma exponencial normalizada es 0.1101001100001011111
x214. El exponente (14) se codifica en exceso con 7 bits: 14 + 277! = 14 + 26 =
14 + 64 = 78 cuya represenatcion binaria es 1001110. Finalmente, la mantisa tiene
19 bits (1101001100001011111) y se completa con 5 ceros a la derecha. Entonces, la
representacién en punto flotante con 32 bits del niimero 104.3125 es

11001110 | 110100110000101111100000 .
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2. INTRODUCCION A LA ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE

Ademas de dar una representacién inexacta de los niimeros, la aritmética realizada
en la computadora no es exacta. Sin embargo, usando nimeros con representacién en
punto flotante con m digitos de mantisa, las operaciones aritméticas elementales no se
pueden siempre ejecutar de manera exacta, y los resultados de las operaciones no nece-
sariamente son nimeros de la maquina aunque los operandos lo sean. Por ello no se puede
esperar reproducir de forma exacta las operaciones aritméticas en un ordenador digital.
Deberemos contentarnos con sustituirlas por otras (®,6,®,@) llamadas operaciones
de punto flotante, que las aproximen tanto como sea posible. Esto se puede conseguir,
por ejemplo, definiéndolas con la ayuda del redondeo:

suma: r@y = fl(fl(z)+ fl(y))
resta: roy= fl(fl(x) — fl(y))
multiplicacién: vy = fl(fl(z)* fl(y))
divisién: roy= fl(fl(z)/fl(y)) -

Esta aritmética idealizada corresponde a efectuar la aritmética exacta en la representacién
del punto flotante de x e y, y luego a la conversion del resultado exacto a su representaciéon
de punto flotante. Se pueden probar las relaciones

r@y=(r+y) (1+e1) (IV.2a)
roy=(r—vy) (1+e2) (IV.2b)
r@y=(rxy) (1+e3) (1V.2¢)
x@y=(x/y) (1+e4), (IV.2d)

donde |g;| < p; v, y p; es un entero u; > 1, que depende del tipo de maquina usada.

Podemos comprobar que las operaciones en punto flotante no verifican las reglas

aritméticas normales:

a)  ®y = r no implica que y = 0. Esta igualdad es cierta para todo y tal que |y| < ¥|z|
(b es la base del sistema de numeracién usado). Segun esto, la precisién de la maquina, v,
deberia definirse como el menor niimero positivo g de la maquina, para el cual se cumple
l®g>1,v=min{ge A/1dg>1 1y g>0}

Ejemplo 11.

m=3,c=2,0=10

r =0.123 % 10°

y = 0.000061 = 0.61 % 10™* < 0.5% 1073 % 0.123 = 0.615 % 10~
Entonces

rdPy==x

b) no asociatividad: a @ (b @ ¢) puede ser diferente de (a ® b) @ c.

Ejemplo 12.
m=38,c=2,0=10
a = 0.23371258 x 10~
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b = 0.33678429 x 102

c=—0.33677811 * 102
Entonces

a® (bdc)=0.23371258 * 10~* @ 0.61800000 * 1073 = 0.64137126 * 103

(a ®b) ®c=0.33678452 x 10? © 0.33677811 * 10? = 0.64100000 * 103
y el resultado exacto es

a+b+c=0.64137126 * 1073.

Esto ha ocurrido porque cuando se restan dos niimeros del mismo signo, se pro-
duce un efecto de cancelaciéon si ambos coinciden en uno o mas digitos con respecto al
mismo exponente (los digitos comunes desaparecen). A pesar de que, cuando z,y € A, su
diferencia también es un elemento de A, y por lo tanto no hay errores de redondeo adi-
cionales, veremos que la cancelacion es un efecto peligroso cuando se trata de propagacién

de errores previos (cuando z e y provienen de calculos que han necesitado redondeo).

no distributividad: a ® (b ® ¢) puede ser diferente de (a ® b) ® (a ® ¢).

Ejemplo 13.
m=2,c=2,b=10
a = 0.94 x 102
b= 0.33 x 102
c=—0.32 % 102
Entonces

a®(b®c)=0.94%102®0.1* 10 = 0.94 * 10

(a®b) @ (a®c)=0.31%10* ©0.30 x 10* = 0.1 % 10°
y el resultado exacto es

ax* (b+c) = 0.94 % 10%.

Las operaciones aritméticas +, —,*, /, junto a las funciones para las que se hayan es-
pecificado sustituciones (por ejemplo raiz cuadrada, funciones trigonometricas, etc...) se
llaman funciones elementales.

3. PROPAGACION DEL ERROR

Hemos comprobado que la no associatividad de la suma y la no distributividad del
producto en un ordenador pueden provocar la obtencion de resultados diferentes depen-
diendo de la técnica que se utilice para efectuar las operaciones. Entonces la propagacién
del error es un efecto muy importante a tener en cuenta, y se debe evitar en lo posible.

Generalmente, un problema matematico puede ser esquematizado en la manera si-
guiente: con un numero finito de datos iniciales x1, o, ...,z,, € R queremos calcular un

nimero finito y1, Y2, ..., ym € R de resultados. Eso corresponde a asignar una funcién
¢:D; = Diyy, i=0,..,r, D; CRM (IV.3)

donde ¢ = ¢ 0 p" Vo .. 0¢® y Dy =D Cc R", Dpyy C R =R™,
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Entonces el problema es analizar como un error Ax y los errores de redondeo que se

hacen en el célculo se propagan y cambian el resultado final y = ¢(z). Consideremos

¢1({1§1, e ,l’n)
. n m —
»:DCR"—=R™, oox)=
Gm(T1,. .., xp)
con las funciones componentes continuas y con derivadas primeras continuas. Para hacer
los calculos mas sencillos, analicemos antes solo la propagacién del error sobre el dato

inicial Az, con un procedimiento del primer orden (si € y 7 son dos nimeros muy pequenos,

entonces el producto € 1 se puede despreciar con respecto a £ y 7).

Si z* es una aproximacion de z, los errores absolutos seran
p )
* *
Awi:xi — g, Az =z - Z, ¢Z( ) gbz(w) .

Si usamos el desarrollo en serie de Taylor hasta al primer orden

n az n az
By =} — = dile”) — i) = D (a5 — ) C0) S g 9N gy

j=1 J j=1

6 en notacién matricial

Ayr T e
Ay = : s : : = D¢(x) - Az, (1V.4b)
A Opm () OPm () AQL‘
Ym o0z T oz, "

con D¢(x) la matriz Jacobiana. Aqui el factor de proporcionalidad &g"—x@ mide la sen-
J

sibilidad con la cual y “reacciona” a las variaciones absolutas Az; de x;. La férmula

analoga para la propagacion de los errores relativos es:

N " z; O0¢i(x A:cj 0 (x)
RE%N;@(Q;) 8:1;] Z (x) Ox; (IV-5)

Aqui el factor % 8&‘?) (a menudo se le conoce como indice de condicionamento)

indica cémo el error relativo en x; repercute en el error relativo de y. Si el indice de
condicionamento es de valor absoluto suficientemente grande, errores relativos pequenos
en los datos iniciales producen errores relativos muy grandes en los resultados. En ese
caso se dice que el problema estd mal planteado.

La propagacion del error relativo en las operaciones elementales viene dada por:

y)=xxy = RE,.,~RE,+RE,
r,y)=w/y = RE,,~RE,— RE,
y)=v+y = RE;4y~ I RE,+ L RE,
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Consideremos ¢(z) = /z. Entonces ¢'(z) = ﬁ y el error relativo es:

p(x) —p(z)| L |z—a"| 1jz—z* 1 |z—a*
o =l = el =

por lo que el error relativo en ¢(z*) es aproximadamente la mitad del error relativo en
x*, y por lo tanto, la operacion de calcular la raiz cuadrada es, desde el punto de vista

del error relativo, una operacion segura.

Es mas, también en la multiplicacion, division y extraccién de raiz, los errores rela-
tivos en los datos iniciales no se notan de manera fuerte en el resultado. Eso pasa también
en la suma si los operandos x e y tienen el mismo signo: los indices de condicionamento
x/(x +vy), y/(x + y) tienen un valor entre cero y uno, y su suma es uno, luego

|RE;+y| < max(RE,,RE,) .

Si en la operacién de suma los operandos z e y tienen signo contrario, por lo menos uno
de los factores z/(z + y), y/(x 4+ y), es mayor que uno, y entonces, por lo menos uno de
los errores relativos RE,, RE, es mayor. Esa amplificacion del error es todavia mayor si

T & —y, porque en ese caso en la expresion de x + y los dos terminos se cancelan.

Ejemplo 14.

Queremos estudiar el error obtenido para hallar la suma

oo, B,7) =a+ B+

con ¢: R — R.

Para el calculo de ¢ se pueden usar los dos algoritmos:
Algoritmo 1 Algoritmo 2
n=a+p n=p6+7y
y=9¢(,8,7) =n+~ y=9¢(,B,7)=a+n.

Las decomposiciones (IV.3) de ¢ en este caso son:
R = R? oM R2 SR

Entonces los algoritmos son:

Algoritmo 1 Algoritmo 2

(0) _(a+B 2 (0) _ (Bt 2
0Oy = (“T7)er? OBy =("7)eR
oM (u,v) =u+veR oM (u,v) =u+veR.

Usando el célculo en punto flotante, (IV.2), se obtiene para el primer algoritmo:
n=flla+8)=(a+p) (1+e1)
g=fln+7v)=m+7) (I+e)=[a+p) (1+e1)+7] (1+e2)
=a+0+y+(a+f) e+ (a+f8+7) e+ (a+ ) e ea=
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=:&x+-ﬁ—%70[1+-§i§fL 1 (1+e2) + e

Y para el error relativo

a4+
a+ B+

REyZIy;y)Z) €1 (1+82)+82’

Y despreciando los términos de orden superior (procedimento del primer orden):

a+ 0

R, ~| 20
Y a+ B+

€1 +52’ .

Si hubiésemos usado el segundo algoritmo, tendriamos:

B+

RE %‘—
Y lat B4y

€1 —|—€2’ .

atpB Bty
a+B+y Y atfty

errores de redondeo €1 y €2 influyen sobre el error relativo RE,, del resultado. Dependiendo

Los factores de amplificacion respectivamente, y 1, indican cémo los

de cudl de las dos cantitades (a+ ) o (34 ) es menor, se prefiere uno u otro algoritmo.
En el caso del ejemplo 12:

@—4‘5%0'5*105 ﬂ
a+p+y a+ B+

~ 0.97 .
Y eso explica la mayor precisién del segundo algoritmo.
Por lo que concierne a la propagacién del error relativo, desde la relacién (IV.5), se

a B gl
RE,~ ——— RE,+ ——— — RE,, .
Y a+ B4y a+ B+ a+fB+y 7

Y se puede decir que el problema esta bien planteado si cada sumando «, 3, es pequeno

tiene:

REg +

con respecto a (a+ 5+ 7).

Ejemplo 15.
Sabemos que las raices de a 22 +b x + ¢ = 0, cuando a # 0, son:
—b+ Vb2 — dac —b — Vb2 — dac
= To = .
2a 2a

Consideremos la ecuacion cuadratica

1

22462102 +1=0
con raices aproximadas:
z1 = —0.01610723 y o = —62.08390 .

Para esta ecuacién, b?> es mucho mayor que 4ac, asi que en el célculo de z; y o el
numerador involucra la sustraccion de niimeros casi iguales. Supongamos que efectuamos

los calculos para x; usando aritmética de redondeo con cuatro digitos.

Vb2 — dac = 1/(62.10)2 — 4.000 = /3856. — 4.000 = v/3852. = 62.06 ,

48



OCW-V.Muto Aritmética del computador — Cap. IV

asi que

fl(a) = b+ Vb2 —dac  —62.10 +62.06  —0.040
V= 2 - 2.000 ~ 72,000

es una representacién bastante pobre de 1 = —0.01611 (RE,, ~ 0.2415). Por otro lado,

= —0.020

los cdlculos para x5 implican la adicién de dos ntimeros casi iguales, —b y —v/b% — 4ac, y

no presentan ningun problema.

—b—Vb? —4ac  —62.10 -62.06 —124.2

= = —62.1
2a 2.000 2.000 62.10

fl(z2) =

es una aproximacién precisa de xo = —62.08 (RE,, ~ 0.0003222).
Para obtener una aproximaciéon mas exacta de x1, ain con redondeo de cuatro digitos,

cambiamos la forma de la formula cuadritica racionalizando el numerador. Entonces:

B —b+\/b2—4ac<—b—\/b2—4ac> B —2¢c
2a —b — Vb2 — 4ac b+ vVb? — dac

1

y desde luego
—2.000 —2.000

T 6210+ 62.06 1242

La técnica de racionalizacién se puede aplicar para obtener una forma alternativa también

= —0.0161 .

fl(z1)

para xo
—2c

T b— VB2 —dac

Esta seria la expresién a usar si b fuera un ntimero negativo. En nuestro problema, sin

T2

embargo, el uso de esta féormula resulta no sélamente en la sustracciéon de nimeros casi
iguales, sino también en la divisiéon entre el resultado pequeno de esta sustraccion. La

inexactitud que esto produce es dramatica:

—2c —2.000 —2.000

= = = —50.00 .
b— Vb2 —4dac 62.10 — 62.06 0.040

flx2) =
Para comprender mejor ese “mal” resultado, hagamos

y=o[p.q) =p—Vp*>+aq, p>0

y determinemos el error relativo que se propaga en y. Dado que

%_1 p Y 9 -1

— — — y —_—
Ip VPP ta VPPt 00 2\/p? +q

se sigue que

D -y q -1
RE z—(—) RE +—(—) RE, —
Y yN g "y \oy/p? 4 g !
- P RE - d RE, =
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_ P gp 4 PEVEAA pp
p*+q 2v/p* +4q
Dado que, si g > 0:

e EL e S
pPP+q
entonces ¢ estd bien planteada si ¢ > 0, y mal planteada si ¢ ~ —p?. Ademds, si |q| es

muy pequeio con respecto a p?, obtenemos el fenémeno de la cancelacién, por el cual los
errores de redondeo en el calculo previo se amplifican notablemente.

Veamos ahora la forma en que se propagan los errores en algunos casos, para poder

deducir la forma correcta en que deberian realizarse las operaciones.
a) S =ay+az+az+as+as
JU((((a1 + a2) + a3) + as) + as)] = FI(fI(fI(fl(ar + a2) + a3) + as) + a5) =
= ((((a1 + a2)(1 +e2) + a3)(1 +e3) + as)(1 +€4) + a5)(1 +&5) =

(a1+a2+a3+a4+a5)(1+5)

y hay que acotar

=75,
sabiendo que |g;| < v.
fll..]=a1 (1+e2) (1+e3) (1+e4) (1 +e5)+
(1 + 62) (1 + 63) (1 =+ 54) (1 + 85)
as (1 +83) (1 +64) (1 +€5)+
(1 + 84) (1 -+ 85)+
as (1 +€5)

~a;+az+as+as+ast+
aq (52+€3+64+65) + asg (52+€3 +€4+€5)+
as (€3+€4+€5)+a4 (€4 +€5) +as 5,
donde se han desestimado los sumandos €; €; que son despreciables respecto a ;.
Si ahora consideramos la situacién més desfavorable (todos los ¢; iguales en signo y
con el mayor valor absoluto v), tenemos la siguiente acotacion:

|5|<‘41/a1‘ )4ya2‘ ‘31/@3‘ ‘21/@4‘ ’Va5’_

S S S S

1%
=3 [y4a1] + [4as] + [3as] + |2 a4 + |a5|].

En general, al sumar progresivamente a; + as + ... + a,, el error relativo maximo que se

comete es, aproximadamente:

‘S — fl...]

5 [(n—=1) (Ja1| + laz]) + (n=2) |ag| + ... + 2 |an—1| + |an|] -

<
S
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Esta claro, pues, que esta acotacion es menor si los nimeros aq, ..., a,, se ordenan de menor

a mayor antes de sumarlos. Obtenemos asi la siguiente regla préctica:
n

si se desea hallar > a;, con n grande, y se trata de una serie convergente, entonces

1=0
lim a; = 0, y debe efectuarse la suma en orden inverso.
n—oo
4
b) Se pretende calcular > z; y;. El resultado que se obtiene es:
i=1

fl[iéﬂ?i yz] = ({[901 y1 (1+01) + 22 y2 (1+82)] (1+35)+

z3 ys (1+ 53)} (1+3d6) + 24 ya (14 54)) (1+d7) =
=x1y1 (14+61) (1+05) (1+66) (1+d7)+
T2 y2 (1+62) (1465) (1+d6) (1 +07)+
T4 ya (14 064) (1+67) . (1V.6)
Observamos la falta de simetria en los resultados, debida a la no conmutatividad y no
asociatividad de las operaciones de punto flotante.
Para simplificar la expresion anterior, vamos a obtener unas cotas manejables de los
productos (1 + ;).

Lema. Si |§;| <u,i=1,....,ny n u<0.01, entonces

(146;)<14+101lnu.
1

n
1=

Demostracion. Antes, consideremos 0 < x < 0.01, y entonces
1+2<e*<14+1.01 z.
La primera desigualidad es inmediata, asi que sélo veremos la segunda:
S r 2 n
er = ZO% =14z (1+§+§—!+...+—(n11)! +..) <
r—=

<l4+a (I+E42 4 424 .)<

<l4+z(l+2(@E+2+.))<

<l4+z(1+2)<1+1.01x.
Entonces, sin e Ny 0 <n u < 0.01

(I4+u)"<(e")"=e""<1+101lnu.
Ahora esta claro que

Q+o)<JJ0+w=0+uw)"<1+101nu.
1 1=1

n
1=

c.q.d.

51



OCW-V.Muto Aritmética del computador — Cap. IV

El resultado de este lema puede expresarse también como:

(1+6;)=14+101n6u, donde |0 < 1.

=1

n

Entonces, volviendo a (IV.6), y suponiendo que n u < 0.01 (lo que se cumple en todas
las situaciones reales):

i=1
En general se verifica:

Teorema: Sin u < 0.01 entonces

fl(Zl‘z y¢> =21 Y1 (1—|—1.01 n 64 U) +
1=1

n

oy (14101 (n+2—1) 0; u), 0] <1.

i=2
Muchos computadores tienen la ventaja de que en la evaluacién de productos escalares
> x; yi, pueden ir acumulando los productos parciales z1 y1, 1 y1 + 2 Y2, ..., en doble

i=1
precisién, de modo que la tinica vez que se redondea un ntimero con precisién simple es

cuando se da el resultado final. Con esta acumulacién en doble precision, el error en el
calculo del producto interno es aproximadamente el de una sola operacién.

Queremos ahora usar la férmula matricial (IV.4b) para describir la propagacion del
error de redondeo en un algoritmo. Como hemos ya visto, un algoritmo para calcular una
funcién ¢: D C R™ — R™, para un dado = = (1,...,2,)" € D corresponde a una de-
composicion de la aplicacién ¢ en aplicaciones elementales, diferenciables continuamente,

AON (ver (IV.1)), y nos lleva desde = hasta y con resultados intermedios
=20 5 ¢y =20 ¢ (g) =gt =y |
Denotamos con (%) la aplicacién resto
D =M o Vo 0¢® . Dy SR™,  i=0,1,2,....7.

Entonces, (9 = ¢. D¢ y D) son las matrices Jacobianas de las aplicaciones ¢(*) y
()| respectivamente. Dado que las matrices Jacobianas son multiplicativa con respecto
de la composiciéon de funciones, tenemos, para ¢ =0,1,2...r

D(f e g)(x) = Df(g(z)) - Dg(x) ,
D¢(x) = D) (:1;(7")) . D(b(r_l)(x(r_l)) B .D(b(o)(x(o)) ,
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Dw(i)(x(i)) = D¢ (x(’")) . Dqg(r—l)(x(r—l)) . .D(é(i)(x(i)) )

Con aritmética de punto flotante, los errores iniciales y de redondeo perturberan los
resultados intermedios (¥, de manera que se obtendrd el valor aproximado z*(it1) =
fl1(¢D (2*)). Para los errores absolutos obtenemos

Ag(tD) —px(+1) _ L (4+1)

Desde (IV.4b) sigue

(IV.7)

) (x*(i)) _ ¢(i)($(i)) ~ D¢ (ac(i))Aaf;(i) (IV.8)

Nétese que la aplicacién ¢(V: D; — D, 1 € R™ 1! es un vector de funciones componentes
¢;Z): D; —R,j=1,...,n; + 1. Entonces, podemos escribir

FUSP (W) = (I + Eiga) - ¢ (u) |

con [ la matriz identidad y FE;+; la matriz diagonal cuyos elementos son los errores
€j, j=1,...,n;+1, |g;| <v. Entonces, para el primer paréntesis de la expresiéon (IV.7)

sigue

fUg (@) = ¢ (") =Eiyr - ¢ (2"

o | (IV.9)

La cantidad a;41 se puede interpretar como el error absoluto de redondeo creado cuando
) es evaluada en aritmética de punto flotante, y los elementos diagonales de E,,; se
pueden interpretar como los correspondientes errores relativos de redondeo.

Unendo (IV.7), (IV.8) y (IV.9), se puede expresar Az("t1) como aproximacién del

primer orden de la maniera siguiente
Azt ~ g + Dqﬁ(i)(m(i)) Az = By - 20D 4 D) (x(i)) A2
Sigue entonces que

Az =D (z) - Az + oy ,
Az® =DM (2 [DpO () - Az + 1] + ay |
Ay = Azt =D (2 DO (z) - Az+
+ DM () .. DM (M) g + . F apyq

que se puede escribir como

Ay =D¢(x) - Az + Dy (M) aq + ...+ DY () - a4+ s

V.10
~D¢(xz) - Az + DY (D). Bz + 4+ DY () B + By ( )
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Es entonces la medida de la matriz Jacobiana D de la aplicacién resto ¥(?) que es
critica para el efecto de los errores de redondeo intermedios a; 6 E; sobre el resultado
final. Estd claro que si para hallar el mismo resultados ¢(x) se usan dos algoritmos
diferentes, D¢ () queda igual mientras que las matrices Jacobianas Dy que miden la
propagacién del error de redondeo seran diferentes. Un algoritmo se dird numéricamente
mas fiable que otro si, por un dado conjunto de datos, el efecto total de redondeo, dado
por DM (zM) .oy 4+ ...+ DY (")) - . + a4 1 es menor por el primer algoritmo que
por el segundo.

Ejemplo 16.
Queremos estudiar el error obtenido para hallar la operacion

#(a,b) = a® — V?

con ¢ : R? — R. Dado que a® — b*> = (a + b)(a — b), se pueden usar para el calculo de ¢

los dos algoritmos

Algoritmo 1 Algoritmo 2
m=axa m=a+b

Ny =>bxb Ne=a—0>b

y = o¢(a,b) =m —n2 y=¢(a,b) =m xn2 .

Las correspondientes decomposiciones (IV.3) de ¢ en este caso son
Algoritmo 1 Algoritmo 2
2
6O (a,0) =% ) er? 6O (ab) = (20 cRr2
b a—2b
gb(l)(u,v):(;g) € R? oV (u,v) =u-veER

¢P(a,f)=a—-PBER.

Para el algoritmo 1 obtenemos

2 2
”3:93(0):@)’ xu):(%)’ x<2>:(‘b§), 2 =y a? P

¢(1)(U,U):U—1)2, ¢(2)(u,v):u—v,

Do(x) = (2a,—2b) ,  DypP (M) =1,-20), D@ (®)=@1,-1).

2
Ademés, dado que fl(¢© (z(0)) — ¢ () = (a % a) — <C;) ), tenemos, con |g;| < v

(€ 0 . 61&2 . 0 O o 0 o 2 32
El_(o 0)7a1_< 0 )7E2_(0 62)7a2_(82b2)aa3_63(a b)

Desde (IV.10) con Az = (Aa, Ab)* sigue
Ay ~ 2aAa — 2bAb + a*ey — bPey + (a* — b)es . (IV.11)
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De la misma manera para el algoritmo 2 sigue

_ o _ (@ 1y _ (a+d @) _ g2 2
r=x _<b)’ x _(a—b , T y=a" —b",

YO (u0) =u-v, Do) =(2a,-2b) , DM (W) = (a—ba+b),

El:<€01 802) ’ al:(;gﬁig) , az=eg(a® =)

Y entonces desde (IV.10) sigue
Ay ~ 2aAa — 2bAb + (a® — b*) (g1 + &2 +€3) . (IV.12)

Desde las ecuaciones (IV.11) y (IV.12) se obtienen los siguientes efectos totales de re-
dondeo:
la’e; — b%eq + (a® — bP)es| < (a® + 0% + |a® — b?|)v

para el algoritmo 1, y
[(a® — b*)(e1 + 2 + e3)| < 3|a® — b2|v

para el algoritmo 2. Entonces, podemos decir que el algoritmo 2 es numéricamente mas
1

fiable que el algoritmo 1 cada vez que 3 < |%|2 < 3; en los otros casos el algoritmo 1
es mas fiable. Esto sigue desde la equivalencia de las dos relaciones % < |%|2 <3y
3la? — b2 < a? +b* + |a® — V.

Por ejemplo para a = 0.3237 y b = 0.3134, con aritmética de cuatro digitos significa-
tivos, se obtienen los siguientes resultados:
Algoritmo 1: a ® a = 0.1048, b® b = 0.9822 x 10!

a®a—b®b=0.6580 x 1072
Algoritmo 2: a ® b= 0.6371, a © b = 0.1030 x 10!

a? —b? = 0.6562 x 1072,
Resultado exacto: a? — b = 0.656213 x 102,
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EJERCICIOS.

1. Encuentre cotas para x, si & es una aproximacién con cuatro cifras signi-
ficativas de
a) m;

b) e.

2. Suponga que p* aproxima a p con 3 digitos significativos. Encuentre el
intervalo en el cual p* debe estar, si p es
a) 150 ; 900 ;
b) 1500 ; 90 .

3. Considere los siguientes valores de p y p*. ;Con cuantas cifras significativas
aproxima p* a p?

a) p=m, p*=31;

b) p:%, p* =0.333 ;

c) = 15000 P =0.0031;
d) p=13, p*=333;

e) p=m, p*=3.141;

fy p=3, p*=0.33333;

g p= 105 P*=0.00314;
h) p=13% p*=3333.

4. Efectiie los siguientes cédlculos (i) exactamente, (ii) usando aritmética cor-
tando a tres digitos, (iii) usando aritmética de redondeo a tres digitos. Deter-
mine luego las pérdidas de digitos significativos suponiendo que los niimeros
dados son exactos.

a) 14.1+40.0981 ;
b) 0.0218 % 179. ;
c) (164.+40.913) — (143. +21.0) ;
d) (164. —143.) +(0.913 —21.0) .

5. Efectie los siguientes célculos (i) exactamente, (ii) usando aritmética cor-
tando a tres digitos, (iii) usando aritmética de redondeo a tres digitos.

a) 5+
b) %*%;
d) (5+41) 2 -

1
6. Representar en (a) magnitud-signo, (b) notacién en exceso, (c¢) complemento
a dos, todos con 8 bits, los siguientes ntimeros: 18, —23, 100, 127, —127, 0,
—55y —99.

7. Representar en punto flotante con 32 bits (1 bit para el signo, 7 bits para el
exponente y 24 bits para la mantisa) los nimeros: 1234.5675, —1234.5675 y
—234.25.
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