OCW-V.Muto Técnicas iterativas para resolver sistemas lineales —  Cap. XVII

CAPITULO XVII. TECNICAS ITERATIVAS PARA RESOLVER
SISTEMAS LINEALES

1. INTRODUCCION Y METODO

Una técnica iterativa para resolver un sistema lineal A x = b de n x n empieza con
una aproximacién inicial x(©) a la solucién x, y genera una sucesién de vectores {x(k)}z‘;o
que converge a x. La mayoria de estas técnicas iterativas involucran un proceso que
convierte el sistema A x = b en un sistema equivalente de la forma x = T' x + ¢ para
alguna matriz T' de n x n y un vector c. Ya seleccionado el vector inicial x(?) la sucesién
de vectores de solucién aproximada se genera calculando

x®) =7 x*=1 4 ¢ (XVII.1)

para cada k = 1,2,3,.... Este tipo de procedimiento nos recuerda a la iteracién del punto

fijo estudiada en la tercera parte.

Las técnicas iterativas se emplean raras veces para resolver sistemas lineales de di-
mensién pequena ya que el tiempo requerido para lograr una precision suficiente excede
al de las técnicas directas como el método de eliminacion Gaussiana. Sin embargo, para
sistemas grandes con un gran porcentaje de ceros, estas técnicas son eficientes en términos
de almacenamiento en la computadora y del tiempo requerido. Los sistemas de este tipo
surgen frecuentemente en la solucion numérica de problemas de valores en la frontera y

de ecuaciones diferenciales parciales.

Ejemplo 1.
El sistema lineal A x = b dado por
E1 ;10 ry — Tro + 2 I3 = 6 s
E2 : — T + 11 o — r3 -+ 3 g = 25 s
Eys: 2x -— ro + 10x3 — ry = —11,
E4 : 3y — r3 -+ 8xy = 15 s

tiene por solucién a x = (1,2, —1,1)!. Para convertir A x = b a la forma x = T x + c,
resolvemos la ecuacion F; para cada ¢ = 1,2, 3, 4, obteniendo:

— 1 _ 1 3
1 = 1072 5L3 + 35
Y 1. 3 25
T2 = 17T + 1173 I s
_ 1 1 1. 1
r3 = 5T1 T 12 + 1074 10
3 15
En este ejemplo,
1 1 3
0 10 5 0 5
19 1 _3 25
11 11 1 1
T = y c=
11 g9 L _u
5 10 10 10
_3 1 15
0 8 8 0 3
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Como una aproximacién inicial tomemos a x(®) = (0,0, 0,0)? y generemos x() mediante:

2t = L~ 1500 + 2 = 06000,
a:él) = 1—11w§0) + ﬁxéo) — 13—196[(10) + % = 22727,
xgl) = —%x&o) + %xéo) + %xio) — % = —1.1000 ,
2 = — 0 LY + L = 1.8750.

Las iteraciones adicionales x(*) = (:c§ ),azg ),mé ),:ci ))t, se generan de manera similar y

se presentan en la tabla siguiente.

Tabla 1

k :cgk) xék) :c:(gk) xflk)

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.6000 2.2727 —1.1000 1.8750
2 1.0473 1.7159 —0.80523  0.88524
3 0.93264 2.0533 —1.0493 1.1309
4 1.0152 1.9537 —0.96811  0.97385
5 0.98899 2.0114 —1.0103 1.0213
6 1.0032 1.9923 —0.99453  0.99444
7 0.99814 2.0023 —1.0020 1.0036
8 1.0006 1.9987 —0.99904  0.99889
9 0.99968 2.0004 —1.0004 1.0006
10 1.0001 1.9998 —0.99984  0.99980

La decisién de parar después de diez iteraciones esta basada en el hecho de que

Ix19 — x| 8.0 x107*

= 1073 .
[x00)[| 1.9998

En realidad, ||x(?) — x||,, = 0.0002.

El método del ejemplo 1 se llama método iterativo de Jacobi. Este consiste en
resolver la i—ésima ecuacion de A x = b para x; para obtener, siempre y cuando a;; # 0,

que
= Qij T b .
a:izzl<—;—ii])+a—ii para i=1,2,...,n (XVII.2)
J:
J#i

y generar cada :ng) de las componentes de x*~1 para k > 1 con

1. _
2 M = a—”_[zl(—aij ) 4] para i=1,2,...,n. (XVII.3)
j:
J#i
El método puede escribirse en la forma x(¥) = T x(*=1 4 ¢ dividiendo a A en su parte
diagonal y no-diagonal. Para ver esto, sean D la matriz diagonal cuya diagonal es la
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misma que la diagonal de A, —L la parte triangular estrictamente inferior de A, y —U la
parte triangular estrictamente superior de A. Con esta notacion, se separa en

a1 a2 e A1n ail 0 NN 0
A — a1 az2 ... Q2n _ 0 aszy ... 0 +
Anl Gp2  -.. QOpp 0 0 ... apn
0 0 0 0 —aiz —Qin
. —a91 0 0 . 0 0 .
—Anpn—1,n
—Qan1 2 | 0 0 0 NN 0

=D - L - U.

La ecuacién Ax =b 6 (D—L—U) x = b se transforma entonces en D x = (L+U) x+Db,
y finalmente
x=D1'(L+U)x+D'b. (XVII.4)

Esto da lugar a la forma matricial de la técnica iterativa de Jacobi:
x®O =Dt (L+U)x* V4D tb, k=1,2.... (XVIIL5)

En la practica, la ecuaciéon (XVII.3) es la que se usa para los cdlculos, reservando a la
ecuaciéon (XVII.5) para propdsitos tedricos.

2. LOS ALGORITMOS DE JACOBI Y DE GAUSS-SEIDEL

Para resumir el método iterativo de Jacobi, presentamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo iterativo de Jacobi.

Para resolver el sistema lineal A x = b con una aproximacién inicial dada x(®).

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; las componentes de la matriz A = (a;;)
donde 1 < 4,5 < n; las componentes b;, con 1 < i < n, del término no homogéneo b; las
componentes XO;, con 1 < i < n, de la aproximacién inicial XO = x(9); la tolerancia
TOL; el nimero maximo de iteraciones Nj.

Salida: solucién aproximada xz1,xs9,...,x, 0 mensaje de que el nimero de iteraciones
fue excedido.

Paso 1: Tomar k = 1.
Paso 2: Mientras que k < Ny seguir los pasos 3—6.

Paso 3: Parai:=1,2,...,n tomar
1 n
X2 le
j#i

Paso 4: Si ||x — XO|| < TOL entonces SALIDA (x1,za,...,2y);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.
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Paso 5: Tomar k =k + 1.
Paso 6: Para:=1,2,...,n tomar XO; = x;.

Paso 7: SALIDA (ndmero mdximo de iteraciones excedido);
(procedimiento completado sin éxito) PARAR.

El paso 3 del algoritmo requiere que a;; # 0 para cada i = 1,2,...,n. Si éste no es
el caso, se puede realizar un reordenamiento de las ecuaciones para que ningin a;; = 0,
a menos que el sistema sea singular. Se sugiere que las ecuaciones sean arregladas de tal
manera que a;; sea lo mas grande posible para acelerar la convergencia.

En el paso 4, el criterio de paro ha sido ||x — XO|| < TOL; otro criterio de paro es

iterar hasta que
Ix®) — x|

x|

sea menor que alguna tolerancia predeterminada € > 0. Para este propdsito, se puede

usar cualquier norma conveniente; la que mas se usa es la norma [,

Un anélisis de la ecuacién (XVII.3) sugiere una posible mejora en el algoritmo

iterativo de Jacobi. Para calcular x( )

1, a:gk), xék), e (k) 1 ya han sido calculadas y supuestamente son mejores aproximaciones

() 25 (k) (k)
Lo "y -

a la solucién real z1, 2, ..., z;—1 que z; .., T; 1, parece razonable calcular z;

, se usan las componentes de x(*~1. Como para i >

usando los valores calculados mas rementemente; es decir,

1—1 n
1 _
x,gk) Z aij x (~k) Z (@i xgk 1)) +b;] , (XVII.6)
Jj=1 j=1+1
para cada i = 1,2,...,n en vez de la ecuaciéon (XVII.3).

Ejemplo 2.
El sistema lineal A x = b dado por

E1 : 10 T — To + 2 I3 = 6 y
E2 : —r1 + 11 Ty — I3 + 3 Ty = 25 s
E3 : 2 T - To + 10 r3 — Ty = —11 ;
E4 : 3 xT9 — r3 + 8 Ty = 15 y

fue resuelto en el ejemplo 1 con el método iterativo de Jacobi. Incorporando la ecuacién
(XVII.6) en el algoritmo iterativo de Jacobi, se obtienen las ecuaciones que se usarin
para cada k=1,2,...

xgk) _ %x(k - %xgk—l) + % 7
xék) _ 1_11 gk) + 1137:(),k 1) %l‘ik_l) + % :
a:gk) = —%xgk) + mxék) + 110x£1k - % ,
xik) = - %xék) + %xgk) + % .
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Tomando x(®) = (0,0,0,0)*, generamos los vectores iterados de la tabla 2.

Tabla 2
k xgk) xék) xgk) wik)
0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.6000 2.3273 —0.98727  0.87885
2 1.0302 2.0369 —1.0145 0.98435
3 1.0066 2.0035 —1.0025 0.99838
4 1.0009 2.0003 —1.0003 0.99985
5 1.0001 2.0000 —1.0000 1.0000
Ya que
(6) — x4
[|x X' oo —0'0008:4><10_4,

x®]-  2.000

se acepta x(®) como una aproximacién razonable a la solucién. Es interesante notar que el

método de Jacobi en el ejemplo 1 requiere el doble de iteraciones para la misma precision.

La técnica presentada en el ejemplo 2 se llama método iterativo de Gauss-Seidel.
Para escribir este método en la forma matricial (XVI1.1) se multiplican ambos lados de
la ecuacién (XVII.6) por a;; y se recolectan todos los k—ésimos términos iterados para

dar
a1 :zzgk) + a;o a:gk) + ...t ay :I?Ek) = —Qjit+1 :L“Z(-f:l) — . — Qin a:%k_l) +b; ,
para cada ¢ = 1,2,...,n. Escribiendo las n ecuaciones tenemos:
ail a:gk) = —qaio xgk_l) —ai3 xék_l) — .. —Qln xg"_l) + by,
ao1 xgk) + a99 x;k) = —a9s3 xgk_l) ... — Qop :pﬁf—l) + by ,

an1 xgk) + apa mgk) + ... 4 ann x%k) =b, ,

y se sigue que, en forma matricial, el método de Gauss-Seidel puede ser representado
como (D — L) x*) = U x*=1) + b 6

xH =D-0)7Ux*V+D-L)"b. (XVILT)

Para que la matriz triangular inferior (D — L) sea no singular, es necesario y suficiente

que a;; # 0 para cada i =1,2,...,n.
Para resumir el método iterativo de Gauss-Seidel, presentamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo iterativo de Gauss-Seidel.

Para resolver el sistema lineal A x = b con una aproximacién inicial dada x(?).

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; las componentes de la matriz A = (a;;)
donde 1 < i,5 < n; las componentes b;, con 1 < i < n, del término no homogéneo b; las
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componentes XO;, con 1 < i < n, de la aproximacién inicial XO = x(9; la tolerancia
TOL; el nimero maximo de iteraciones Nj.

Salida: solucién aproximada xz1,xo,...,x, 0 mensaje de que el nimero de iteraciones
fue excedido.

Paso 1: Tomar k = 1.
Paso 2: Mientras que k < Ny seguir los pasos 3-6.

Paso 3: Para:=1,2,...,n tomar
1 i—1 n
Ti = ;[—Z(%‘ ;) = Y (a5 XO;) +bi] .
=1 j=i+1

Paso 4: Si ||x — XO|| < TOL entonces SALIDA (z1,x3,...,2,);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Paso 5: Tomar k =k + 1.
Paso 6: Parat=1,2,...,n tomar XO,; = x;.

Paso 7: SALIDA (ndmero mdzimo de iteraciones excedido);
(procedimiento completado sin éxito) PARAR.

Los resultados de los ejemplos 1 y 2 parecen implicar que el método de Gauss-Seidel
es superior al método de Jacobi. Este es generalmente cierto, pero no siempre. En
realidad, hay sistemas lineales para los cuales el método de Jacobi converge y el método
de Gauss-Seidel no, y viceversa.

3. CONVERGENCIA DE LOS PROCESOS ITERATIVOS

Para estudiar la convergencia de las técnicas generales de iteracion, consideramos la
férmula (XVII.1)
x®) =1 xk=1 4 ¢

para cada k = 1,2, ..., donde x(?) es arbitrario. Este estudio requerird del siguiente lema:

Lema XVII.1
Si el radio espectral p(T') satisface que p(T") < 1, 6 si la norma de la matriz 7" satisface
que ||T|| < 1, entonces (I —T)~1 existe y

I-T)'=I+T+T*+....

Teorema XVII.2
Para cualquier x(?) € R™, la sucesién {x(*)}2° = definida por (XVII.1)

xF) =1 xk=1) 4 ¢

para cada k > 1y ¢ # 0, converge a la solucién tinica de x =T x+c siy sélo si p(T) < 1.
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Demostracién: de la ecuacién (XVII.1), se tiene que

x) = 7 x4 ¢ =
=T (Tx%* 2 4¢)+c=
=T72x* 2 L (T+1)c=

=TFxO (T4 4+T+1D)c.

Suponiendo que p(T) < 1, podemos usar el Teorema XIII.15 y el Lema XVIIL.1 para

obtener
k—1

li (k) — k50 4 j
i <8 = i 75 i (D T7)e
7=0
=0-xO4+(I-T)le=(I-T)""c.
De (XVII.1) x = klim x(F) = (I — T)~'c serd la solucién tinica de x = T x + c.

Para probar el reciproco, sea {X(k)}zozo convergente a x para cualquier x(?). De la
ecuacién (XVII.1) sigue que x =T x + ¢, asi que para cada k,

x—x® =T (x—x*V)y =  =7F (x—x©) .
Por lo tanto, para cualquier vector x(9),

klim T (x — x©) = klim x—x® =0.

Consecuentemente, si z es un vector arbitrario y x(0) = x — Z, entonces

lim T z = lim T% [x — (x —2)] =0,

k—oo k—oo

lo cual, por el Teorema XIII.15, implica que p(T") < 1. c.q.d.

Un Teorema parecido nos dara condiciones de suficiencia para la convergencia de los
procesos de iteraciéon usando las normas en lugar del radio espectral.

Teorema XVII.3
Si ||T|| < 1, para cualquier norma matricial natural, entonces la sucesion definida en
la ecuacién (XVII.1), {x(k)}zozo, converge para cualquier x(9) € R™, a un vector x € R",

y se satisfacen las siguientes cotas de error:

[l —x® | < |71 [x© — x|l , (XVII.8)

k
HX_X(I@)||< ||T||
1
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Demostracién: comenzando con un vector arbitrario x(?), formaremos una secuencia de

aproximaciones
x® =7 xW 4¢,
x®) =1 xk=D 4 ¢
de donde

xF) =7k xO (7"l 4T+ c.

Como para ||T|| < 1 tenemos ||T*|| — 0 cuando k — oo, se deduce que

k—oo k—oo

lim 7" =0 y lm (I+T+T°+.. . +T")=> TF=1-T)".
k=0

Y por tanto, pasando al limite cuando k — oo, tenemos

x = lim x® =T -T)"'c.
k—o0

Esto prueba la convergencia del proceso iterativo. Ademads, tenemos (I —7T) x = ¢ 6
x =T x + c, lo cual quiere decir que el vector x en el limite es una solucién del sistema.
Como la matriz (I —T') no es singular, la solucién x es inica. Hemos asi demostrado la
primera parte del Teorema.

Demostramos ahora la cota de error (XVII.8). Supongamos que x*+7) y x(*) son
dos aproximaciones de la solucién del sistema lineal x = T" x+c¢; de la ecuacién (XVII.1),

tenemos:
Hx(kz+p) _ X(k)” = ||IT x(ktp=1) _ X(k—l)H = ||T (X(k+p—1) _ X(k—l))H -

— |[T* (<) = x| < T =P - <O

Ahora pasando al limite cuando p — oo, obtenemos

lim Hx(kﬂ’) — X(k)H < lim HTHk Hx(p) — X(O)H = HTHk lim Hx(p) — X(O)H
p—00 p—00 p—00
y entonces

[l = x®| < IT)* |lx = x|,

que es la cota de error (XV1I.8)
Finalmente demostramos la cota de error (XV1I1.9). Como antes, supongamos que
x(k+P) v %) son dos aproximaciones de la solucién del sistema lineal x = T x + c.

Tenemos

Hx(kﬂo) _ X(k)H < Hx(k-&-l) _ X(k)H + Hx(k+2) _ X(k+1)H 4.+ Hx<k+p) _ X(k+p—1)” )
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Por lo visto antes:
[+ — x| < 7] [ = <D< )R D - x W)

para m > k > 1. Entonces tenemos:
) = x| < [ — O | T D — x4

1
+ TP [ = xB) <

TATHL R =

17|
— 1T

[x®) —xFE=D) <. < M |[x) —xO
1= [[T]]

de donde se deduce la cota de error (XVII.9). c.q.d.

Notése que si en particular elegimos x(°) = ¢, entonces xX() =T c+cy

[1x = x| = |T || < ||T| lle]l ,
y la cota (XVII.9) nos da:
|x — x| < g lc]| - (XVIILY)
= 1= 7]
Ejemplo 3.
Demostrar que el proceso de iteracion de Jacobi es convergente para el sistema lineal
siguiente:
E1 . 10 I - T2 + 2 I3 - 3 T4q = 0 3
E2 : T + 10 Tro — I3 + 2 Tyg = 5 3
Es: 227 + 322 + 2023 — ry = -—10,
E4 . 3 I + 2 i) + I3 + 20 Trqg = 15 .

,Cuantas iteraciones han de efectuarse para hallar las raices del sistema con un error
menor de 10747

Reduciendo el sistema a la forma especial para la iteraciéon de Jacobi, tenemos

T = 01z — 02z3 + 03x4,

o= —0.1 24 + 0lz3 — 02z4y + 05,
r3= —01x7 — 0.15 29 + 005xz4 — 0.5,
rg= —01527 — 0.1zog — 0.0523 + 0.75.

Entonces la matriz del sistema es:

0 0.1 -0.2 0.3
—0.1 0 0.1 -0.2
-0.1 —-0.15 0 0.05
-0.15 -0.1 -0.05 0

T =

237



OCW-V.Muto Técnicas iterativas para resolver sistemas lineales —  Cap. XVII
Utilizando, por ejemplo, la norma /;, tenemos:
|T||; = max{0.35,0.35,0.35,0.55} = 0.55 < 1.

En consecuencia el proceso de iteracién para el sistema dado es convergente. Si conside-

ramos como aproximacion inicial de la raiz x el vector
x© = ¢ =(0.0,0.5,—0.5,0.75)* ,

entonces
HCH1 =004+054+05+075=1.75.

Sea ahora k el nimero de iteraciones requeridas para conseguir la exactitud especificada.
Utilizando la férmula (XVI1.9"), tenemos:

k+1 k1 5 1.75
De aqui,
45
0.55F 1 < TF 1074
0 sea

(k4 1)log;0.55 < log,45 — logy( 175 — 4
—(k+1) 0.25964 < 1.65321 — 2.24304 — 4 = —4.58983

y consecuentemente

4.58083

1 ~
1> 0.25964

17.7 - k> 16.7 .

Podemos tomar £ = 17. Notése que la estimacion tedrica del ntimero de iteraciones
necesarias para asegurar la exactitud especificada es excesivamente alto. A menudo se

obtiene la exactitud deseada en un nimero menor de iteraciones.

Para aplicar los resultados de arriba a las técnicas iterativas de Jacobi o Gauss-
Seidel, necesitamos escribir las matrices de iteracién del método de Jacobi, Ty, dadas en
(XVII.5)y del método de Gauss-Seidel, T, dadas en (XVII1.7), como

T, =D ' (L+U) vy Tgs=(D-L)*'U.

De ser p(Ty) 6 p(Tgs) menores que uno, es claro que la sucesién {x(®)}2° . converge a
la solucién x de A x = b. Por ejemplo, el esquema de Jacobi (ver ecuaciéon (XVII.5))
tiene:

x® =DV (L+U)x* DV 4+ Db,

y si {x(F)}2  converge a x, entonces
x=D1'(L+U)x+D'b.
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Esto implica que
Dx=(L+U)x+b y (D-L-U)x=b.

Ya que D — L — U = A, luego x satisface A x = b. De manera parecida se procede con
el esquema de Gauss-Seidel dado por la ecuacién (XVII.7).

Podemos dar ahora condiciones de suficiencia faciles de verificar para la convergencia
de los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel.

Teorema XVII.4

Si A es una matriz estrictamente dominante diagonalmente, entonces, para cualquier
eleccién de x(© € R™ ambos métodos, el de Jacobi o el de Gauss-Seidel, dan lugar a
sucesiones {x(k)}zo:o que convergen a la soluciéon de A x = b.

La relacion entre la rapidez de convergencia y el radio espectral de la matriz de
iteracién T se puede ver de la desigualdad (XVII1.8). Como (XVII.8) se satisface para
cualquier norma matricial natural se sigue, de la afirmacién que siguié al Teorema XI11.14,
que

[x®) — x|| ~ p(T)* ||x© —x]|| . (XV1II.10)

Supongamos que p(7) < 1 y que se va a usar x(©) = 0 en una técnica iterativa para
aproximar X con un error relativo maximo de 107*. Por la estimacién (XVII1.10), el
error relativo después de k iteraciones es aproximadamente p(T)*, asi que se espera una

precisién de 107 si

p(T)* <107,
esto es, si
t
k> ———— .
—logy p(T)

Por lo tanto, es deseable escoger la técnica iterativa con el menor p(7') < 1 para el sistema
particular A x = b.

En general no se conoce cudl de las dos técnicas, la de Jacobi o la de Gauss-Seidel,
debe usarse. Sin embargo, en un caso especial, si se conoce la respuesta.

Teorema XVIIL.5 (Stein-Rosenberg)
Sia;; < 0 para cada i # j y a; > 0 para cada ¢ = 1,2,...,n, entonces se satisface
una y solamente una de las siguientes afirmaciones:
) 0<p(Tgs) <p(Ty) <1
) 1< p(Ty) < p(Tas);
) p(Tas) = p(Ty) = 0;
d)  p(Ts) = p(Tes) = 1;

Para el caso especial descrito en el Teorema XVIIL.5, vemos que cuando un método

0 o o

converge, entonces ambos convergen, siendo el método de Gauss-Seidel mas rapido que el
método de Jacobi.
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4. LOS METODOS DE RELAJACION

Como la razon de convergencia de un procedimiento depende del radio espectral de
la matriz asociada con el método, una manera de seleccionar un procedimiento que nos
lleve a una convergencia acelerada consiste en escoger un método cuya matriz asociada
tenga un radio espectral minimo. Estos procedimientos nos llevan a los métodos de
relajacion. Pero antes de formular la teoria de los métodos de relajacion, veamos las ideas
fundamentales de la forma mas simple. Supongamos que se dispone de un sistema de
ecuaciones lineales

Ei: annxi+apro+...+am, o, =b1,
Ey: as z1+ag z2+...+az, v, =0ba,
(XVIIL.11)

E,: a1+ ap To+ ...+ apn Tp, = by .

Transformaremos este sistema de la manera siguiente: pondremos los términos constantes
a la izquierda y dividiremos la primera ecuacién por —aiq, la segunda por —aso, etc.

Obtendremos entonces un sistema que estd listo para la relajacion:

Fi: —zy4+bgaxo+...+b1pz,+c1 =0,

EQI bgll‘l— l‘g—f—...—f—bgnl'n—f—CQ:O,
(XVII.12)

E,: by xi+byxa+...— Tp+cp =0,

donde b
bij=—-2 (i£j) vy oe=-—-. (XVII.13)

Qg Qg5

Supongamos que x(©) = (xgo) . 20 )) es la aproximacion inicial a la solucién del sistema

dado. Sustituyendo estos Valores en el sistema tendremos los restos

Rg()) =c — (O) + Zb 1j :U(O) = xgl) 3350) )

RO = ¢ —2© 4 Z by 2 = 2 — 20 |

J#k

(XVII.14)

n—1
RY =¢, — 20 4 Z by :L’;-O) =z — 20
j=1

(0)

. ) . 0
Si damos un incremento 5x a una de las incégnitas x5, el resto correspondiente Rg )

(0)

quedera disminuido en dzs ’ y todos los otros restos RZ(- ) (i 7é s) quedaran aumentados en
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bis 5m§0). De este modo, para hacer que desaparezca el resto siguiente Rgl) es suficiente

dar a :cgl) un incremento 5532” = Rgo) y tendremos

Rgl) -0 y RZ(.l) = RZ(-O) + bys (5:1:5,0) para i # s . (XVII.15)

Asi el método de relajacion, en su forma méas simple, consiste en reducir el resto
numéricamente mas elevado a cero, en cada etapa, cambiando el valor del componente
apropiado de la aproximacion. El proceso acaba cuando todos los restos del tltimo sistema
transformado son iguales a cero con la exactitud requerida.

Ejemplo 4.
Vamos a resolver el sistema lineal A x = b dado por
E1 : 10 T — 2 T2 — 2 r3 = 6 5
Ey: —2x1 + 102y -— 2x3 = T,
E3 . — 1 — To + 10 r3 = 8 s

con el método de relajacion y aritmética de dos digitos.

Reduzcamos el sistema a una forma conveniente para la relajacion:

E1 . — I —I— 02 o —|— 02 T3 + 06 = 0 ;
E2 : 0.1 rT — T2 + 0.2 T3 + 0.7 = 0 5
E3 0.1 r1 + 0.1 ro — I3 + 08 = 0.
Eligiendo los valores xgo) = xéo) = wgo) = 0 como aproximaciones iniciales de las raices,

obtenemos los restos:
R =060, R =070, R =0.80.
Siendo R:())O) = 0.80 el resto mas grande, consideramos
523" = 0.80
de donde obtendremos los restos
R = R™ £ 0.2 x 0.8 =0.60+0.16 = 0.76 ,
R =R +02x08=0.70+0.16 = 0.86 ,
R =R —08=0.80-0.80=0.0.

Establezcamos ahora

sz =0.86

y asi sucesivamente. Los resultados de los cdlculos se dan en la tabla 3.
Sumando todos los incrementos (5x§k) (i=1,2,3;k=0,1,...), tendremos los valores

de las raices:
r1 = 0.04+0.934 0.062 + 0.007 =0.999 = 1.0 ,

x92 = 0.0+ 0.86 + 0.13 4+ 0.016 = 1.006 = 1.0 ,
3 = 0.0+ 0.80 +0.18 +0.019 = 0.999 = 1.0 .
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En este caso el sistema se ha resuelto exactamente.

Tabla 3

k T1 Ry To Ry 3 R3

0 0.0 0.60 0.0 0.70 0.0 0.80
0.16 0.16 0.80 —0.80
0.76 0.86 0.0

1 0.17 0.86 —0.86 0.086
0.93 0.0 0.086

2 0.93 —0.93 0.093 0.093
0.0 0.093 0.18

3 0.036 0.036 0.18 —0.18
0.036 0.13 0.0

4 0.026 0.13 —-0.13 0.013
0.062 0.0 0.013

5% 0.062 —0.062 0.012 0.0062
0.0 0.012 0.019

6 0.0038 0.0038 0.019 —0.019
0.0038 0.016 0.0

7 0.0032 0.016 —0.016 0.0016
0.007 0.0 0.0016

8 0.007 —0.007 0.0007 0.0007
0.0 0.0007 0.0023

T 1.0 1.0 1.0

Vamos ahora a describir los métodos de relajacién. Antes de describir un proce-
dimiento para seleccionar tales métodos, necesitamos introducir una manera nueva de
medir la cantidad por la cual una aproximacién a la solucion de un sistema lineal difiere

de la solucidn real del sistema. El método hace uso del denominado vector residual.

Definicién. Si x € R" es una aproximacion a la solucién del sistema lineal definido por
A x = b, el vector residual de X con respecto a este sistema se define comor = b— A X.

En procedimientos como los métodos de Jacobi o de Gauss-Seidel se asocia un vector
residual con cada célculo de una componente aproximada del vector solucién. El objetivo
del método consiste en generar una sucesiéon de aproximaciones que hagan que los vectores

residuales asociados converjan a cero. Supongamos que tomamos

O N I o

rli 7T2i 1yt ing
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para denotar al vector residual para el método de Gauss-Seidel correspondiente al vector

solucion aproximado

(@), 2P g GGy

PRI ’Ll’

o k
La m—ésima componente de rg ) es

riv) = bm Zamj ] Zamj 20 (XVII.16)
0 i—1
rfrlfz) =b,, — Zamj xg.k) - Z Ay .rg-k_l) — Qi xz(-k_l)
j= j=i+1
para cada m = 1,2,...,n. En particular, la t—ésima componente de rgk) es
(k) Za” (k) Z aij $§k_1) — Q45 iﬂgk_l) 3
j=1+1
asi que
—1 n
Qi T (.k D4y (k) =b; — Zaij x§k) — Z aij :L";-k_l) : (XVIIAT)
j=i+1

Recuérdese, sin embargo, que en el método de Gauss-Seidel :L’E ) se escoge como

1—1 n

k k—1
- X (ai 2y — 3 (i 2 b
(k) _ _J= J= , (XVII.6)
Qi
asi que la ecuacién (XVII1.17) puede escribirse como a;; :I:Z(-kfl) + Tz(f) = a;; :ng) 6
(k) _ (k 1) ry
x, 4 (XV11.18)

0773

Podemos derivar otra conexién entre los vectores residuales y la técnica de Gauss-
Seidel. De (XVII.16), la i—ésima componente de rg +)1 es

k k . k—1
fz)ﬂ_b—zaw 2 = Y ay Y

J=i+1

= bl — Zaij l'gk) — Z aij CL'g-kil) — Q44 LEEk) B
j=1

j=it1

(XVII1.19)

La ecuacién (XVII.6) implica que rf z)+1 = 0. Entonces, en cierto sentido, la técnica de

Gauss-Seidel estd ideada para requerir que la i—ésima componente de rg +)1 sea cero.
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Reducir una coordenada del vector residual a cero, sin embargo, no es necesariamente
la manera mas eficiente de reducir la norma del vector rf; +)1. En realidad, modificando el

procedimiento de Gauss-Seidel en la forma de la ecuacién (XVII.18) a:

(k)
2P = 2+ o D (XVI1.20)

Qi
para ciertas elecciones de w positivo nos llevarda a una convergencia significativamente
mas rapida.

Los métodos que emplean la ecuacién (XVII.20) se conocen como métodos de
relajaciéon. Para 0 < w < 1, los procedimientos se llaman métodos de sub-relajacion
y se pueden emplear para obtener la convergencia de algunos sistemas que no son conver-
gentes por el método de Gauss-Seidel. Para w > 1, los procedimientos se llaman métodos
de sobre-relajacion y se pueden usar para acelerar la convergencia de sistemas que son
convergentes por el método de Gauss-Seidel. Estos métodos se abrevian frecuentemente
como SOR (de Successive Over-Relaxation) y son particularmente ttiles para re-
solver los sistemas lineales que aparecen en la solucién numérica de ciertas ecuaciones
diferenciales parciales.

Antes de ilustrar las ventajas del método SOR notamos que usando la ecuacién
(XVII.17), la ecuacion (X V11.20) se puede reformular para propésitos de computo como

i—1 n
a:z(k) =(1-w) xgk_l) + i |:bi - Zaij x;k) - Z @ij Ig‘k_l)} : (XVII.21)
j=1

i
X j=it1

Para determinar la forma matricial del método SOR reescribimos (XVI1.21) como

1—1 n
Qi :L'Ek) + w Zaiﬂ' xg.k) =(1-w) ay :L‘Z(-k_l) —w Z ajj x§k_1) + w b;
j=1 j=i+1

asi que
D-wl)x®=[1-w)D+w U] x*YV+wb
( )

xP=D-wD) ' l-w) D+w U x* V4w (D-wl)'b.

Algoritmo iterativo Successive Over-Relaxation (SOR).

Para resolver el sistema lineal A x = b dados el parametro w y una aproximacién inicial
0)
x(0),

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; las componentes de la matriz A = (a;;)
donde 1 < 4,5 < n; las componentes b;, con 1 < i < n, del término no homogéneo b; las
componentes XO;, con 1 < i < n, de la aproximacién inicial XO = x(9); el pardmetro w;
la tolerancia TOL; el nimero maximo de iteraciones Nj.

Salida: solucién aproximada 1, xo9,...,x, 0 mensaje de que el nimero de iteraciones
fue excedido.

244



OCW-V.Muto Técnicas iterativas para resolver sistemas lineales Cap. XVII

Paso 1: Tomar k = 1.
Paso 2: Mientras que k < Ny seguir los pasos 3—6.

Paso 3: Para:=1,2,...,n tomar
i—1 n
z; = (1-w) +a” j_zlayxj 3;4(6” i)+ }

Paso 4: Si ||x — XO|| < TOL entonces SALIDA (z1,x2,...,Zy);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Paso 5: Tomar k =k + 1.
Paso 6: Parai=1,2,...

Paso 7: SALIDA (ndmero mdximo de iteraciones excedido);
(procedimiento completado sin éxito) PARAR.

,n tomar XO,; = x;.

Ejemplo 5.
El sistema lineal A x = b dado por
E1 N r1 + 3 xT9 = 24 s
EQ 3 r1 + 4 xT9 — rs = 30 R
E3 . - To + 4 I3 = =24 s

tiene por solucién x = (3,4, —5)*. Se usardn los métodos de Gauss-Seidel y el SOR con
w = 1.25 para resolver este sistema usando x(®) = (1,1,1)? para ambos métodos. Las

ecuaciones para el método de Gauss-Seidel son

2 = —075 28 46,
2P = —075 2" +025 28V 475,
xg“ =025 2" — 6,

, v las ecuaciones para el método SOR con w = 1.25 son
—0.25 27V — 0.9375 2F 7V 4 7.5,

—0.9375 2" —0.25 2"V 4 0.3125 2"V 4+ 9.375 |
xg@ = 0.3125 2" — 0.25 2{"~ » —75.

Las primeras siete iteraciones de cada metodo se muestran en las tablas 4 y 5.

para cada k =1,2,.
(k)

(k)

Para obtener una precision de siete lugares decimales el método de Gauss-Seidel
requiere de 34 iteraciones en contra de las 14 que se necesitan en el método de sobre-
relajaciéon con w = 1.25.

Tabla 4

k xgk) xgk) xék)

0 1.000000 1.000000 1.000000

1 5.250000 3.812500 —5.046875
2 3.1406250 3.8828125 —5.0292969
3 3.0878906 3.9267578 —5.0183105
4 3.0549317 3.9542236 —5.0114441
5 3.0343323 3.9713898 —5.0071526
6 3.0214577 3.9821186 —5.0044703
7 3.0134111 3.9888241 —5.0027940
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Tabla 5

k xgk) :ng) :I;ék)

0 1.000000 1.000000 1.000000

1 6.312500 3.5195313 —6.6501465
2 2.6223144 3.9585266 —4.6004238
3 3.1333027 4.0102646 —5.0966864
4 2.9570513 4.0074838 —4.9734897
5 3.0037211 4.0029250 —5.0057135
6 2.9963275 4.0009263 —4.9982822
7 3.0000498 4.0002586 —5.0003486

Un problema que se presenta al usar el método SOR, es coémo escoger el valor apro-
piado de w. Aun cuando no se conoce una respuesta completa a esta pregunta para un

sistema lineal general n x n, los siguientes resultados pueden usarse en ciertas situaciones.

Teorema XVII.6 (Kahan)

Si a;; # 0 para cada i = 1,2,...,n, entonces p(T,) > |w — 1|. Esto implica que
p(T,) <1s6losi0<w<2 donde T, = (D —w L) [(1-w)D+w U] es la matriz de
iteracion del método SOR.

Teorema XVII.7 (Ostrowski-Reich)
Si A es una matriz positiva definida y 0 < w < 2, entonces el método SOR converge

para cualquier eleccién de la aproximacién inicial x(?) del vector solucién.

Teorema XVIIL.8
Si A es una matriz positiva definida y tridiagonal, entonces p(Tgs) = [p(T)]? < 1,
la elecciéon 6ptima de w para el método SOR es
2
L+ /1= [p(T))]?

(XVII.22)

w =

y con este valor de w, p(T,) = w — 1.

Ejemplo 6.
En el ejemplo 5 la matriz A estaba dada por
4 3 0
A=|3 4 -1
0 -1 4

Esta matriz es positiva definida y tridiagonal, asi que se aplica el Teorema XVII.8. Como

T; =D ' (L+U)=

1/4 0 0 0 -3 0
=( 0o 174 o0 -3 0 1]|=
0 0 1/4 0 1 0

0 —0.75 0
= | —0.75 0 025],
0 0.25 0
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tenemos que
—A —0.75 0
Ty — A =1 —0.75 —A 0.25 | ,
0 0.25 —A

con lo que
det(Ty — M) = —\(\* — 0.625) .

Por lo tanto,
p(Ty) = v0.625 ~ 0.79057

y la ecuacién (XVII.22) nos da

2

2 2
Tl VT pTas) 1+ VI-pT)E 1+vVi-062

Esto explica la rapida convergencia obtenida usando w = 1.25 en el ejemplo 5.

~1.24 .

5. ELECCION DEL METODO PARA RESOLVER SISTEMAS LINEALES

Cuando el sistema lineal es lo suficientemente pequeno para que sea facilmente aco-
modado en la memoria principal de un ordenador, es en general mas eficaz usar una
técnica directa que minimice el efecto del error de redondeo. Especificamente, es ade-
cuado el algoritmo de eliminacion Gaussiana con pivoteo escalado de columna.

Los sistemas lineales grandes cuyos coeficientes son entradas basicamente de ceros y
que aparecen en patrones regulares se pueden resolver generalmente de una manera efi-
ciente usando un procedimiento iterativo como el discutido en este capitulo. Los sistemas
de este tipo aparecen naturalmente, por ejemplo, cuando se usan técnicas de diferencias
finitas para resolver problemas de valor en la frontera, una aplicacién comun en la solucién

numérica de ecuaciones diferenciales parciales.
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EJERCICIOS.

—  Cap. XVII

1. Encontrar las dos primeras iteraciones del método de Jacobi, del método de
Gauss-Seidel y del método SOR para los siguientes sistemas lineales, usando

x(0) = 0.

a)

2331
3.%’1
31‘1

T
X1

10 T

2 1
x1

21‘1

10 T

10 1
2 1

4 T
—2 1

+

T2
3 i)
3 T2

2 T2
T2
T2

x2
10 T2
2 )

1.5 T2
3 i)
2 D)

L2
3 i)
T2
11 xT9

T2
11 T2
T2
3 T2

2 i)
5 T2
T2

+
_|_
_|_

+

_|_

L+ + ++ —-

I+ I+

T3
9 I3
5 I3

4 I3
L3
2 T3

2 I3
10 I3

0.5 I3
T3

10 I3
L3
2 T3
I3

2 I3
L3
10 I3
xs3

T3
4 I3
2 T3

T4

31‘4

31’4

81’4

21‘4
3IE4

2. Aplicar, si es posible, los algoritmos iterativos de Jacobi, de Gauss-Seidel y el
algoritmo SOR, con w = 1.2, para resolver los sistemas lineales del ejercicio
1. Usar TOL = 1072 y el ntimero méximo de iteraciones N = 25.
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