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8.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 3178.1. Planteamiento del problemaEn su forma me
áni
a más sen
illa, el trabajo W efe
tuado por 
ierta fuerza F a lo largode 
ierta distan
ia d se de�ne 
omo el valor de la fuerza multipli
ado por la distan
ia:
W = Fd (8.1)La de�ni
ión (8.1) puede apli
arse fá
ilmente en 
asos sen
illos. Como la fuerza es unamagnitud ve
torial, elegiremos 
omo signo positivo el sentido 
re
iente de los ejes 
oordena-dos.Ejemplo 8.1 Supongamos que soltamos un sólido de masa M = 5 Kg desde una altura

h = 3 m (ver Figura 8.1(a)). En este 
aso, el trabajo que efe
túa la fuerza de la gravedad
F = Fg para desplazar el sólido desde la altura h = 3 m hasta el suelo (h = 0 m) será:
Wg = Fgd = −5 · 9. 8 · 3 = −49 · 3 = −147J (la unidad empleada es Newton por metro, el Julio)

Figura 8.1: Cál
ulo del TrabajoEjemplo 8.2 Ahora supongamos que el sólido se en
uentra en el suelo y que lo deslizamos
2 m ha
ia la dere
ha apli
ando 
ierta fuerza horizontal F (ver Figura 8.1(b)). Sabemos queen este 
aso la fuerza F debe ser por lo menos igual a la fuerza de rozamiento. Para unamasa M , la fuerza de rozamiento Fr está rela
ionada 
on el 
oe�
iente de rozamiento µ delsuelo y 
on el valor de la fuerza normal N :

Fr = −µN = −µgM (8.2)Así pues, si suponemos µ = 0. 25 en nuestro 
aso, Fr = −0. 25 · 9. 8 · 5 = −12. 25 N.Con lo 
ual, la fuerza F = 12. 25 N deslizará la masa y el trabajo que efe
tuará F será
WF = 12. 25 · 2 = 24. 5 J. Como el desplazamiento de la masa es sólo horizontal, la fuerzade la gravedad Fg no tiene 
omponente es esa dire

ión y por tanto no realiza trabajo.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



318 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEAEjemplo 8.3 En ter
er lugar, supongamos que una fuerza F de 60 N se apli
a a la masasiguiendo un ángulo de 30◦, desplazándola una distan
ia de 5 m, 
omo apare
e en la Figura8.1(
). Cuando una fuerza a
túa sobre un objeto, úni
amente realiza trabajo la 
omponentede la fuerza en la dire

ión del movimiento. En nuestro 
aso, el ve
tor F se des
ompone ensus 
omponentes horizontal Fx = 60 cos(30) = 51. 96 N y verti
al Fy = 60 sen(30) = 30 N.La 
omponente verti
al no tiene un valor su�
iente para elevar el sólido (el valor mínimo es
Mg = 5 · 9. 8 = 49 N), de modo que Fy no realiza trabajo. En 
ambio, el trabajo que efe
túa
Fx será Wx = 30 · 5 = 150 J.Ejemplo 8.4 Y ahora supongamos que soltamos el objeto desde una altura h = 3 m 
omoen la primera situa
ión, pero también apli
amos la fuerza F = 60 N 
omo en la ter
erasitua
ión (ver Figura 8.2(a)). Vamos a 
al
ular el trabajo que realiza 
ada fuerza.

Figura 8.2: Traye
toria del ejemplo 8.4En la dire

ión verti
al a
túan dos fuerzas, la fuerza de la gravedad Fg = −5 ·9. 8 = −49N, y la 
omponente verti
al de F , que es Fy = 30 N. En la dire

ión horizontal a
túa sólola 
omponente horizontal de F , que es Fx = 51. 96 N. Ahora debemos 
al
ular la dire

ióndel movimiento.Sabemos que el espa
io E(t) re
orrido por un objeto que sigue un movimiento uniforme-mente a
elerado de a
elera
ión a, que parte del reposo 
on distan
ia ini
ial re
orrida igual a
E0 es E(t) = E0 + 0. 5at2. Por otra parte, la segunda ley de Newton rela
iona la a
elera
ióna de un objeto 
ono
ida su masa M y la fuerza F apli
ada: F = Ma. Así pues, en el eje OYla e
ua
ión del desplazamiento será

Ey(t) = 3 + 0. 5t2(−49 + 30)/5 = 3 − 1. 9t2En el eje OX la e
ua
ión del desplazamiento será Ex(t) = 0. 5t2(51. 96)/5 = 5. 196t2.Ahora, es fá
il 
omprobar que la distan
ia verti
al h = 3 m se re
orre al 
abo de t = 1. 256s, de modo que la distan
ia horizontal re
orrida será Ex(1. 256) = 5. 195(0. 796)2 = 8. 2 m.La Figura 8.2(b) muestra la grá�
a de la traye
toria que en 
oordenadas paramétri
as seexpresa:
(x(t), y(t)) = (5. 195t2, 3 − 1. 9t2), t ∈ [0, 1. 256]Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 319Ejer
i
io 8.1 ¾Te extraña que la traye
toria resultante sea re
ta? Demuestra que la traye
-toria dada en 
oordenadas paramétri
as (x(t), y(t)) = (5. 195t2, 3− 1. 9t2) es, en efe
to, unare
ta.¾Cómo 
al
ulamos el trabajo realizado por 
ada fuerza? Observa la Figura 8.3. En gene-ral, si F es un ve
tor fuerza y V es un ve
tor que indi
a la dire

ión de desplazamiento, sólorealiza trabajo la 
omponente de F en la dire

ión V . Si llamamos FV a esta 
omponente,se tendrá:
FV = ‖F‖ cos α

Figura 8.3: Fuerza e�
azAsí pues, el trabajo W realizado por la fuerza F 
uando la masa se desplaza desde Mhasta N siguiendo la dire

ión V es:
W = ‖F‖ cos α ‖V ‖ = ‖F‖ ‖V ‖ cos α = F · VDe modo que W es el produ
to es
alar de F y V . Vamos a apli
ar este resultado a nuestroejemplo.
M = (0, 3), N = (8. 2, 0), V = MN = (8. 2,−3)

Fg = (0,−49), Wg = Fg · V = (0,−49) · (8. 2,−3) = 147J

Fy = (0, 30), Wy = Fy · V = (0, 30) · (8. 2,−3) = −90J

Fx = (51. 96, 0), Wx = (51. 96, 0) · (8. 2,−3) = 426. 072J¾Y 
ual será el trabajo Wr efe
tuado por la fuerza resultante Fr = Fg + Fy + Fx?Naturalmente, podemos sumar los trabajos par
iales, Wr = Wg + Wy + Wx = 483. 072 J,pero también podemos ha
er el 
ál
ulo dire
to:
Fr = Fg + Fy + Fx = (0,−49) + (0, 30) + (51. 96, 0) = (51. 96,−19)

Wr = Fr · V = (51. 96,−19) · (8. 2,−3) = 483. 072JPodemos visualizar esta situa
ión trazando la traye
toria que sigue la partí
ula �sumer-gida� en 
ada uno de los 
ampos de ve
tores fuerza. La Figura 8.4 muestra respe
tivamenteE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



320 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEAlos 
ampos de ve
tores de Fg, Fy, Fx y Fr. Observa que los ve
tores en 
ada 
ampo apare
enrepresentados 
on el mismo módulo, y por ello los grá�
os 
omo los de la Figura 8.4 nosindi
an la dire

ión y el sentido de los ve
tores del 
ampo, pero no dan idea de su módulo.La Figura 8.5 muestra la dire

ión, el sentido y el módulo de los 
in
o ve
tores F , Fg, Fy,
Fx y Fr apli
ados en un mismo punto de la traye
toria.

Figura 8.4: Varios 
ampos

Figura 8.5: Ve
toresDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 321Ejer
i
io 8.2 ¾Cómo 
rees que 
ambiarán los grá�
os de las �guras 8.4 y 8.5 si 
ambia lamasa del sólido?Sin embargo, las situa
iones reales no suelen ser tan sen
illas 
omo las de estos ejemplos.La mayoría de las ve
es la fuerza resultante es suma de mu
has fuerzas y además no siempreson 
onstantes. Dos ejemplos usuales son los 
ampos gravitatorios y los magnéti
os. El valorde la fuerza en 
ada punto P no es 
onstante, sino que depende de la posi
ión (x, y) de P .Vamos a denotar 
omo V (x, y) = (X(x, y), Y (x, y)) al ve
tor fuerza apli
ado en 
ada punto
(x, y). ¾Cómo se podrá 
al
ular el trabajo en este 
aso?Ejemplo 8.5 Vamos a simular el 
ampo gravitatorio generado por tres masas M1, M2 y M3.Como sabes, el valor F (x, y) del 
ampo gravitatorio en 
ierto punto Q(x, y) generado poruna masa M1 situada en un punto P (a, b) es propor
ional a M1 e inversamente propor
ionala la distan
ia entre P y Q. Vamos a tomar:

F (x, y) =
M1

(x − a)2 + (y − b)2Una partí
ula situada en 
ierto punto Q(x, y) se verá atraída por M1 siguiendo la di-re

ión en la que más aumenta el valor del 
ampo F (x, y), es de
ir, siguiendo la dire

ióndel gradiente de F (x, y), ∇(F ) = (Fx(x, y), Fy(x, y)). Ya tenemos aquí nuestro 
ampo deve
tores: en 
ada punto (x, y) está de�nido en ve
tor ∇(F ) = (Fx(x, y), Fy(x, y)). Así pues,en este 
aso X(x, y) = Fx(x, y), Y (x, y) = Fy(x, y).Observa la Figura 8.6. Representa los puntos donde se lo
alizan tres masas M1, M2 y M3y el valor de 
ada una de ellas. M1 toma el valor 1. 6 y se sitúa en el punto (a, b) = (−8, 5. 2).
M2 toma el valor 50 y se sitúa en el punto (p, q) = (9. 6, 8. 4). M3 toma el valor 1. 1 y sesitúa en el punto (c, d) = (5,−2. 2).Los 
ampos de ve
tores de 
ada una de las tres masas serán:

F (x, y) =
M1

(x − a)2 + (y − b)2

∇(F ) = (Fx(x, y), Fy(x, y))

G(x, y) =
M2

(x − p)2 + (y − q)2

∇(G) = (Gx(x, y), Gy(x, y))

H(x, y) =
M3

(x − c)2 + (y − d)2

∇(H) = (Hx(x, y),Hy(x, y))La Figura 8.7(a) muestra el 
ampo de ve
tores ∇(F ) es de
ir, el 
ampo de fuerza debidosólo a M1. Las �guras 8.7(b,
) muestran respe
tivamente los 
ampos de ve
tores ∇(G) y
∇(H) es de
ir, los 
ampos de fuerza debidos separadamente a M2 y M3. Luego hemossumado los tres ve
tores de fuerza, obteniendo el 
ampo de�nido por

V = ∇(F + G + H) = ∇(F ) + ∇(G) + ∇(H) =

= (Fx(x, y) + Gx(x, y) + Hx(x, y), Fy(x, y) + Gy(x, y) + Hy(x, y)) (8.3)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



322 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEA

Figura 8.6: Tres masasLa Figura 8.7(d) muestra el 
ampo de fuerza resultante.¾Y qué le o
urrirá a una partí
ula que soltemos en un punto (x, y) del plano? ¾Quétraye
toria seguirá en el 
aso de que no se vea sometida a ninguna otra fuerza? Observa laFigura 8.8. Hemos trazado las grá�
as de algunas de estas traye
torias. Cada traye
toriaparte de un 
ierto punto ini
ial (x0, y0) y termina en alguno de los puntos donde se en
uentrauna masa.Observa en la Figura 8.8 las traye
torias (1), (2) y (3). El punto de partida (x0, y0) seen
uentra relativamente 
er
a de una masa, y la traye
toria que sigue la partí
ula 
onvergeha
ia esa masa. Sin embargo, observa 
ómo las parejas traye
torias (5)-(8) y (6)-(7) 
onver-gen ha
ia puntos distintos. Los puntos ini
iales se en
uentran mu
ho más próximos a M1 quea M2 y sin embargo las traye
torias (5) y (6) 
onvergen a M2 en vez de a M1. Exa
tamentelo mismo o
urre 
on la traye
toria (4), que en vez de 
onverger ha
ia M3 lo ha
e ha
ia M2.¾Por qué? Porque la masa M2 es mu
ho mayor que las otras dos.La Figura 8.9 muestra, al igual que la 8.7(d), el 
ampo de gradientes resultante, sinninguna traye
toria trazada, pero más denso, hemos trazado mu
hos más ve
tores. De estemodo se puede apre
iar todavía más 
lara la tenden
ia de los ve
tores del 
ampo a orientarseha
ia la masa M2.Ejer
i
io 8.3 Sobre la Figura 8.9, elige algunos puntos ini
iales (x0, y0) y traza aproxima-Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 323

Figura 8.7: Campos gravitatoriosdamente las 
orrespondientes traye
torias (que se llaman líneas de 
ampo).¾Y 
ómo hemos trazado las líneas de 
ampo de la Figura 8.8? Supongamos que (x(t), y(t))es la representa
ión paramétri
a de una de estas líneas, y que pasa por el punto (x0 =
x(t0), y0 = y(t0)). Según la e
ua
ión (8.3), la tangente (x′(t), y′(t)) a la traye
toria es igualal ve
tor gradiente de F (x, y)+G(x, y)+H(x, y) en 
ada punto, de modo que x(t), y(t) sonla solu
ión del siguiente problema:

x′(t) = Fx(x, y) + Gx(x, y) + Hx(x, y)

y′(t) = Fy(x, y) + Gy(x, y) + Hy(x, y)

x(t0) = x0

y(t0) = y0 (8.4)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 8.8: Líneas de fuerza

Figura 8.9: Campo gravitatorio muy densoDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 325Las dos primeras e
ua
iones de (8.4) son e
ua
iones diferen
iales porque en ellas apare
enlas derivadas de las fun
iones solu
ión x(t) e y(t). Las dos últimas 
ondi
iones x(t0) =
x0, y(t0) = y0 se llaman 
ondi
iones ini
iales. Resolver el problema (8.4) signi�
a en
ontrarlas fun
iones x(t) e y(t) que 
umplan todas las 
ondi
iones de (8.4). Por ejemplo, puedes
omprobar 
omo ejer
i
io que las fun
iones x(t) = et + e−t, y(t) = e−t son solu
ión delproblema siguiente:

x′ = x − 2y

y′ = −y

x(0) = 2

y(0) = 1 (8.5)La Figura 8.10 muestra el 
ampo de tangentes de las e
ua
iones diferen
iales de (8.5) ytambién algunas solu
iones del mismo. Cada una de estas solu
iones se obtiene �jando unpunto (x0, y0) por el que debe pasar la solu
ión. La 
urva que tiene trazo más grueso es lasolu
ión del problema (8.5), x(t) = et + e−t, y(t) = e−t, que pasa por el punto M(2, 1).

Figura 8.10: Ejemplo de 
ampo y solu
ionesEn el Tema 9 aprenderemos a resolver problemas que 
ontienen e
ua
iones diferen
iales
omo los problemas (8.4) y (8.5). De momento, es su�
iente 
on saber que algunos programas
omo Winplot permiten 
al
ular mediante métodos numéri
os la solu
ión, y representarlagrá�
amente. De este modo hemos elaborado las anteriores grá�
as de 
ampos ve
toriales ytraye
torias.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



326 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEAPero volvamos a nuestro problema. ¾Cómo 
al
ular el trabajo W que efe
túa una fuerza
V = (X(x, y), Y (x, y)) 
uando una partí
ula se traslada desde un punto ini
ial M hasta unpunto �nal N siguiendo una línea del 
ampo de V ? Por ejemplo (ver Figura 8.10), ¾
uál seráel trabajo W efe
tuado por la fuerza de�nida por (8.5) al llevar una partí
ula desde el punto
M(2, 1) hasta el punto N(5. 56, 0. 44) siguiendo la línea de 
ampo x(t) = et+e−t, y(t) = e−t?Y todavía una pregunta más general, ¾
ómo 
al
ular el trabajo W efe
tuado por la fuerza
V si seguimos una traye
toria 
ualquiera, aunque no sea una línea de fuerza? Veamos 
ómose enun
ia el problema de forma general:

Figura 8.11: Caso generalSupongamos que una partí
ula P (x, y) se desplaza a lo largo de una traye
toria L desdeun punto ini
ial M(a, b) hasta un punto �nal N(p, q) (Figura 8.11(a)). Observa que se tratade una traye
toria orientada, esto es, elegimos para L un 
ierto sentido de re
orrido. Latraye
toria L que sigue P (x, y) se deberá a la resultante de todas las fuerzas que se esténapli
ando en P (x, y).Supongamos que el ve
tor V (x, y) = (X(x, y), Y (x, y)) es una de esas fuerzas. La dire
-
ión, el sentido y el módulo de V dependerán en general del punto (x, y) donde se apli
a lafuerza. La Figura 8.11(b) muestra el ve
tor fuerza V = (X(x, y), Y (x, y)) apli
ado en algunospuntos de la 
urva L. La Figura 8.11(
) muestra la traye
toria de la partí
ula �sumergida�en el 
ampo de fuerzas V = (X(x, y), Y (x, y)).Ejer
i
io 8.4 Observa el ejemplo de traye
toria L y de 
ampo V de ve
tores de la Figura8.11(
). ¾Crees que L es una línea de 
ampo de V ?El problema es: ¾Cómo 
al
ular el trabajo W efe
tuado por V = (X(x, y), Y (x, y))
uando la partí
ula se traslada desde M(a, b) hasta N(p, q) siguiendo la traye
toria L?¾Tendrá algo que ver este problema 
on algún 
on
epto que ya 
onoz
amos (derivada,integral, et
)? Una idea que podemos explorar para bus
ar una solu
ión es la siguiente.1. Tenemos una traye
toria orientada L, que une los puntos M y N (Figura 8.12(a)).Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 327

Figura 8.12: Cál
ulo de una integral 
urvilínea2. Dividimos L en n ar
os y aproximamos la 
urva mediante una línea poligonal. LaFigura 8.12(b) muestra una 
urva dividida en n = 7 ar
os.3. Tomamos un punto 
ualquiera Pi de 
ada uno de los n ar
os de 
urva. En 
ada punto
Pi estará de�nido el ve
tor fuerza Vi. La Figura 8.12(
) muestra una posible ele

iónde siete puntos P1, . . . , P7 sobre L y los 
orrespondientes ve
tores V1, . . . , V7.4. Trabajamos 
on la aproxima
ión poligonal en vez de 
on la 
urva L. Suponemos 
omoaproxima
ión que en 
ada segmento re
to Ci de la línea poligonal, el ve
tor fuerza es
onstante igual a Vi (Figura 8.12(d)).5. En 
ada segmento re
to Ci 
al
ulamos el trabajo Wi efe
tuado por la fuerza Vi (hemossupuesto que la fuerza es 
onstante en ese segmento). Sabemos ha
er este 
ál
ulo: sólohay que multipli
ar es
alarmente el ve
tor fuerza Vi y el ve
tor dire
tor del tramore
to Ci (Figura 8.12(d)).6. Sumamos los n valores de Wi. El resultado es una aproxima
ión al valor W del trabajototal que estamos bus
ando, W ≈ W1 + . . . + Wn.7. Ha
emos que el número n de ar
os tienda ha
ia ∞, 
uidando de que las longitudes de
ada uno de ellos tienda ha
ia 0.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



328 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEA8. El valor bus
ado W será:
W = ĺım

n→∞

n
∑

i=1

Wi¾No te re
uerda este pro
edimiento al 
ál
ulo de una integral? En el siguiente apartadodetallaremos las opera
iones y mostraremos que, en efe
to, la integra
ión de 
ierta fun
iónnos va a permitir resolver el problema de 
ál
ulo del trabajo.8.2. Integral 
urvilínea en el planoVamos desarrollar el pro
edimiento que des
ribimos en el apartado anterior. Como la
urva L es 
ono
ida, sea x(t), y(t) t ∈ [α, β] una parametriza
ión de la misma. Como indi
ala Figura 8.13(a), los puntos (x(t), y(t)) de la 
urva L se obtienen dando valores al parámetro
t ∈ [α, β]. El punto M(a, b) se obtiene dando a t el valor t = α, es de
ir, x(α) = a, y(α) = b.El punto N(p, q) se obtiene para t = β , es de
ir, x(β) = p, y(β) = q. Trabajemos ahora 
onla Figura 8.13(b). Hemos representado en esta �gura uno de los ar
os en que hemos divididola 
urva. Los puntos del ar
o se obtienen dando al parámetro t valores en 
ierto subintervalo
[r, s] ⊂ [α, β]. Los extremos del ar
o serán P (x(r), y(r)), Q(x(s), y(s)).

Figura 8.13: Parametriza
ión de 
urvasEl ve
tor fuerza V se evalúa en un punto 
ualquiera del ar
o, de modo que tomamos
ualquier valor u ∈ [r, s]:
V = (X(x(u), y(u)), Y ((x(u), y(u))El ve
tor desplazamiento (tramo re
to) es S = PQ = (x(s) − x(r), y(s) − y(r)). Segúnlo que vimos en el ejemplo 8.4, el trabajo W realizado por la fuerza V al seguir el segmentoDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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to S = PQ será:
W = V · S = (X(x(u), y(u)), Y ((x(u), y(u)) · (x(s) − x(r), y(s) − y(r)) =

= X(x(u), y(u)) · (x(s) − x(r)) + Y (x(u), y(u)) · (y(s) − y(r)) (8.6)Ahora vamos a �jarnos en los fa
tores (x(s) − x(r)), (y(s) − y(r)) de la rela
ión (8.6).¾Cono
emos algún teorema que nos diga 
uanto valen estos dos términos? Pues sí, el teoremadel valor medio de Lagrange. Re
ordemos su enun
iado:�Si y(x) es una fun
ión 
ontinua en [a, b] y derivable en (a, b), existe al menos un punto
z ∈ (a, b) tal que y′(z) = (y(b) − y(a))/(b − a)�. Geométri
amente es sen
illo interpretareste resultado, ver Figura 8.14, signi�
a que existe al menos un punto z ∈ (a, b) en el que latangente es paralela a la se
ante que une los puntos (a, y(a)), (b, y(b)).

Figura 8.14: Teorema del valor medioEn nuestro 
aso, apli
amos el teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo [r,s℄a la fun
ión
p(t) = X(x(u), y(u))x(t) + Y (x(u), y(u)) y(t) (8.7)Observa que en (8.7) el valor de u es 
onstante y t es la variable. Según el teorema deLagrange, existe z ∈ (r, s) tal que (s − r)p′(z) = p(s) − p(r), o lo que es lo mismo:
(s − r)(X(x(u), y(u))x′(z)(s − r) + Y (x(u), y(u))y′(z)) =

= X(x(u), y(u))x(s) + Y (x(u), y(u))y(s) − X(x(u), y(u))x(r) − Y (x(u), y(u))y(r) =

= X(x(u), y(u))(x(s) − x(r)) + Y (x(u), y(u))(y(s) − y(r)) = V · SAsí pues, existe z ∈ (r, s) tal que
W = V · S = X(x(u), y(u))x′(z)(s − r) + Y (x(u), y(u))y′(z)(s − r)Ahora, 
omo podemos dar al parámetro u un valor 
ualquiera en el intervalo [r, s],elegimos pre
isamente u = z ∈ (r, s) y llamamos h = s − r. Enton
es:
W = V · S = X(x(z), y(z))x′(z)h + Y (x(z), y(z))y′(z)h =

= (X(x(z), y(z))x′(z) + Y (x(z), y(z))y′(z))hE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



330 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEAYa tenemos nuestra aproxima
ión W al trabajo realizado por la fuerza V en uno de losn ar
os en que hemos dividido la 
urva L. Ahora ha
emos la misma opera
ión en todos losar
os, tomamos h = (β − α)/n y sumamos las aproxima
iones:
W ≈

n
∑

i=1

(X(x(zi), y(zi))x
′(zi) + Y (x(zi), y(zi))y

′(zi))hCon lo 
ual, tomando n → ∞:
W = ĺım

n→∞

n
∑

i=1

(X(x(zi), y(zi))x
′(zi) + Y (x(zi), y(zi))y

′(zi))h (8.8)A estas alturas, esperamos que re
onoz
as en la rela
ión (8.8) el valor de la integral dela fun
ión de una variable real g(t) = X(x(t), y(t))x′(t) + Y (x(t), y(t))y′(t) en el intervalo
[α, β]:

W = ĺım
n→∞

n
∑

i=1

(X(x(zi), y(zi))x
′(zi) + Y (x(zi), y(zi))y

′(zi))h =

=

∫ β

α
(X(x(z), y(z))x′(z) + Y (x(z), y(z))y′(z)) dz (8.9)La rela
ión (8.9) nos indi
a un modo de 
al
ular el trabajo W . El pro
edimiento es:1. Evaluamos el ve
tor fuerza V = (X(x, y), Y (x, y)) en los puntos de la 
urva, (x(t), y(t)).Con ello habremos obtenido el ve
tor fuerza en fun
ión de la variable t:

V (t) = (X(x(t), y(t)), Y (x(t), y(t))), t ∈ [α, β]2. Cal
ulamos el ve
tor tangente a la 
urva en 
ada punto, T (x′(t), y′(t)), t ∈ [α, β]3. Cal
ulamos la fun
ión real f(t) que nos da el produ
to es
alar de ambos ve
tores T y
V para 
ada valor de t ∈ [α, β]:

f(t) = (X(x(t), y(t)), Y (x(t), y(t)))(x′(t), y′(t)) = X(x(t), y(t))x′(t)+Y (x(t), y(t))y′(t), t ∈ [α, β]La Figura 8.15 muestra la traye
toria de la partí
ula �sumergida� en el 
ampo deve
tores de V . También hemos representado en ella dos parejas de ve
tores V y T ,evaluados en dos puntos de la 
urva. Observa que hemos representado 
ada V y T 
onsus 
orrespondientes módulos. El valor del produ
to es
alar V · T 
ambia a medidaque nos movemos por la 
urva, y hemos llamado f(t) a su valor.4. W es la integral de f(t) en el intervalo [α, β].Ejer
i
io 8.5 Resume en una sola frase el pro
edimiento de 
ál
ulo de W .Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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Figura 8.15: Dos pares V-TEjer
i
io 8.6 Apli
a el pro
edimiento que a
abamos de obtener para 
al
ular el trabajo efe
-tuado por la fuerza V = (x − y, x + y) 
uando se traslada una partí
ula desde el punto
M(−1,−3) al punto N(3, 5) siguiendo dos traye
torias distintas:1. La parábola y = x2 − 4.2. La re
ta y = 2x − 1.Ejer
i
io 8.7 La Figura 8.16 muestra el 
ampo de ve
tores de V = (xy, x + y) y dos tra-ye
torias L y C que unen los puntos M(1. 5, 0) y N(7, 4. 919).1. ¾Cual será el signo del trabajo realizado por V a lo largo de 
ada una de traye
torias?2. Sabiendo que las 
urvas L y C vienen dadas respe
tivamente por las fun
iones f(x) =

(4. 4(x − 1. 5))1/2, g(x) = 4. 919(x − 1. 5)2/(5. 5)2, veri�
a tu respuesta al apartadoanterior ha
iendo los 
ál
ulos.Ejer
i
io 8.8 La Figura 8.17 muestra el 
ampo ve
torial de una fuerza V y dos traye
torias
L y C. ¾Cuál es el signo de la integral 
urvilínea de V a lo largo de 
ada una de ellas?Ejer
i
io 8.9 ¾Qué o
urre si 
ambiamos el sentido de re
orrido de la 
urva L? Generalizaeste resultado.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 8.16: Dos trabajos

Figura 8.17: Signo del trabajo según LHemos en
ontrado un nuevo 
on
epto que nos permite 
al
ular el trabajo realizado poruna fuerza. Viene a interpretarse 
omo el 
ál
ulo de una integral a lo largo de una 
urva L.Vamos a de�nirlo de manera rigurosa:De�ni
ión 8.1 Sea V = (X(x, y), Y (x, y)) una fun
ión ve
torial de�nida en los puntosde una 
urva orientada 
uya parametriza
ión es (x(t), y(t)), t ∈ [α, β]. Supongamos que elpunto ini
ial de la 
urva es M(x(α), y(α)) y el punto �nal es N(x(β), y(β)). Llamamosintegral 
urvilínea de V desde el punto M hasta el punto N siguiendo la traye
toria L, alDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy = ĺım

n→∞

n
∑

i=1

(

X(x(zi), y(zi))x
′(zi) + Y (x(zi), y(zi))y

′(zi)
)

hSi V representa una fuerza apli
ada en 
ada punto de la 
urva L, el valor de la integral
urvilínea es igual al trabajo W efe
tuado por esa fuerza 
uando un punto se traslada desde
M hasta N siguiendo la 
urva L.Y ahora enun
iamos el resultado que hemos en
ontrado y que nos permite demostrar laexisten
ia de la integral 
urvilínea y 
al
ular su valor:Teorema 8.1 Si las fun
iones x(t) e y(t) son 
ontinuas 
on derivadas x′(t), y′(t) 
ontinuasen el intervalo [α, β], y las fun
iones X(x(t), y(t)), Y (x(t), y(t)) son también 
ontinuas en
[α, β], enton
es la integral 
urvilínea existe y se puede evaluar de la siguiente forma:

∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫ β

α

(

X(x(t), y(t))x′(t) + Y (x(t), y(t))y′(t)
)

dtUna 
urva (x(t), y(t)), t ∈ [α, β] que veri�que las hipótesis del teorema 8.1 (es de
ir, x(t)e y(t) son 
ontinuas, 
on derivadas 
ontinuas) se llama suave. El teorema 8.1 también puedeapli
arse a una 
urva suave a trozos, es de
ir, que pueda des
omponerse en un número�nito de 
urvas es suaves. La Figura 8.18 muestra una 
urva suave a trozos, formada portres 
urvas suaves L1, L2 y L3. La integral 
urvilínea a lo largo de una traye
toria suave atrozos se 
al
ula sumando las integrales a lo largo de 
ada uno de los fragmentos.

Figura 8.18: Curva suave a trozosEjer
i
io 8.10 Como hemos visto, las líneas de 
ampo del 
ampo ve
torial V = (X(x, y), Y (x, y))son 
urvas 
uya tangente en 
ada punto es igual a V . Es de
ir, una línea de 
ampo L esuna solu
ión x(t), y(t) t ∈ [α, β], del sistema de e
ua
iones diferen
iales
{

x′(t) = X(x, y)

y′(t) = Y (x, y)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



334 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEAPor ejemplo, L puede ser un fragmento de 
ualquiera de las 
urvas de la Figura 8.19(a).Demuestra que en este 
aso, para 
al
ular la integral 
urvilínea basta integrar en [α, β] el
uadrado del módulo del ve
tor tangente a la 
urva (x(t), y(t)):
∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫ β

α

(

(x′(t))2 + (y′(t))2
)

dt =

∫ β

α

∥

∥(x′(t), y′(t))
∥

∥

2
dt

Figura 8.19: Traye
torias tangentes y perpendi
ularesEjer
i
io 8.11 Tomemos de nuevo una traye
toria L que sea una línea de fuerza del 
ampo
V . Por ejemplo, L puede ser 
ualquier trozo de 
urva de la Figura 8.19(a) trazada entre unpar de puntos M y N . La pregunta es: ¾es L la traye
toria entre los puntos M y N tal queel trabajo realizado por V es máximo?Ejer
i
io 8.12 Una hoja se
a de árbol 
ae a un río y es transportada por la 
orriente. O unapiedra rueda por el suelo arrastrada por el viento. Expli
a en estas situa
iones el signi�
adodel 
ampo de ve
tores, de la traye
toria y de la integral 
urvilínea.Ejer
i
io 8.13 Supongamos ahora que la traye
toria L es perpendi
ular al 
ampo V =
(X(x, y), Y (x, y)). Es de
ir, la traye
toria x(t), y(t), t ∈ [α, β] es una solu
ión del sistemade e
ua
iones diferen
iales

{

x′(t) = −Y (x, y)

y′(t) = X(x, y)Por ejemplo, L puede ser un fragmento de 
ualquiera de las 
urvas de la Figura 8.19(b)(que son perpendi
ulares en 
ada punto a las 
urvas de la Figura 8.19(a)).Ya sabemos queen este 
aso el trabajo realizado por la fuerza V es nulo, pero demuéstralo formalmente:
∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy = 0Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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i
io 8.14 Piensa en algún ejemplo similar a los del ejer
i
io 8.10 en el que se déesta situa
ión (el río y una bar
a a motor o un pez...). Expli
a también en esa situa
ión elsigni�
ado del 
ampo de ve
tores, de la traye
toria y de la integral 
urvilínea.Ejemplo 8.6 El Maelstrom es un 
élebre gran torbellino marino que se forma en las 
ostasmeridionales del ar
hipiélago noruego de las Lofoten. Se forma por la 
onjun
ión de las fuer-tes 
orrientes y 
ontra
orrientes de gran oleaje que atraviesan el estre
ho, a lo largo de unos
18 Km. El topónimo Maelstrom deriva de la palabra 
ompuesta neerlandesa malen (=tri-turar) y stroom (=
orriente), es de
ir: �
orriente trituradora�. Antiguamente muy peligrosopara la navega
ión, las des
rip
iones del Maelstrom realizadas por Edgar Allan Poe y JulioVerne lo pintan románti
amente 
omo un gigantes
o vórti
e 
ir
ular que llega al fondo delo
éano.El es
ritor y poeta estadounidense Edgar Allan Poe (1809-1849) relata en su 
uentofantásti
o �Un viaje al Maelstrom� la terrorí�
a experien
ia de un pes
ador atrapado por elremolino. El protagonista 
onsigue sobrevivir, y 
uenta:�Mis 
abellos, que la víspera eran tan negros 
omo las plumas de un 
uervo,están tan blan
os 
omo los ve usted ahora. Mis 
amaradas me aseguraron quemi rostro había variado 
ompletamente�El novelista fran
és Julio Verne (1828-1905), relata en su 
élebre �20000 leguas de viajesubmarino� 
ómo el Nautilus es atrapado por el gigantes
o remolino, justo en el momento enque el profesor Annorax y sus 
ompañeros, prisioneros del 
apitán Nemo, tratan de es
aparde la nave a bordo de una frágil lan
ha:�½Maelstrom! ½Maelstrom!- gritaban todos. ½El Maelstrom! ¾Podía nombre másespantoso haber resonado en nuestros oídos en situa
ión tan terrible? ¾Nos en-
ontrábamos, pues, sobre aquellos peligrosos parajes de la 
osta noruega?�Pues bien, en este ejemplo vamos a simular un Maelstrom. Observa el 
ampo ve
torialde la Figura 8.20(a) y la traye
toria de la Figura 8.20(b), que parte del punto (0, 1) y sedirige en espiral ha
ia el punto de atra

ión (0, 0). En 
ada punto (x, y) del plano, el ve
torque hemos utilizado ha sido V = (8y−x,−8x−y). La traye
toria (línea de 
orriente o líneade fuerza) (x(t), y(t)) que pase por el punto (x(0), y(0)) = (0, 1) será siempre paralela a V ,de modo que será la solu
ión del problema de e
ua
iones diferen
iales:

x′(t) = 8y − x

y′(t) = −8x − y

x(0) = 0, y(0) = 1 (8.10)Como ejer
i
io, demuestra que la solu
ión del problema (8.10), que será la traye
toriafatal del Nautilus, es:
x(t) = e−t sen(8t)

y(t) = e−t cos(8t) (8.11)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



336 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEAObserva que, según este modelo, el Nautilus jamás llegaría al punto (0, 0) sino quedes
ribiría eternamente espirales 
ada vez más próximas al origen. Cuando t → ∞, se tiene
x(t) → 0 e y(t) → 0.

Figura 8.20: Maelstrom¾Y 
ual es el trabajo realizado por la fuerza del Maelstrom desde t = 0 hasta un punto
t = p siguiendo la traye
toria fatal (8.11)? Según el ejer
i
io 8.10:

∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫ β

α

(

(x′(t))2 + (y′(t))2
)

dt

W =

∫ p

0

(

(x′(t))2 + (y′(t))2
)

dt = 65

∫ p

0
e−2t dt = 32. 5

(

1 − e−2p
)El trabajo total realizado por un Maelstrom eterno sería W (∞) = 32. 5. En el intervalo

[0, 3] la fuerza realiza un trabajo W (3) = 32. 419. Así pues, el 99. 75% del trabajo se realizaen el intervalo [0, 3]. La Figura 8.21 muestra la grá�
a de W (p). Como era de esperar, lagrá�
a es prá
ti
amente plana a partir de p = 3.Pero el Nautilus 
onsigue es
apar del Maelstrom, porque reapare
e en la novela �La islamisteriosa�, del mismo autor. El Nautilus podría es
apar de nuestro Maelstrom simuladologrando que el trabajo realizado por la fuerza del remolino V = (8y−x,−8x−y) fuera nulo.Es de
ir, tendría que generar un 
ampo de fuerzas U perpendi
ular a V , U = (8x+y, 8y−x).Enton
es, la traye
toria (x(t), y(t)) salvadora que seguiría el Nautilus desde un punto ini
ial
(x0, y0) sería la solu
ión del problema:

x′(t) = 8x + y

y′(t) = 8y − x

x(0) = x0

y(0) = y0 (8.12)Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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Figura 8.21: Trabajo del MaelstromLa Figura 8.22(a) muestra la traye
toria fatal (8.11) �sumergida� en el 
ampo de ve
toressalvador U . La Figura 8.22(b) muestra además algunas traye
torias salvadoras trazadas apartir de diversos puntos (x0, y0) pertene
ientes a la traye
toria fatal, todas ellas son solu
iónde (8.12). Como ejer
i
io, 
omprueba que la solu
ión de (8.12) es:
x(t) = e8t(y0 sen t + x0 cos t)

y(t) = −e8t(x0 sen t − y0 cos t) (8.13)¾Y 
ual es el trabajo que debe realizar el Nautilus para salir del Maelstrom? El 
ampove
torial generado por la nave es U = (8x + y, 8y − x) y las traye
torias vienen dadas por(8.12). Supongamos que la zona peligrosa es un 
ír
ulo de radio 2 
entrado en el origen,
omo apare
e en la Figura 8.23. Vamos a 
al
ular el trabajo realizado por el Nautilus paradesplazarse desde diversos puntos ini
iales M(x0, y0) hasta llegar a la zona de seguridad.Ver Figura 8.23. Supongamos que el punto ini
ial es M(0. 408, 0. 853). La traye
toriasalvadora, según (8.13) será:
x(t) = e8t(0. 853 sen t + 0. 408 cos t)

y(t) = −e8t(0. 408 sen t − 0. 853 cos t)El punto �nal es N(1. 031, 1. 7414), que se al
anza para t = 0. 1. El trabajo realizado por
U puede evaluarse mediante Winplot o bien empleando el ejer
i
io 8.10:

W =

∫ 0.1

0

(

(x′(t))2 + (y′(t))2
)

dt = 14. 36E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 8.22: Maelstrom 2Este valor es enorme, porque supone ½el 44% del trabajo que realizaría el Maelstrom entoda la traye
toria fatal!Y ahora supongamos que el punto ini
ial es M(0. 163, 0. 078). La traye
toria salvadora,según (8.13) será:
x(t) = e8t(0. 078 sen t + 0. 163 cos t)

y(t) = −e8t(0. 163 sen t − 0. 078 cos t)El punto �nal es N(1. 978, 0. 294), que se al
anza para t = 0. 3. Por tanto, el trabajorealizado por U será:
W =

∫ 0.3

0

(

(x′(t))2 + (y′(t))2
)

dt = 15. 98El trabajo a realizar supone ahora el 49% del trabajo que realizaría el Maelstrom en todala traye
toria fatal. Del mismo modo, se 
omprueba que el trabajo realizado por el Nautilusal seguir a lo largo del intervalo de tiempo [0, 0. 746] la línea de fuerza de U que une lospuntos M(−0. 005,−0. 001) y N(−1. 7, 1. 105) será W = 16. 15, un 49. 7% del trabajo totalque realizaría el Maelstrom.Ejer
i
io 8.15 Supongamos que el Nautilus no puede realizar el enorme trabajo ne
esa-rio para salir del Maelstrom. El 
apitán Nemo de
ide enton
es navegar en una traye
toria
ir
ular alrededor del origen y esperar a que el Maelstrom desaparez
a.1. Demuestra que el trabajo W que debe realizar el Nautilus para navegar siguiendo unatraye
toria 
ir
ular de radio R alrededor del origen y en el sentido de las agujas delreloj es propor
ional al área del 
ír
ulo.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.2. INTEGRAL CURVILÍNEA EN EL PLANO 3392. Demuestra que también el trabajo que realiza el Maelstrom a lo largo de la mismatraye
toria es propor
ional al área del 
ír
ulo.3. Supongamos que el trabajo que el Nautilus puede realizar en 
ada giro 
ir
ular es W =
6. 28. ¾Cuál es el radio R de la traye
toria que debe seguir el Nautilus? ¾Qué trabajorealizará el Maelstrom en 
ada giro?

Figura 8.23: Trabajo del NautilusEjemplo 8.7 Volvamos al 
ampo gravitatorio del ejemplo 8.5. Allí 
onstruimos un modelodel 
ampo de fuerzas gravitatorias V resultante de tres masas 
on fun
iones de poten
ial
F (x, y), G(x, y), H(x, y):

V = ∇(F + G + H) = ∇(F ) + ∇(G) + ∇(H) =

= (Fx(x, y) + Gx(x, y) + Hx(x, y), Fy(x, y) + Gy(x, y) + Hy(x, y))De modo que el 
ampo U perpendi
ular a V será:
U = (−Fy(x, y) − Gy(x, y) − Hy(x, y), Fx(x, y) + Gx(x, y) + Hx(x, y)) (8.14)E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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onse
uen
ia, para lograr que una partí
ula siga una traye
toria (x(t), y(t)) que noa
abe estrellándose 
ontra una de las masas, basta seguir una dire

ión perpendi
ular a(8.13), es de
ir, la 
urva (x(t), y(t)) veri�
a las e
ua
iones diferen
iales:
x′(t) = −Fy(x, y) − Gy(x, y) − Hy(x, y)

y′(t) = Fx(x, y) + Gx(x, y) + Hx(x, y) (8.15)La Figura 8.24(a) muestra el 
ampo U y la Figura 8.24(b) algunas solu
iones del sistema(8.15). Todas ellas son órbitas estables que podría seguir un satélite arti�
ial que orbite enel 
ampo de fuerzas V . En todas ellas el trabajo efe
tuado por V es nulo.

Figura 8.24: Campos gravitatorios8.3. La integral 
urvilínea en el espa
ioExa
tamente las mismas ideas que hemos desarrollado para de�nir la integral 
ur-vilínea en el plano y 
al
ular el valor del trabajo efe
tuado por una fuerza, se puedenapli
ar en el espa
io. Ahora el ve
tor fuerza (
ampo ve
torial) se expresará 
omo V =
(X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z)), donde X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z) son fun
iones de�-nidas en un re
into R del espa
io. La traye
toria L vendrá dada por una parametriza
ión
(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [α, β].Como ejemplo, podemos 
onstruir una 
ampo de ve
tores para modelizar el 
ampo gra-vitatorio generado una masa M , 
omo en el ejemplo 8.5, pero en el espa
io en vez de en elplano. De�nimos la fun
ión poten
ial del 
ampo de gradientes:

F (x, y, z) =
M

(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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ampo V de gradientes resultante es
V = ∇(F ) = (Fx(x, y, z), Fy(x, y, z), Fz(x, y, z))La Figura 8.25(a) (generada 
on Matlab) muestra el 
ampo de gradientes de V pa-ra una masa M = 1 situada en el punto (a, b, c) = (1, 1, 1). En esta �gura los ve
to-res gradiente no están normalizados sino que apare
en 
on sus 
orrespondientes módu-los. Observa 
ómo el gradiente en 
ada punto se orienta ha
ia la posi
ión (1, 1, 1) dondeestá situada la masa, y su módulo 
re
e a medida que el punto se aproxima a (1, 1, 1).Además, en esta �gura también apare
e una posible traye
toria L, la 
urva heli
oidal

x(t) = 0. 3 sen(t), y(t) = 0. 3 cos(t), z(t) = 0. 1t, t ∈ [0, 12π]. La Figura 8.25(b) muestrael 
ampo ve
torial V = (−y, x, z). Ahora nos ha
emos la misma pregunta que en el 
aso

Figura 8.25: Campos en 3Dbidimensional: ¾
ómo 
al
ular el trabajo realizado por la fuerza V 
uando una partí
ula setraslada entre dos puntos M hasta N?Ejer
i
io 8.16 Desarrolla formalmente todos los pasos que nos llevan a de�nir la integral
urvilínea en tres dimensiones.Un esquema del desarrollo es el siguiente:1. Se tiene una fuerza V = (X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z)) de�nida en un re
into R delespa
io. Una partí
ula des
ribe una traye
toria L dentro del re
into R, dada por laparametriza
ión (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [α, β], ver Figura 8.26(a). Se trata de 
al
ular eltrabajo que efe
túa la fuerza V 
uando la partí
ula se traslada por la traye
toria Ldesde el punto M(x(α), y(α), z(α)) hasta el punto N(x(β), y(β), z(β)).E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



342 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEA2. Dividimos L en n ar
os y aproximamos la 
urva mediante una línea poligonal. LaFigura 8.26(b) muestra una 
urva dividida en n = 7 ar
os.3. Tomamos un punto Pi de 
ada uno de los n ar
os de 
urva. En 
ada punto Pi estaráde�nido el ve
tor fuerza Vi. La Figura 8.26(
) muestra una posible ele

ión de sietepuntos P1, . . . , P7 sobre L y los ve
tores V1, . . . , V7.4. Trabajamos 
on la aproxima
ión poligonal en vez de 
on la 
urva L. Suponemos 
omoaproxima
ión que en 
ada segmento re
to Ci de la línea poligonal, el ve
tor fuerza es
onstante igual a Vi (Figura 8.26(d)).5. En 
ada segmento re
to Ci 
al
ulamos el trabajo Wi efe
tuado por la fuerza Vi (hemossupuesto que el ve
tor fuerza es 
onstante en ese segmento).6. Sumamos los n valores de Wi. El resultado es una aproxima
ión al valor W del trabajototal que estamos bus
ando, W ≈ W1 + . . . + Wn.7. Ha
emos que el número n de ar
os tienda ha
ia ∞, 
uidando de que las longitudes de
ada uno de ellos tienda ha
ia 0.8. El valor bus
ado W será:
W = ĺım

n→∞

n
∑

i=1

Wi =

∫

L
X(x, y, z) dx + Y (x, y, z) dy + Z(x, y, z) dz9. Bajo 
ondi
iones su�
ientes:

∫

L
X(x, y, z) dx + Y (x, y, z) dy + Z(x, y, z) dz =

=

∫ β

α

(

X(x(t), y(t), z(t))x′(t) + Y (x(t), y(t), z(t)) y′(t) + Z(x(t), y(t), z(t)) z′(t)
)

dtEjer
i
io 8.17 Representa grá�
amente la 
urva L de�nida por las 
ondi
iones z = y2, x =
2, y ∈ [1, 3]. Cal
ula el valor de:

∫

L
(x + y + z) dx + (−x + y − z) dy + (2x − y + z) dz8.4. La integral 
urvilínea en un 
ampo de gradientesMu
hos 
ampos ve
toriales V = (X(x, y), Y (x, y)) son el gradiente de 
ierta fun
ión.Esto quiere de
ir que existe una fun
ión real F (x, y) tal que:

X(x, y) = Fx(x, y)

Y (x, y) = Fy(x, y)Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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Figura 8.26: Tro
eamiento de 
urvas en el espa
ioLa fun
ión F (x, y) se llama fun
ión de poten
ial del 
ampo. Por ejemplo, si la fun
iónde poten
ial es F (x, y) = x2 + y2, el 
ampo de gradientes será V = (2x, 2y).Un 
ampo obtenido 
omo el gradiente de una fun
ión F (x, y) se llama 
ampo 
onserva-tivo. Dos ejemplos físi
os importantes de 
ampos 
onservativos son el 
ampo gravitatorio yel 
ampo elé
tri
o. En 
ambio, el 
ampo magnéti
o no es 
onservativo, es de
ir, no se formamediante el gradiente de ninguna fun
ión de poten
ial F (x, y).Ejemplo 8.8 Simular un 
ampo elé
tri
o es tan sen
illo 
omo simular uno gravitatorio,pero ahora hay que tener en 
uenta que la fuerza puede ser de atra

ión (
argas de distintosigno) o de repulsión (
argas de igual signo). Si V es el 
ampo elé
tri
o generado por una
arga C situada en el punto M(a, b), la fuerza que a
túa sobre una 
arga unitaria que estésituada en un punto P (x, y) es propor
ional a C e inversamente propor
ional a la distan
iaentre P y M . De este modo, V se puede modelizar 
omo el gradiente de la fun
ión depoten
ial:
F (x, y) =

C

(x − a)2 + (y − b)2Observa que esta fun
ión es idénti
a a las de nuestra simula
ión del 
ampo gravitatorioE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada



344 CAPÍTULO 8. INTEGRAL CURVILÍNEAdel ejemplo 8.5, pero el 
oe�
iente C ahora puede ser positivo o negativo. De modo queun modelo para 
al
ular la traye
toria (x(t), y(t)) que seguirá una 
arga �sumergida� en el
ampo V de gradientes de F será:
x′(t) = Fx(x, y)

y′(t) = Fy(x, y)Reutilizando nuestro simulador del 
ampo gravitatorio del ejemplo 8.5 podemos simularun 
ampo elé
tri
o. Observa la Figura 8.27. Apare
en los 
ampos generados por tres 
argas
C1, C2 y C3 
uyos módulos son C1 = 1. 6, C2 = 50, C3 = 1. 1, pero no se 
ono
e el signo de
ada una. También se muestran algunas líneas de 
ampo. ¾Eres 
apaz de identi�
ar en 
ada
aso el signo de C1, C2 y C3, el signo de la 
arga unitaria �abandonada� en el 
ampo y elsentido de re
orrido de las 
urvas?

Figura 8.27: Campo elé
tri
oAhora vamos a suponer que una 
arga negativa C des
ribe una traye
toria 
ualquieradentro de este 
ampo 
onservativo elé
tri
o V . Hemos representado en la Figura 8.28(a) el
ampo elé
tri
o y la 
urva L de�nida por y = 0. 04325(x+5)(x−5)(x−12), x ∈ [−5, 12] queune los puntos M(−5, 0) y N(12, 0). Con Winplot hemos 
al
ulado el valor de la integral
urvilínea (es de
ir, el trabajo W realizado por V 
uando la 
arga C se traslada desde Mhasta N siguiendo la traye
toria L). El valor es W = −0. 40958.Pero ahora viene o 
urioso. Hemos repetido la opera
ión para todas las parábolas queapare
en representadas en la Figura 8.28(b), que pasan también por M y N , y resulta queel valor de W es siempre el mismo, W = −0. 40958.Hemos he
ho la misma opera
ión, pero tomando algunas fun
iones de la familia de 
urvas
y = A(x+10)(x−15)+x, x ∈ [−10, 15] (A es un parámetro real), que pasan todas ellas porlos puntos M(−10,−10) y N(15, 15). En la Figura 8.29 las hemos representado. Pues bien,el trabajo realizado por la fuerza es siempre W = −0. 59189, sin importar de qué 
urva setrate.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.4. LA INTEGRAL CURVILÍNEA EN UN CAMPO DE GRADIENTES 345

Figura 8.28: Familia de 
urvas en 
ampo elé
tri
o

Figura 8.29: Familia de 
urvas en 
ampo elé
tri
o 2Es de
ir, pare
e que el valor de la integral 
urvilínea en este 
ampo no depende de latraye
toria L que se siga, sino que depende sólo de los puntos ini
ial y �nal. ¾Será 
asualidad?¾O
urrirá sólo en los 
ampos elé
tri
os? ¾O será una propiedad de TODOS los 
ampos
onservativos?E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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i
io 8.18 Supongamos que la fun
ión de poten
ial de 
ampo ve
torial 
onservativo Ves F (x, y) = x2 + xy. Todas las 
urvas de la familia y = A(x + 3)(x − 4) + x2 pasan por lospuntos M(−3, 9) y N(4, 16).1. Demuestra que el valor de la integral 
urvilínea desde M hasta N es independiente delvalor del parámetro A.2. Ahora toma una traye
toria 
ualquiera x(t), y(t) entre los puntos M y N . ¾Cuantovale la integral 
urvilínea? ¾Qué 
onjetura puedes formular a partir de este resultado?Vamos a demostrar formalmente que esta propiedad es 
ierta para 
ualquier 
ampo 
on-servativo. Para ello vamos a 
al
ular el valor de la integral 
urvilínea del 
ampo 
onservativo
V = (Fx(x, y), Fy(x, y)) a lo largo de la 
urva L de�nida por (x(t), y(t)), t ∈ [α, β], y de-mostrar que es independiente de la 
urva elegida.El punto ini
ial será M(x(α), y(α)), y el punto �nal N(x(β), y(β)). Según el teorema8.1:

∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫ β

α

(

X(x(t), y(t))x′(t) + Y (x(t), y(t))y′(t)
)

dtComo X(x, y) = Fx(x, y), Y (x, y) = Fy(x, y):
∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫ β

α

(

Fx(x(t), y(t))x′(t) + Fy(x(t), y(t))y′(t)
)

dtAhora basta re
ordar la regla de la 
adena para la deriva
ión de la fun
ión 
ompuesta
F (x(t), y(t)):

d

dt
(F (x(t), y(t))) = Fx(x(t), y(t))x′(t) + Fy(x(t), y(t))y′(t)En 
onse
uen
ia:

∫

L
X(x, y) dx+Y (x, y) dy = F (x(t), y(t))

∣

∣

∣

t=β

t=α
= F (x(β), y(β))−F (x(α), y(α)) = F (N)−F (M)Así pues, el valor de la integral 
urvilínea sólo depende de los puntos ini
ial y �nal M y

N , su valor no depende de la traye
toria que se siga. Para 
al
ular su valor, basta 
al
ularla diferen
ia de poten
ial entre M y N . Vamos a enun
iar formalmente este resultado:Teorema 8.2 Sea D un re
into plano de�nido por dos fun
iones f(x), g(x), (f(x) ≤ g(x))x ∈
[a, b] (ver Figura 8.30). Supongamos que F (x, y) es una fun
ión 
ontinua 
on derivadas par-
iales Fx(x, y), Fy(x, y) 
ontinuas en D. Construimos el 
ampo ve
torial 
onservativo V =
(X(x, y), Y (x, y)) 
uya fun
ión de poten
ial es F (x, y), es de
ir, X(x, y) = Fx(x, y), Y (x, y) =
Fy(x, y). Supongamos que M y N son dos puntos 
ualesquiera 
ontenidos en D y que L es
ualquier 
urva 
ontinua 
ontenida en D que sea derivable 
on derivada 
ontinua 
ontenida(la Figura 8.30 muestra algunas posibles 
urvas). Enton
es, el valor de la integral 
urvilíneadel 
ampo V desde M hasta N no depende de L y además:

∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy = F (N) − F (M)Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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Figura 8.30: Curvas in
luídas en DComo 
onse
uen
ia de este teorema, si se dan las 
ondi
iones su�
ientes, no ha
e faltaespe
i�
ar la 
urva L a lo largo de la 
ual se 
al
ula la integral, basta indi
ar los puntos My N . Por eso podemos denotar:
∫

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫ N

M
X(x, y) dx + Y (x, y) dy = F (N) − F (M) (8.16)Observa qué pare
ida es la rela
ión (8.16) a la regla de Barrow que utilizamos para
al
ular la integral de una fun
ión real de una variable. En este 
aso, la �primitiva� será lafun
ión de poten
ial F (x, y) y los �límites de integra
ión� serán los puntos M y N . Además,la �primitiva� tampo
o es úni
a porque F (x, y) + C también es fun
ión de poten
ial para
ualquier 
onstante C. Sin embargo, el 
ál
ulo de F (N) − F (M) no se ve afe
tado por elvalor de C (¾por qué?).Ejer
i
io 8.19 Para el 
ampo 
onservativo del ejer
i
io 8.18, 
al
ular la integral 
urvilíneaentre los puntos M(−3, 9) y N(4, 16), veri�
ando el resultado que previamente habías obte-nido en ese ejer
i
io.Y ¾qué o
urre si en un 
ampo 
onservativo 
al
ulamos la integral 
urvilínea a lo largo deuna traye
toria 
errada, es de
ir, si M = N? En ese 
aso, la integral 
urvilínea se representade la siguiente forma:

∮

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dyComo sentido de re
orrido de la 
urva 
errada, salvo que se indique lo 
ontrario, se
onsidera el 
ontrario al de las agujas del reloj.Observa la Figura 8.31(a), hemos representado una traye
toria 
errada L 
ontenida en

D.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 8.31: Des
omposi
ión de una 
urva 
errada LComo apare
e en la Figura 8.31(b), tomando dos puntos 
ualesquiera M y N de L, la
urva L puede des
omponerse en dos traye
torias L1 y L2, de modo que:
∮

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫

L1

X(x, y) dx + Y (x, y) dy +

∫

L2

X(x, y) dx + Y (x, y) dyPero L2 es una 
urva que une los puntos M y N , re
orrida en sentido 
ontrario a L1.Por tanto:
∫

L1

X(x, y) dx + Y (x, y) dy = −

∫

L2

X(x, y) dx + Y (x, y) dyAsí pues:
∮

L
X(x, y) dx+Y (x, y) dy =

∫

L1

X(x, y) dx+Y (x, y) dy−

∫

L1

X(x, y) dx+Y (x, y) dy = 0Este resultado viene a signi�
ar que en un 
ampo 
onservativo V , el trabajo realizadopor la fuerza V 
uando la partí
ula des
ribe 
ualquier traye
toria 
errada es nulo. Vamos aenun
iar este nuevo resultado:Teorema 8.3 Si V = (X(x, y), Y (x, y)) es un 
ampo 
onservativo y L es una traye
toria
errada, enton
es
∮

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy = 0El re
ípro
o del teorema 8.3 también es 
ierto, es de
ir, se puede demostrar que si

∮

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy = 0para 
ualquier 
urva L 
ontenida en un dominio D, enton
es V es un 
ampo 
onservativo,es de
ir, Yx(x, y) = Xy(x, y) en D.En otras palabras: en un 
ampo 
onservativo V , el trabajo realizado por V 
uando lapartí
ula des
ribe 
ualquier traye
toria 
errada es nulo; y vi
eversa, si sabemos que el trabajorealizado por la fuerza V 
uando la partí
ula des
ribe 
ualquier traye
toria 
errada es nulo,enton
es V es ne
esariamente un 
ampo 
onservativo.Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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i
io 8.20 La Figura 8.32 muestra seis imágenes de 
ampos ve
toriales. ¾Eres 
apazde identi�
ar 
uáles de ellos son no 
onservativos?

Figura 8.32: Distin
ión entre 
ampos 
onservativos y no 
onservativosLos teoremas 8.2 y 8.3 pueden simpli�
ar mu
ho la tarea de 
al
ular la integral 
urvilínea,en el 
aso de que el 
ampo V = (X(x, y), Y (x, y)) sea 
onservativo 
on fun
ión de poten
ial
F (x, y). Si la 
urva L es 
errada, la integral es dire
tamente nula. Y si no es 
errada, noha
e falta tener en 
uenta L, la integral es igual a la diferen
ia de poten
ial entre los puntos�nal e ini
ial, F (N) − F (M).El problema es que no siempre sabemos si el 
ampo es 
onservativo. En general, se nosplanteará el 
ál
ulo de una integral 
urvilínea de un 
ampo V = (X(x, y), Y (x, y)) a lo largode 
ierta traye
toria L pero sin saber en prin
ipio si es 
onservativo, es de
ir, no sabemos siexiste una 
ierta fun
ión F (x, y) tal que:

X(x, y) = Fx(x, y)

Y (x, y) = Fy(x, y) (8.17)¾Cómo podríamos re
ono
er si el 
ampo V = (X(x, y), Y (x, y)) es 
onservativo? Vamosa suponer que existe tal fun
ión de poten
ial F (x, y) que veri�
a (8.17). Derivando respe
toE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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ua
ión y respe
to a x la segunda:
Xy(x, y) = Fxy(x, y)

Yx(x, y) = Fyx(x, y) (8.18)Pero el teorema de S
hwartz para fun
iones de dos variables nos indi
a que bajo 
iertas
ondi
iones Fxy(x, y) = Fyx(x, y), de modo que (8.18) equivale a
Xy(x, y) = Yx(x, y) (8.19)Pues bien, la 
ondi
ión (8.19) sirve 
omo test para determinar si el 
ampo es 
onservativo.En el 
aso de que las fun
iones X(x, y) e Y (x, y) veri�quen (8.19), enton
es se trata de un
ampo 
onservativo, existe una fun
ión de poten
ial F (x, y) que veri�
a (8.17). Vamos aenun
iar este teorema, re
ordando las 
ondi
iones bajo las 
uales puede apli
arse el teoremade S
hwartz:Teorema 8.4 Sea D un re
into plano de�nido por dos fun
iones f(x), g(x), x ∈ [a, b] (verFigura 8.30). Supongamos que X(x, y) e Y (x, y) son fun
iones 
ontinuas 
on derivadaspar
iales 
ontinuas Xy(x, y), Yx(x, y) en D. Enton
es, existe una 
ierta fun
ión de poten
ial

F (x, y) tal que X(x, y) = Fx(x, y), Y (x, y) = Fy(x, y) si y solo si se 
umple la siguiente
ondi
ión: Xy(x, y) = Yx(x, y) en todos los puntos del dominio D.Ejer
i
io 8.21 El 
ál
ulo de la fun
ión de poten
ial, si existe, puede ha
erse sistemáti
a-mente mediante simple integra
ión. Supongamos que se trata de 
al
ular:
∫ N(3,4)

M(1,2)
(2xy2 + 1) dx + (2yx2 − 1) dyVeri�
a en primer lugar que se trata de un 
ampo 
onservativo, empleando el test (8.19).Luego, sabiendo ya que existe una fun
ión de poten
ial F (x, y) tal que Fx(x, y) = 2xy2 + 1,

Fy(x, y) = 2yx2 − 1, piensa en algún pro
edimiento que te permita obtener F (x, y). Luego,
al
ula el valor de la integral apli
ando el teorema 8.2.Ejemplo 8.9 Hay que andar 
on pies de plomo a la hora de apli
ar el teorema 8.4 parael 
ál
ulo de una integral 
urvilínea, porque tenemos que estar seguros de que TODAS lashipótesis de este teorema se 
umplen. Supongamos que L es una 
ir
unferen
ia de radio R
entrada en el origen. Cal
ulemos la siguiente integral:
∮

L

−y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dyComprobemos primero que el 
ampo es 
onservativo:

X(x, y) =
−y

x2 + y2
Y (x, y) =

x

x2 + y2

Xy =
−(x2 + y2) + 2y2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2

Yx =
(x2 + y2) − 2x2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2Departamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián
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e que:
∮

L

−y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy = 0Ahora vamos a ha
er el 
ál
ulo dire
to, utilizando la parametriza
ión de la 
urva L,

x(t) = R cos t, y(t) = R sen t, t ∈ [0, 2π]:
∫ 2π

0

(

R2 sen2 t

R2
+

R2 cos2 t

R2

)

dt = 2π 6= 0¾Qué o
urre? Fíjate en que Xy(x, y) = Yx(x, y) en todos los puntos (x, y) del planoSALVO en (0, 0). En este punto no existen X(x, y), Y (x, y). Si la 
urva L es, por ejemplo,la que apare
e en la Figura 8.33(a), podemos �en
errar� L en un dominio D en el que se
umple Xy(x, y) = Yx(x, y). Pero, 
omo apare
e en la Figura 8.33(b), si la 
urva L es la
ir
unferen
ia del enun
iado, 
ualquier dominio D que tomemos va a 
ontener al punto (0, 0)y por tanto no podremos apli
ar el teorema 8.4.

Figura 8.33: Dis
ontinuidad en el origenEstos resultados tienen su equivalente en el 
aso tridimensional. En este 
aso, 
omprueba
omo ejer
i
io que el 
ampo V = (X(x, y, z), Y (x, y, z), Z(x, y, z)) es 
onservativo si severi�
an las siguientes 
ondi
iones:
Xy(x, y, z) = Yx(x, y, z)

Xz(x, y, z) = Zx(x, y, z)

Yz(x, y, z) = Zy(x, y, z) (8.20)Bajo las 
ondi
iones (8.20), existe una fun
ión F (x, y, z), llamada fun
ión de poten
ialE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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ampo, tal que
Fx(x, y, z) = X(x, y, z)

Fy(x, y, z) = Y (x, y, z)

Fz(x, y, z) = Z(x, y, z)En este 
aso, el valor de la integral entre dos puntos M y N no depende de la traye
toria
L que se siga, sólo depende de los puntos ini
ial M y �nal N . La �gura 8.34 muestra algunastraye
torias posibles. El valor de la integral se 
al
ula exa
tamente igual que en el 
asobidimensional, es igual a la diferen
ia de poten
ial entre N y M :

∫ N

M
X(x, y, z) dx + Y (x, y, z) dy + Z(x, y, z) dz = F (N) − F (M)Naturalmente, si la traye
toria L es 
errada:

∮

L
X(x, y, z) dx + Y (x, y, z) dy + Z(x, y, z) dz = 0

Figura 8.34: Independen
ia del 
amino en DEjer
i
io 8.22 Cal
ular
∫ N(1,1,1)

M(0,0,0)
(2xy2z2 + y + z) dx + (2x2yz2 + x) dy + (2x2y2z + x − 1) dzDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.5. FÓRMULA DE GREEN EN EL PLANO 3538.5. Fórmula de Green en el planoEl siguiente resultado nos da una interesante rela
ión entre la integral 
urvilínea de unafun
ión ve
torial V = (X(x, y), Y (x, y)) a lo largo de una traye
toria 
errada L y la integraldoble de la fun
ión G(x, y) = Yx(x, y) − Xy(x, y) en el dominio D limitado por L. Es elllamado teorema de Green:Teorema 8.5 (teorema de Green) . Sea D un re
into plano de�nido por las grá�
as dedos fun
iones y = f(x), y = g(x), (f(x) ≤ g(x))x ∈ [a, b] (ver Figura 8.35). Llamamos La la 
urva 
errada L formada por ambas grá�
as. Supongamos que las fun
iones X(x, y) e
Y (x, y) están de�nidas en D y son 
ontinuas 
on derivadas par
iales 
ontinuas. Enton
es:

∮

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy =

∫∫

D
(Yx(x, y) − Xy(x, y)) dx dy

Figura 8.35: Dominio de integra
ión DEn el siguiente ejer
i
io podrás 
omprobar 
ómo el 
ál
ulo de la integral 
urvilínea a lolargo de una traye
toria 
errada L puede resultar mu
ho más sen
illo empleando el teoremade GreenEjer
i
io 8.23 Supongamos que L es la 
urva que delimita la región D del primer 
ua-drante, a
otada por las 
ir
unferen
ias de dentro el origen y radio 1 y 2 (ver Figura 8.36).Cal
ula:
∮

L
(ex + 2xy) dx + (3x2 + cos y3) dyEjer
i
io 8.24 Sabíamos que si un 
ampo V = (X(x, y), Y (x, y)) es 
onservativo y L esuna traye
toria 
errada, enton
es:

∮

L
X(x, y) dx + Y (x, y) dy = 0Expli
a 
ómo este resultado se puede demostrar también empleando el teorema de Green.E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 8.36: Corona 
ir
ularEjer
i
io 8.25 Supongamos que tenemos un 
ampo ve
torial de�nido por la fuerza V =
(X(x, y), Y (x, y)) tal que la diferen
ia Yx(x, y) − Xy(x, y) es 
onstante. Supongamos que Les una traye
toria que limita un re
into plano D. Cal
ula en valor del trabajo realizado por
V a lo largo de L.8.6. Integral 
urvilínea respe
to a la longitud del ar
oHemos estudiado el 
on
epto de integral 
urvilínea de una fun
ión ve
torial V a lo largode una traye
toria L, tanto en el plano 
omo en el espa
io. Si V representa una fuerzaapli
ada en 
ada punto, el trabajo que realiza V 
uando una partí
ula se desplaza desdeun punto ini
ial M hasta un punto �nal N siguiendo la traye
toria L, es igual a la integral
urvilínea de V a lo largo de L.Hemos solu
ionado el problema del 
ál
ulo del trabajo, pero en Cien
ias e Ingeniería hayotros problemas importantes que también involu
ran 
urvas. Por ejemplo, si la 
urva L repre-senta un 
able que tiene 
ierta densidad de masa en 
ada punto, ¾
uál será su masa total? ¾Ysu 
entro de gravedad? ¾Y su momento de iner
ia respe
to a un eje? En estos problemas envez de tener una fun
ión ve
torial V(x,y)=(X(x,y),Y(x,y)) o V=(X(x,y,z),Y(x,y,z),Z(x,y,z))de�nida en una región R del espa
io o del plano, lo que tenemos es una fun
ión es
alar
F (x, y) o F (x, y, z) que representa la distribu
ión de masa en 
ada punto (x, y) o (x, y, z) dela 
urva L. Aquí vamos sólo a o
uparnos del 
ál
ulo de la masa, el 
ál
ulo de las 
oordenadasdel 
entro de gravedad y del momento de iner
ia respe
to a un eje se propone 
omo ejer
i
io.Primero re
ordemos que en el Tema 5 (Integral de fun
iones de una variable), resolvimosen parte este problema. Vimos que si y(x) representa la masa en 
ada punto x de una barrare
ta, enton
es el valor M de la masa 
ontenida en la barra es

M =

∫ b

a
y(x) dx (8.21)Observa la Figura 8.37. El intervalo [a, b] se puede interpretar 
omo una 
urva L a lo largode la 
ual está de�nida una fun
ión de densidad de masa. La 
urva L se puede parametrizarDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.6. INTEGRAL CURVILÍNEA RESPECTO A LA LONGITUD DEL ARCO 355

Figura 8.37: Masa de una barra
omo x(t) = t, y(t) = 0, t ∈ [a, b]. La fun
ión de densidad será F (x, y) = y(x).Vamos a resolver el problema de forma general. Supongamos que la fun
ión F (x, y) repre-senta la masa puntual en 
ada punto (x, y) de una 
urva L. Supongamos que (x(t), y(t)) t ∈
[α, β] es una parametriza
ión de L. Se trata de investigar 
ómo 
al
ular el valor de la masatotal de L. Para ello vamos a utilizar un esquema muy pare
ido al que seguimos para resolverel problema del 
ál
ulo del trabajo.1. Dividimos L en n ar
os y aproximamos la 
urva mediante una línea poligonal. LaFigura 8.38(a) muestra una 
urva dividida en n = 7 ar
os. Tomamos un punto Pi de
ada uno de los ar
os, 
omo pare
e en la Figura 8.38(b), y suponemos que la densidadpuntual es 
onstante e igual a F (Pi) en todo el ar
o. Llamamos Si a la longitud del
orrespondiente tramo re
to de la poligonal. La Figura 8.38(
) muestra uno de losar
os, el punto Pi(ui, vi) sobre di
ho ar
o y el segmento re
to Ci de longitud Si. Comoapare
e en esta Figura 8.38(
), los extremos del ar
o son los puntos (xi−1, yi−1), (xi, yi),siendo:

xi−1 = x(ti−1), yi−1 = y(ti−1), xi = x(ti), yi = y(ti), ui = x(ri), vi = y(ri), i = 1, . . . , n2. El valor aproximado Mi de la masa 
ontenida en 
ada tramo Ci será igual a Mi =
F (xi, yi)Si. Si sumamos los n valores de Mi, el resultado es una aproxima
ión al valor
M de la masa total que estamos bus
ando, M ≈ M1 + . . . + Mn, o lo que es lo mismo:

M ≈

n
∑

i=1

F (ui, vi) · SiLa longitud Si del tramo Ci es igual a
Si =

√

(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)23. Apli
ando el teorema del valor medio a las fun
iones x(t) e y(t) en el intervalo [ti−1, ti],suponiendo 
omo hipótesis que ambas son derivables, existen dos puntos ci, di en elE.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 8.38: Integral 
urvilínea respe
to al ar
ointervalo (ti−1, ti) tales que:
x′(ci) =

xi − xi−1

ti − ti−1
y′(di) =

yi − yi−1

ti − ti−1Ahora suponemos que la longitud de 
ada subintervalo h = ti−ti−1 es tal pequeña queambos puntos ci, di se en
uentran muy próximos, de modo que podamos 
onsiderarlosiguales:
Si =

√

(x′(ci))
2 + (y′(ci))

2 hPor tanto:
M ≈

n
∑

i=1

F (ui, vi) ·

√

(x′(ci))
2 + (y′(ci))

2 hDepartamento de Matemáti
a Apli
ada E.U.P. San Sebastián



8.6. INTEGRAL CURVILÍNEA RESPECTO A LA LONGITUD DEL ARCO 3574. Pero el punto Pi(ui, vi) es un punto arbitrario del tramo de 
urva, de modo que loelegimos tal que ui = x(ci), vi = y(ci). Enton
es:
M ≈

n
∑

i=1

F (x(ci), y(ci)) ·

√

(x′(ci))
2 + (y′(ci))

2 h5. Ha
emos que el número n de ar
os tienda ha
ia ∞ (h → 0). El valor bus
ado M será:
M =

∞
∑

i=1

F (x(ci), y(ci)) ·

√

(x′(ci))
2 + (y′(ci))

2 h (8.22)6. Ahora, si x′(t) e y′(t) son 
ontinuas en el intervalo [α, β] y F (x, y) es 
ontinua en undominio que 
ontenga a la 
urva L, re
ono
emos en la expresión (8.22) el 
on
epto deintegral de una variable:
M =

∞
∑

i=1

F (x(ci), y(ci))·

√

(x′(ci))
2 + (y′(ci))

2 h =

∫ β

α
F (x(t), y(t))·

√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt(8.23)Así pues, (8.23) nos permite 
al
ular el valor de la masa 
ontenida en L. Ya tenemosuna nueva de�ni
ión:De�ni
ión 8.2 Llamamos integral 
urvilínea respe
to a la longitud del ar
o al valor,si existe:
∫

L
F (x, y) dt =

∞
∑

i=1

F (x(ci), y(ci)) ·

√

(x′(ci))
2 + (y′(ci))

2 hComo a
abamos de ver, bajo 
ondi
iones su�
ientes se tiene:
∫

L
F (x, y) dt =

∫ β

α
F (x(t), y(t)) ·

√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dtEjer
i
io 8.26 Supongamos que la densidad de masa en 
ada punto de L (x, y) es 
onstante,es de
ir, F (x, y) = k. Evidentemente, la masa de L será igual a k · l, siendo l la longitud de
L. Demuestra que esto es 
ierto.Ejer
i
io 8.27 Volvamos al 
aso de la barra unidimensional. Utilizando (8.23) demuestrala expresión parti
ular de 
ál
ulo (8.21).Exa
tamente de igual modo se 
onstruye la integral 
urvilínea respe
to a la longitud delar
o en el espa
io, y se demuestra que:

∫

L
F (x, y, z) dt =

∫ β

α
F (x(t), y(t), z(t)) ·

√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dtEjer
i
io 8.28 Ver Figura 8.39. Cal
ula el valor de la masa del muelle x(t) = 0. 5 cos 2t, y(t) =
0. 5 sen 2t, z = t, t ∈ [0, 6π], si la densidad puntual viene dada por F (x, y, z) = x+ y + z. LaFigura 8.39(a) muestra el muelle y la 8.39(b) la masa en 
ada punto del mismo, es de
ir,hemos representado la fun
ión F (x(t), y(t), z(t)) = 0. 5(cos 2t + sen 2t) + t, t ∈ [0, 6π].E.U.P. San Sebastián Departamento de Matemáti
a Apli
ada
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Figura 8.39: Masa del muelle
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