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8.1. Planteamiento del problema

En su forma mecanica mas sencilla, el trabajo W efectuado por cierta fuerza F' a lo largo
de cierta distancia d se define como el valor de la fuerza multiplicado por la distancia:

W = Fd (8.1)

La definiciéon (8.1) puede aplicarse facilmente en casos sencillos. Como la fuerza es una
magnitud vectorial, elegiremos como signo positivo el sentido creciente de los ejes coordena-
dos.

Ejemplo 8.1 Supongamos que soltamos un sdlido de masa M = 5 Kg desde una altura
h = 3 m (ver Figura 8.1(a)). En este caso, el trabajo que efectia la fuerza de la gravedad
F = F, para desplazar el sélido desde la altura h = 3 m hasta el suelo (h =0 m) serd:

Wy =F,d=-5-9.8-3=—-49.3 = —147J (la unidad empleada es Newton por metro, el Julio)

(a) (b) (c)
M
F
3m N Fy F
2m | 5m I

Figura 8.1: Calculo del Trabajo

Ejemplo 8.2 Ahora supongamos que el sdlido se encuentra en el suelo y que lo deslizamos
2 m hacia la derecha aplicando cierta fuerza horizontal F' (ver Figura 8.1(b)). Sabemos que
en este caso la fuerza F debe ser por lo menos igual a la fuerza de rozamiento. Para una
masa M, la fuerza de rozamiento F, estd relacionada con el coeficiente de rozamiento p del
suelo y con el valor de la fuerza normal N :

F, = —puN = —ugM (82)

Asi pues, si suponemos p = 0.25 en nuestro caso, F, = —0.25-9.8-5 = —12.25 N.
Con lo cual, la fuerza F' = 12.25 N deslizard la masa y el trabajo que efectuara F' sera
Wr =12.25-2 = 24.5 J. Como el desplazamiento de la masa es sélo horizontal, la fuerza
de la gravedad F, no tiene componente es esa direccién y por tanto no realiza trabajo.
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318 CAPITULO 8. INTEGRAL CURVILINEA

Ejemplo 8.3 En tercer lugar, supongamos que una fuerza F' de 60 N se aplica a la masa
siguiendo un dngulo de 30°, desplazdndola una distancia de 5 m, como aparece en la Figura
8.1(c). Cuando una fuerza actia sobre un objeto, inicamente realiza trabajo la componente
de la fuerza en la direccion del movimiento. En nuestro caso, el vector F se descompone en
sus componentes horizontal F,, = 60cos(30) = 51.96 N y vertical F,y = 60sen(30) = 30 N.
La componente vertical no tiene un valor suficiente para elevar el solido (el valor minimo es
My =5-9.8=49 N), de modo que F, no realiza trabajo. En cambio, el trabajo que efectia
F, sera W, =30-5 =150 J.

Ejemplo 8.4 Y ahora supongamos que soltamos el objeto desde una altura h = 3 m como
en la primera situacion, pero también aplicamos la fuerza F = 60 N como en la tercera
situacion (ver Figura 8.2(a)). Vamos a calcular el trabajo que realiza cada fuerza.

(a) (b)

Fg 3m

100 2.00 300 4.00 3.00 6.00 7.00 .00

Figura 8.2: Trayectoria del ejemplo 8.4

En la direccién vertical actuan dos fuerzas, la fuerza de la gravedad F, = —5-9.8 = —49
N, y la componente vertical de F', que es Iy, = 30 N. En la direccién horizontal actta sélo
la componente horizontal de F, que es F, = 51.96 N. Ahora debemos calcular la direccion
del movimiento.

Sabemos que el espacio E(t) recorrido por un objeto que sigue un movimiento uniforme-
mente acelerado de aceleracion a, que parte del reposo con distancia inicial recorrida igual a
Eg es E(t) = Eg+ 0. 5at?. Por otra parte, la segunda ley de Newton relaciona la aceleracién
a de un objeto conocida su masa M y la fuerza F aplicada: F' = Ma. Asi pues, en el eje OY
la ecuacion del desplazamiento serd

E,(t) =3+ 0.5t*(—49 + 30) /5 = 3 — 1. 9¢

En el eje OX la ecuacién del desplazamiento sera E,(t) = 0.5t3(51.96)/5 = 5.196t>.
Ahora, es facil comprobar que la distancia vertical h = 3 m se recorre al cabo de ¢t = 1.256
s, de modo que la distancia horizontal recorrida serd E,(1.256) = 5.195(0.796)% = 8.2 m.
La Figura 8.2(b) muestra la grafica de la trayectoria que en coordenadas paramétricas se
expresa:

(z(t),y(t)) = (5.195t%,3 — 1.9t%), t € [0, 1. 256]
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Ejercicio 8.1 ;Te extrana que la trayectoria resultante sea recta? Demuestra que la trayec-
toria dada en coordenadas paramétricas (x(t),y(t)) = (5.195t%,3 — 1.9¢?) es, en efecto, una
recta.

., Como calculamos el trabajo realizado por cada fuerza? Observa la Figura 8.3. En gene-
ral, si F' es un vector fuerza y V' es un vector que indica la direccion de desplazamiento, sélo
realiza trabajo la componente de F' en la direccion V. Si llamamos Fy a esta componente,
se tendra:

Fy = ||F|| cos «

M@

Figura 8.3: Fuerza eficaz

Asi pues, el trabajo W realizado por la fuerza F' cuando la masa se desplaza desde M
hasta N siguiendo la direccién V es:

W = |[Fllcosa V] = |F|[V]cosa = F-V

De modo que W es el producto escalar de F' y V. Vamos a aplicar este resultado a nuestro
ejemplo.

M =(0,3), N=(8.2,0), V=DMN=(8.2-3)

= (0,—-49), W, =F,-V = (0,—49) - (8.2,—3) = 147.J
F, = (0,30), W, =F,-V =(0,30)-(8.2,—3) = —90.J
F, = (51.96,0), W, = (51.96,0) - (8.2, —3) = 426.072 J

.Y cual serd el trabajo W, efectuado por la fuerza resultante F, = Fy + F, + F,?
Naturalmente, podemos sumar los trabajos parciales, W, = W, + W, + W, = 483.072 J,
pero también podemos hacer el calculo directo:

F.=F,+ F,+ F, = (0,-49) + (0,30) + (51.96,0) = (51.96,—19)
W,=F, -V =(51.96,—-19) - (8.2,—3) = 483.072J

Podemos visualizar esta situacion trazando la trayectoria que sigue la particula “sumer-
gida” en cada uno de los campos de vectores fuerza. La Figura 8.4 muestra respectivamente
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320 CAPITULO 8. INTEGRAL CURVILINEA

los campos de vectores de Fy, I, F,, y F,.. Observa que los vectores en cada campo aparecen
representados con el mismo modulo, y por ello los graficos como los de la Figura 8.4 nos
indican la direccién y el sentido de los vectores del campo, pero no dan idea de su modulo.
La Figura 8.5 muestra la direccion, el sentido y el moédulo de los cinco vectores F', F,, Iy,

F, vy F, aplicados en un mismo punto de la trayectoria.
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Figura 8.4: Varios campos
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Figura 8.5: Vectores
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Ejercicio 8.2 ;Cdmo crees que cambiardn los grificos de las figuras 8.4 y 8.5 si cambia la
masa del solido?

Sin embargo, las situaciones reales no suelen ser tan sencillas como las de estos ejemplos.
La mayoria de las veces la fuerza resultante es suma de muchas fuerzas y ademés no siempre
son constantes. Dos ejemplos usuales son los campos gravitatorios y los magnéticos. El valor
de la fuerza en cada punto P no es constante, sino que depende de la posicion (z,y) de P.
Vamos a denotar como V(z,y) = (X (x,y),Y (x,y)) al vector fuerza aplicado en cada punto
(x,y). {Coémo se podra calcular el trabajo en este caso?

Ejemplo 8.5 Vamos a simular el campo gravitatorio generado por tres masas My, Mo y Ms.
Como sabes, el valor F(x,y) del campo gravitatorio en cierto punto Q(x,y) generado por
una masa M situada en un punto P(a,b) es proporcional a M e inversamente proporcional
a la distancia entre P y Q. Vamos a tomar:
M,y
F(x,y) =
N ARk

Una particula situada en cierto punto Q(z,y) se vera atraida por M; siguiendo la di-
reccion en la que més aumenta el valor del campo F(z,vy), es decir, siguiendo la direccion
del gradiente de F(x,y), V(F) = (Fy(z,y), Fy(x,y)). Ya tenemos aqui nuestro campo de
vectores: en cada punto (z,y) esta definido en vector V(F) = (Fy(x,v), Fyy(x,y)). Asi pues,
en este caso X (z,y) = Fi(x,y), Y(z,y) = Fy(z,y).

Observa la Figura 8.6. Representa los puntos donde se localizan tres masas My, My y M3
y el valor de cada una de ellas. M; toma el valor 1.6 y se sitta en el punto (a,b) = (—8,5.2).
M, toma el valor 50 y se situa en el punto (p,q) = (9.6,8.4). M3 toma el valor 1.1 y se
sitia en el punto (¢,d) = (5, —2.2).

Los campos de vectores de cada una de las tres masas seran:

(1) = !
T =
T E—aP P
(F) = (Fa(z,y), Fy(z,y))
Mo
G(z,y
(%:9) = (x—p)?+(y—aq)?
(G) = (Ga(2,9),Gy(z,y))
Ms
H
D G P
V(H) = (Hy(x,y), Hy(z,y))

“ij

La Figura 8.7(a) muestra el campo de vectores V(F') es decir, el campo de fuerza debido
solo a M;. Las figuras 8.7(b,c) muestran respectivamente los campos de vectores V(G) y
V(H) es decir, los campos de fuerza debidos separadamente a My y Ms. Luego hemos
sumado los tres vectores de fuerza, obteniendo el campo definido por

V=V(F+G+H)=V(F)+V(G)+V(H) =
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322 CAPITULO 8. INTEGRAL CURVILINEA

151

101 (0. M2)= (9.600,8.400,50.000)
.
(a,b,M1)= (-8.000,5.200,1.600)
. 51
X
-15 -10 s 5 10
.

(c,d,M3)= (5.000,-2.200,1.100)

Figura 8.6: Tres masas

La Figura 8.7(d) muestra el campo de fuerza resultante.

.Y qué le ocurrird a una particula que soltemos en un punto (z,y) del plano? ;Qué
trayectoria seguira en el caso de que no se vea sometida a ninguna otra fuerza? Observa la
Figura 8.8. Hemos trazado las graficas de algunas de estas trayectorias. Cada trayectoria
parte de un cierto punto inicial (zg,yo) y termina en alguno de los puntos donde se encuentra
una masa.

Observa en la Figura 8.8 las trayectorias (1), (2) y (3). El punto de partida (x¢, o) se
encuentra relativamente cerca de una masa, y la trayectoria que sigue la particula converge
hacia esa masa. Sin embargo, observa como las parejas trayectorias (5)-(8) y (6)-(7) conver-
gen hacia puntos distintos. Los puntos iniciales se encuentran mucho mas proximos a M que
a My y sin embargo las trayectorias (5) y (6) convergen a M en vez de a M;. Exactamente
lo mismo ocurre con la trayectoria (4), que en vez de converger hacia M3 lo hace hacia M.
i.Por qué? Porque la masa Ms es mucho mayor que las otras dos.

La Figura 8.9 muestra, al igual que la 8.7(d), el campo de gradientes resultante, sin
ninguna trayectoria trazada, pero méas denso, hemos trazado muchos méas vectores. De este
modo se puede apreciar todavia més clara la tendencia de los vectores del campo a orientarse
hacia la masa Ms.

Ejercicio 8.3 Sobre la Figura 8.9, elige algunos puntos iniciales (xo,yo) y traza aproxima-
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Figura 8.7: Campos gravitatorios

damente las correspondientes trayectorias (que se llaman lineas de campo).

.Y como hemos trazado las lineas de campo de la Figura 8.87 Supongamos que (z(t),

y(®)

es la representacion paramétrica de una de estas lineas, y que pasa por el punto (xg =
x(to), yo = y(to)). Segun la ecuacion (8.3), la tangente (2/(t), v'(t)) a la trayectoria es igual
al vector gradiente de F(z,y)+ G(z,y)+ H(z,y) en cada punto, de modo que x(t), y(t) son

la solucién del siguiente problema:

2/ (t) = Fy(z,y) + Go(z,y) + Ho(z,y)
Y (t) = Fy(z,y) + Gy(z,y) + Hy(x,y)
x(to) = X0
y(to) = Yo
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Figura 8.9: Campo gravitatorio muy denso
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Las dos primeras ecuaciones de (8.4) son ecuaciones diferenciales porque en ellas aparecen
las derivadas de las funciones solucion z(t) e y(t). Las dos ultimas condiciones z(ty) =
x0, yY(to) = yo se llaman condiciones iniciales. Resolver el problema (8.4) significa encontrar
las funciones z(t) e y(t) que cumplan todas las condiciones de (8.4). Por ejemplo, puedes
comprobar como ejercicio que las funciones z(t) = e’ + et y(t) = e !
problema siguiente:

son solucion del

¥ =x—2y

y'=-y

z(0) =2

y(0) =1 (8.5)

La Figura 8.10 muestra el campo de tangentes de las ecuaciones diferenciales de (8.5) y
también algunas soluciones del mismo. Cada una de estas soluciones se obtiene fijando un
punto (zg, o) por el que debe pasar la solucién. La curva que tiene trazo més grueso es la
solucion del problema (8.5), z(t) = e’ + et y(t) = e™*, que pasa por el punto M(2,1).

o B, B, o B, o, B TR, SN B

Figura 8.10: Ejemplo de campo y soluciones

En el Tema 9 aprenderemos a resolver problemas que contienen ecuaciones diferenciales
como los problemas (8.4) y (8.5). De momento, es suficiente con saber que algunos programas
como Winplot permiten calcular mediante métodos numeéricos la soluciéon, y representarla
graficamente. De este modo hemos elaborado las anteriores graficas de campos vectoriales y
trayectorias.
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Pero volvamos a nuestro problema. ;Cémo calcular el trabajo W que efectiia una fuerza
V = (X(x,y),Y (x,y)) cuando una particula se traslada desde un punto inicial M hasta un
punto final N siguiendo una linea del campo de V'? Por ejemplo (ver Figura 8.10), jcudl seréa
el trabajo W efectuado por la fuerza definida por (8.5) al llevar una particula desde el punto
M (2, 1) hasta el punto N (5.56,0.44) siguiendo la linea de campo z(t) = e’ +e7%, y(t) = e~ *?

Y todavia una pregunta mas general, jcémo calcular el trabajo W efectuado por la fuerza
V' si seguimos una trayectoria cualquiera, aunque no sea una linea de fuerza? Veamos cémo
se enuncia el problema de forma general:

(a) (b) ()

T

g

NGp.a) 4N

< L7

22 o

XY, VoV
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Figura 8.11: Caso general

Supongamos que una particula P(z,y) se desplaza a lo largo de una trayectoria L desde
un punto inicial M (a, b) hasta un punto final N(p,q) (Figura 8.11(a)). Observa que se trata
de una trayectoria orientada, esto es, elegimos para L un cierto sentido de recorrido. La
trayectoria L que sigue P(z,y) se debera a la resultante de todas las fuerzas que se estén
aplicando en P(z,y).

Supongamos que el vector V(z,y) = (X(z,v),Y (z,y)) es una de esas fuerzas. La direc-
cion, el sentido y el modulo de V' dependeran en general del punto (x,y) donde se aplica la
fuerza. La Figura 8.11(b) muestra el vector fuerza V- = (X(z,y), Y (x,y)) aplicado en algunos
puntos de la curva L. La Figura 8.11(c) muestra la trayectoria de la particula “sumergida’
en el campo de fuerzas V = (X(z,v),Y (z,v)).

Ejercicio 8.4 Observa el ejemplo de trayectoria L y de campo V' de vectores de la Figura
8.11(c). ;Crees que L es una linea de campo de V' ?

El problema es: ;Como calcular el trabajo W efectuado por V = (X(z,y),Y (z,v))
cuando la particula se traslada desde M(a,b) hasta N (p, q) siguiendo la trayectoria L?

. Tendra algo que ver este problema con algin concepto que ya conozcamos (derivada,
integral, etc)? Una idea que podemos explorar para buscar una solucion es la siguiente.

1. Tenemos una trayectoria orientada L, que une los puntos M y N (Figura 8.12(a)).

Departamento de Matematica Aplicada E.U.P. San Sebastian



8.1.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 327

(@) (b)

Mip,a) Mip,a)

Miab) Mia,b)

Figura 8.12: Célculo de una integral curvilinea

. Dividimos L en n arcos y aproximamos la curva mediante una linea poligonal. La

Figura 8.12(b) muestra una curva dividida en n = 7 arcos.

. Tomamos un punto cualquiera P; de cada uno de los n arcos de curva. En cada punto

P; estara definido el vector fuerza V;. La Figura 8.12(c) muestra una posible eleccion
de siete puntos P4, ..., P; sobre L y los correspondientes vectores Vi,..., Vs.

. Trabajamos con la aproximacion poligonal en vez de con la curva L. Suponemos como

aproximacion que en cada segmento recto C; de la linea poligonal, el vector fuerza es
constante igual a V; (Figura 8.12(d)).

. En cada segmento recto C; calculamos el trabajo W; efectuado por la fuerza V; (hemos

supuesto que la fuerza es constante en ese segmento). Sabemos hacer este calculo: sélo
hay que multiplicar escalarmente el vector fuerza V; y el vector director del tramo
recto C; (Figura 8.12(d)).

. Sumamos los n valores de W;. El resultado es una aproximacion al valor W del trabajo

total que estamos buscando, W ~ W + ... 4+ W,,.

. Hacemos que el niimero n de arcos tienda hacia oo, cuidando de que las longitudes de

cada uno de ellos tienda hacia 0.
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8. El valor buscado W seré:
n
W= lim Z; W,
1=

. No te recuerda este procedimiento al calculo de una integral? En el siguiente apartado
detallaremos las operaciones y mostraremos que, en efecto, la integracion de cierta funciéon
nos va a permitir resolver el problema de céalculo del trabajo.

8.2. Integral curvilinea en el plano

Vamos desarrollar el procedimiento que describimos en el apartado anterior. Como la
curva L es conocida, sea x(t), y(t)t € [a, f] una parametrizacion de la misma. Como indica
la Figura 8.13(a), los puntos (x(t),y(t)) de la curva L se obtienen dando valores al pardmetro
t € [a, (). El punto M (a,b) se obtiene dando a t el valor ¢t = «, es decir, z(a) = a, y(a) = b.
El punto N(p, q) se obtiene para t = (3 , es decir, z(3) = p, y() = ¢. Trabajemos ahora con
la Figura 8.13(b). Hemos representado en esta figura uno de los arcos en que hemos dividido
la curva. Los puntos del arco se obtienen dando al pardmetro ¢ valores en cierto subintervalo
[r, s] C [a, B]. Los extremos del arco seran P(x(r),y(r)), Q(x(s),y(s)).

(@) (b)

Q(x(s).y(s))

Figura 8.13: Parametrizacion de curvas

El vector fuerza V se evaltia en un punto cualquiera del arco, de modo que tomamos
cualquier valor u € [r, s]:

V = (X(z(u),y(u), Y ((z(uw),y(u))

El vector desplazamiento (tramo recto) es S = PQ = (z(s) — z(r),y(s) — y(r)). Segun
lo que vimos en el ejemplo 8.4, el trabajo W realizado por la fuerza V' al seguir el segmento
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recto S = PQ sera:

W=V.-5=(X(@u),yw)Y (z(uw),y(u)) - (x(s) —2(r),y(s) —y(r)) =
= X(z(u), y(w)) - ((s) — 2(r)) + Y (x(uw),y(u)) - (y(s) —y(r)) (8.6)

Ahora vamos a fijarnos en los factores (z(s) — z(r)), (y(s) — y(r)) de la relacion (8.6).
.. Conocemos algun teorema que nos diga cuanto valen estos dos términos? Pues si, el teorema
del valor medio de Lagrange. Recordemos su enunciado:

"Si y(z) es una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), existe al menos un punto
z € (a,b) tal que y'(2) = (y(b) — y(a))/(b — a)”. Geométricamente es sencillo interpretar
este resultado, ver Figura 8.14, significa que existe al menos un punto z € (a,b) en el que la
tangente es paralela a la secante que une los puntos (a,y(a)), (b,y(b)).

Figura 8.14: Teorema del valor medio

En nuestro caso, aplicamos el teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo |r,s]
a la funcion

p(t) = X(x(u),y(uw) 2(t) + Y ((u), y(u)) y(t) (8.7)

Observa que en (8.7) el valor de u es constante y ¢ es la variable. Segin el teorema de
Lagrange, existe z € (r,s) tal que (s — r)p/'(z) = p(s) — p(r), o lo que es lo mismo:

@
|
=
Jal
=
£
=
<
=
8

; "(2)(s =) + Y (2(u), y(w)y'(2)
w))z(s) + Y (x(u),y(w)y(s) — X(z(u),y
) (x(s) —x(r) + Y (2(u),y(u)(y(s) —y(r) =V -5

Asi pues, existe z € (r, s) tal que
W =V-8=X(x(u),y(u)z'(2)(s —r) + Y (z(u),y(w)y (z)(s — )

Ahora, como podemos dar al parametro w un valor cualquiera en el intervalo [r,s],
elegimos precisamente u = z € (r,s) y llamamos h = s — r. Entonces:

W =V-8=X(z(2),y(2))2' (2)h + Y (2(2),y(2))y/ () h =
= (X(z(2),y(2))2' (2) + Y (2(2), y(2))y/ (2))
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Ya tenemos nuestra aproximacion W al trabajo realizado por la fuerza V en uno de los
n arcos en que hemos dividido la curva L. Ahora hacemos la misma operaciéon en todos los
arcos, tomamos h = (§ — «)/n y sumamos las aproximaciones:

W > (X (2(2), y(2:)2' (20) + Y (2(20), y(2))y (20))h
=1

Con lo cual, tomando n — oo:
n

W= lim Y (X (x(z), y(z)a' (z0) + Y (2(2:), y(z0))y (z0)h (8.8)

n—oo 4
=1

A estas alturas, esperamos que reconozcas en la relacion (8.8) el valor de la integral de
la funcion de una variable real g(t) = X (z(t),y(t))2’'(t) + Y (z(t), y(t))y'(t) en el intervalo
[a, B]:

n

W= lim Z(X(l“(zi),y(zi))ﬁl(zz) + Y (2(20), y(20)y (2:))h =
i=1

B8
- / (X((2), y()2' (2) + Y (2(2), y(2) (2) dz (8.9)

07

La relaciéon (8.9) nos indica un modo de calcular el trabajo W. El procedimiento es:

1. Evaluamos el vector fuerza V = (X (z,y), Y (z,y)) en los puntos de la curva, (x(t),y(t)).
Con ello habremos obtenido el vector fuerza en funcion de la variable ¢:

V(t) = (X(x(t),y(1), Y (x(t),y(t))), t € [, ]

2. Calculamos el vector tangente a la curva en cada punto, T(2'(t),y'(t)), t € [a, 5]

3. Calculamos la funcion real f(t) que nos da el producto escalar de ambos vectores T'y
V para cada valor de t € [o, (]

F(t) = (X (@), (1)), Y (x(t), y())) (@' (£), 4/ (1)) = X (x(t), y(t)2' () +Y (x(2), y(£))y (2), t € [0, F]

La Figura 8.15 muestra la trayectoria de la particula “sumergida” en el campo de
vectores de V. También hemos representado en ella dos parejas de vectores V' y T,
evaluados en dos puntos de la curva. Observa que hemos representado cada V' y T con
sus correspondientes moédulos. El valor del producto escalar V' - T' cambia a medida
que nos movemos por la curva, y hemos llamado f(t) a su valor.

4. W es la integral de f(t) en el intervalo [a, G].

Ejercicio 8.5 Resume en una sola frase el procedimiento de cdlculo de W'.

Departamento de Matematica Aplicada E.U.P. San Sebastian



8.2. INTEGRAL CURVILINEA EN EL PLANO 331
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Figura 8.15: Dos pares V-T

Ejercicio 8.6 Aplica el procedimiento que acabamos de obtener para calcular el trabajo efec-

tuado por la fuerza V. = (x — y,x + y) cuando se traslada una particula desde el punto
M(—1,-3) al punto N(3,5) siguiendo dos trayectorias distintas:

1. La pardbola y = x> — 4.

2. La recta y = 2z — 1.

Ejercicio 8.7 La Figura 8.16 muestra el campo de vectores de V = (zy,x +y) y dos tra-
yectorias L y C que unen los puntos M(1.5,0) y N(7,4.919).

1. ;Cual serd el signo del trabajo realizado por V a lo largo de cada una de trayectorias?
2. Sabiendo que las curvas L y C vienen dadas respectivamente por las funciones f(x) =

(4.4(x — 1.5))1/2, g(z) = 4.919(x — 1.5)2/(5.5)2, werifica tu respuesta al apartado
anterior haciendo los cdlculos.

Ejercicio 8.8 La Figura 8.17 muestra el campo vectorial de una fuerza V' y dos trayectorias
L y C. ;Cudl es el signo de la integral curvilinea de V' a lo largo de cada una de ellas?

Ejercicio 8.9 ;Qué ocurre si cambiamos el sentido de recorrido de la curva L? Generaliza
este resultado.
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Figura 8.16: Dos trabajos

Figura 8.17: Signo del trabajo segin L

Hemos encontrado un nuevo concepto que nos permite calcular el trabajo realizado por
una fuerza. Viene a interpretarse como el cdlculo de una integral a lo largo de una curva L.
Vamos a definirlo de manera rigurosa:

Definicion 8.1 Sea V = (X(z,y),Y (z,y)) una funcién vectorial definida en los puntos
de una curva orientada cuya parametrizacion es (x(t),y(t)), t € [a, 5]. Supongamos que el
punto inicial de la curva es M(z(«),y(«)) y el punto final es N(x(B),y(5)). Llamamos
integral curvilinea de V' desde el punto M hasta el punto N siguiendo la trayectoria L, al
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valor (si existe) definido por
n

/L X(z,y)de +Y(,y)dy = lim > (X(x(z),y(20)2" (z:) + Y (@(21), y(20))y' (20)) B
=1

Si V representa una fuerza aplicada en cada punto de la curva L, el valor de la integral
curvilinea es igual al trabajo W efectuado por esa fuerza cuando un punto se traslada desde
M hasta N siguiendo la curva L.

Y ahora enunciamos el resultado que hemos encontrado y que nos permite demostrar la
existencia de la integral curvilinea y calcular su valor:

Teorema 8.1 Silas funciones x(t) e y(t) son continuas con derivadas x'(t), y'(t) continuas
en el intervalo [, (], y las funciones X (x(t),y(t)), Y (x(t),y(t)) son también continuas en
[av, B], entonces la integral curvilinea existe y se puede evaluar de la siguiente forma:

8
[ Xewdo+ Y dn = [ (X000 0+ Y @00 0) d
(03

Una curva (z(t),y(t)), t € [a, F] que verifique las hipotesis del teorema 8.1 (es decir, x(t)
e y(t) son continuas, con derivadas continuas) se llama suave. El teorema 8.1 también puede
aplicarse a una curva suave a trozos, es decir, que pueda descomponerse en un numero
finito de curvas es suaves. La Figura 8.18 muestra una curva suave a trozos, formada por
tres curvas suaves Li, Lo v Ls. La integral curvilinea a lo largo de una trayectoria suave a
trozos se calcula sumando las integrales a lo largo de cada uno de los fragmentos.

L1

L2 La

Figura 8.18: Curva suave a trozos

Ejercicio 8.10 Como hemos visto, las lineas de campo del campo vectorial V = (X (z,y),Y (z,y))
son curvas cuya tangente en cada punto es igual a V. Es decir, una linea de campo L es
una solucion x(t),y(t)t € (o, 8], del sistema de ecuaciones diferenciales

X(z,y)
Y(z,y)

—_—
SR
—~ =
~+ e
—
I
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Por ejemplo, L puede ser un fragmento de cualquiera de las curvas de la Figura 8.19(a).
Demuestra que en este caso, para calcular la integral curvilinea basta integrar en [a, 3] el
cuadrado del médulo del vector tangente a la curva (z(t),y(t)):

16} 16}
/ X(z,y) e+ (z,y) dy = / (@) + (4 (1))?) dt = / @0,y ()| dt
L « o

o N S R

%
AAAAAAAA,

AAAAAINA A,

Figura 8.19: Trayectorias tangentes y perpendiculares

Ejercicio 8.11 Tomemos de nuevo una trayectoria L que sea una linea de fuerza del campo
V. Por ejemplo, L puede ser cualquier trozo de curva de la Figura 8.19(a) trazada entre un
par de puntos M y N. La prequnta es: ses L la trayectoria entre los puntos M y N tal que
el trabajo realizado por V' es mdximo?

Ejercicio 8.12 Una hoja seca de drbol cae a un rio y es transportada por la corriente. O una
piedra rueda por el suelo arrastrada por el viento. Ezplica en estas situaciones el significado
del campo de vectores, de la trayectoria y de la integral curvilinea.

Ejercicio 8.13 Supongamos ahora que la trayectoria L es perpendicular al campo V =
(X(x,y),Y(x,y)). Es decir, la trayectoria x(t),y(t), t € [a, 5] es una solucion del sistema
de ecuaciones diferenciales

2 (t) = =Y (x,y)
y'(t) = X(z,y)
Por ejemplo, L puede ser un fragmento de cualquiera de las curvas de la Figura 8.19(b)

(que son perpendiculares en cada punto a las curvas de la Figura 8.19(a)).Ya sabemos que
en este caso el trabajo realizado por la fuerza V' es nulo, pero demuéstralo formalmente:

/ X(z,y)dx +Y(z,y)dy =0
L
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Ejercicio 8.14 Piensa en algun ejemplo similar a los del ejercicio 8.10 en el que se dé
esta situacion (el rio y una barca a motor o un pez...). Ezplica también en esa situacion el
significado del campo de vectores, de la trayectoria y de la integral curvilinea.

Ejemplo 8.6 El Maelstrom es un célebre gran torbellino marino que se forma en las costas
meridionales del archipiélago noruego de las Lofoten. Se forma por la conjuncion de las fuer-
tes corrientes y contracorrientes de gran oleaje que atraviesan el estrecho, a lo largo de unos
18 Km. El toponimo Maelstrom deriva de la palabra compuesta neerlandesa malen (=tri-
turar) y stroom (=corriente), es decir: “corriente trituradora”. Antiguamente muy peligroso
para la navegacion, las descripciones del Maelstrom realizadas por Edgar Allan Poe y Julio
Verne lo pintan romdnticamente como un gigantesco vortice circular que llega al fondo del
océano.

El escritor y poeta estadounidense Edgar Allan Poe (1809-1849) relata en su cuento
fantdastico “Un wviaje al Maelstrom” la terrorifica experiencia de un pescador atrapado por el
remolino. El protagonista consigue sobrevivir, y cuenta:

"Mis cabellos, que la vispera eran tan negros como las plumas de un cuervo,
estdn tan blancos como los ve usted ahora. Mis camaradas me aseguraron que
mi rostro habia variado completamente”

El novelista francés Julio Verne (1828-1905), relata en su célebre “20000 leguas de viaje
submarino” como el Nautilus es atrapado por el gigantesco remolino, justo en el momento en
que el profesor Annoraz y sus companeros, prisioneros del capitin Nemo, tratan de escapar
de la nave a bordo de una fragil lancha:

“iMaelstrom! jMaelstrom!- gritaban todos. jEl Maelstrom! ;Podia nombre més
espantoso haber resonado en nuestros oidos en situacién tan terrible? ;Nos en-
contrabamos, pues, sobre aquellos peligrosos parajes de la costa noruega?”

Pues bien, en este ejemplo vamos a simular un Maelstrom. Observa el campo vectorial
de la Figura 8.20(a) y la trayectoria de la Figura 8.20(b), que parte del punto (0,1) y se
dirige en espiral hacia el punto de atraccion (0,0). En cada punto (z,y) del plano, el vector
que hemos utilizado ha sido V = (8y — x, —8x —y). La trayectoria (linea de corriente o linea
de fuerza) (z(t),y(t)) que pase por el punto (x(0),y(0)) = (0,1) serd siempre paralela a V,
de modo que serd la solucion del problema de ecuaciones diferenciales:

'(t) =8y —=x
y(t)=—8z—y
z(0) =0, y(0) =1 (8.10)

Como ejercicio, demuestra que la solucion del problema (8.10), que seré la trayectoria
fatal del Nautilus, es:

x(t) = e “sen(8t)
y(t) = e " cos(8t) (8.11)
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Observa que, segun este modelo, el Nautilus jamas llegaria al punto (0,0) sino que
describiria eternamente espirales cada vez més proximas al origen. Cuando ¢ — oo, se tiene

z(t) — 0ey(t) — 0.
(a) (b)
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Figura 8.20: Maelstrom

.Y cual es el trabajo realizado por la fuerza del Maelstrom desde ¢t = 0 hasta un punto
t = p siguiendo la trayectoria fatal (8.11)7 Segun el ejercicio 8.10:

I}
/ X(z,y)de + Y (z,) dy = / (@) + (/()?) dt
L fe

W= /p (@' @)+ (y'()?) dt =65 /p e ?dt =32.5(1—e %)
0 0

El trabajo total realizado por un Maelstrom eterno seria W (oo) = 32.5. En el intervalo
[0, 3] la fuerza realiza un trabajo W (3) = 32.419. Asi pues, el 99.75% del trabajo se realiza
en el intervalo [0,3]. La Figura 8.21 muestra la grafica de W(p). Como era de esperar, la
grafica es practicamente plana a partir de p = 3.

Pero el Nautilus consigue escapar del Maelstrom, porque reaparece en la novela “La isla
misteriosa”, del mismo autor. El Nautilus podria escapar de nuestro Maelstrom simulado
logrando que el trabajo realizado por la fuerza del remolino V' = (8y —x, —8x —y) fuera nulo.
Es decir, tendria que generar un campo de fuerzas U perpendicular a V, U = (8z+y, 8y —x).
Entonces, la trayectoria (z(t),y(t)) salvadora que seguiria el Nautilus desde un punto inicial

(20, o) seria la solucion del problema:

2(t)=8r+y

y'(t)=8y—=

z(0) = zo

y(0) = yo (8.12)
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Figura 8.21: Trabajo del Maelstrom

La Figura 8.22(a) muestra la trayectoria fatal (8.11) “sumergida” en el campo de vectores
salvador U. La Figura 8.22(b) muestra ademas algunas trayectorias salvadoras trazadas a
partir de diversos puntos (x¢, o) pertenecientes a la trayectoria fatal, todas ellas son solucion
de (8.12). Como ejercicio, comprueba que la solucion de (8.12) es:

z(t) = e (ygsent + o cost)
y(t) = —e(zgsent — yo cost) (8.13)

.Y cual es el trabajo que debe realizar el Nautilus para salir del Maelstrom? El campo
vectorial generado por la nave es U = (82 + y,8y — x) y las trayectorias vienen dadas por
(8.12). Supongamos que la zona peligrosa es un circulo de radio 2 centrado en el origen,
como aparece en la Figura 8.23. Vamos a calcular el trabajo realizado por el Nautilus para
desplazarse desde diversos puntos iniciales M (xg, yo) hasta llegar a la zona de seguridad.

Ver Figura 8.23. Supongamos que el punto inicial es M (0.408,0.853). La trayectoria
salvadora, segin (8.13) sera:

z(t) = e¥(0.853sen t + 0. 408 cos t)
y(t) = —e®(0.408 sen t — 0.853 cos t)

El punto final es N(1.031,1.7414), que se alcanza para t = 0. 1. El trabajo realizado por
U puede evaluarse mediante Winplot o bien empleando el ejercicio 8.10:

0.1
W= / (@(0)* + (4 (1)%) dt = 14.36
0
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Figura 8.22: Maelstrom 2

Este valor es enorme, porque supone jel 44 % del trabajo que realizaria el Maelstrom en
toda la trayectoria fatal!

Y ahora supongamos que el punto inicial es M (0.163,0.078). La trayectoria salvadora,
segun (8.13) seréa:

z(t) = e¥(0.078sent + 0. 163 cos t)
y(t) = —e®(0.163sent — 0.078 cos t)

El punto final es N(1.978,0.294), que se alcanza para t = 0.3. Por tanto, el trabajo
realizado por U seréa:

0.3
W :/ (@(0)* + (4 (1)%) dt = 15.98
0

El trabajo a realizar supone ahora el 49 % del trabajo que realizaria el Maelstrom en toda
la trayectoria fatal. Del mismo modo, se comprueba que el trabajo realizado por el Nautilus
al seguir a lo largo del intervalo de tiempo [0,0.746] la linea de fuerza de U que une los
puntos M (—0.005,—0.001) y N(—1.7,1.105) serda W = 16.15, un 49.7 % del trabajo total
que realizaria el Maelstrom.

Ejercicio 8.15 Supongamos que el Nautilus no puede realizar el enorme trabajo necesa-
rio para salir del Maelstrom. El capitin Nemo decide entonces navegar en una trayectoria
circular alrededor del origen y esperar a que el Maelstrom desaparezca.

1. Demuestra que el trabajo W que debe realizar el Nautilus para navegar siguiendo una
trayectoria circular de radio R alrededor del origen y en el sentido de las agujas del
reloj es proporcional al drea del circulo.
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2. Demuestra que también el trabajo que realiza el Maelstrom a lo largo de la misma
trayectoria es proporcional al drea del circulo.

3. Supongamos que el trabajo que el Nautilus puede realizar en cada giro circular es W =
6.28. ;Cudl es el radio R de la trayectoria que debe sequir el Nautilus? ;Qué trabajo
realizard el Maelstrom en cada giro?
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Figura 8.23: Trabajo del Nautilus

Ejemplo 8.7 Volvamos al campo gravitatorio del ejemplo 8.5. Alli construimos un modelo
del campo de fuerzas gravitatorias V resultante de tres masas con funciones de potencial

F(z,y), G(x,y), H(z,y):

V=V(F+G+H)=V(F)+V(G)+V(H) =
= (Ful(w,y) + Ga(z,y) + Ha(z,y), Fy(z,y) + Gyla,y) + Hy(z,y))

De modo que el campo U perpendicular a V serd:

U= (=Fy(z,y) = Gyla,y) = Hy(z,y), Fr(z,y) + Go(z,y) + Ha(,y)) (8.14)
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En consecuencia, para lograr que una particula siga una trayectoria (z(t),y(t)) que no
acabe estrellandose contra una de las masas, basta seguir una direcciéon perpendicular a
(8.13), es decir, la curva (x(t),y(t)) verifica las ecuaciones diferenciales:

xl(t) = —Fy(ac,y) - Gy(:c,y) - Hy(ac,y)

y'(t) = Fo(x,y) + Go(z,y) + Hyo(z,y) (8.15)

La Figura 8.24(a) muestra el campo U y la Figura 8.24(b) algunas soluciones del sistema
(8.15). Todas ellas son oOrbitas estables que podria seguir un satélite artificial que orbite en
el campo de fuerzas V. En todas ellas el trabajo efectuado por V es nulo.
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Figura 8.24: Campos gravitatorios

8.3. La integral curvilinea en el espacio

Exactamente las mismas ideas que hemos desarrollado para definir la integral cur-
vilinea en el plano y calcular el valor del trabajo efectuado por una fuerza, se pueden
aplicar en el espacio. Ahora el vector fuerza (campo vectorial) se expresard como V =
(X(x,y,2),Y(z,y,2),Z(x,y,2)), donde X(x,y,2), Y(x,y,z2), Z(x,y,z) son funciones defi-
nidas en un recinto R del espacio. La trayectoria L vendra dada por una parametrizacion
(2(t). y(t), 2(1)), t € [o. B].

Como ejemplo, podemos construir una campo de vectores para modelizar el campo gra-
vitatorio generado una masa M, como en el ejemplo 8.5, pero en el espacio en vez de en el
plano. Definimos la funciéon potencial del campo de gradientes:

M
(x—a)?+ (y — )2+ (2 — ¢)?

F(z,y,z) =
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Por tanto, el campo V' de gradientes resultante es
V= V(F) = (Fx(x’ Y, Z)’ Fy(x’ Y, Z), Fz(xa Y, Z))

La Figura 8.25(a) (generada con Matlab) muestra el campo de gradientes de V pa-
ra una masa M = 1 situada en el punto (a,b,c¢) = (1,1,1). En esta figura los vecto-
res gradiente no estin normalizados sino que aparecen con sus correspondientes médu-
los. Observa como el gradiente en cada punto se orienta hacia la posicion (1,1,1) donde
estd situada la masa, y su modulo crece a medida que el punto se aproxima a (1,1,1).
Ademds, en esta figura también aparece una posible trayectoria L, la curva helicoidal
x(t) = 0.3sen(t), y(t) = 0.3cos(t), z(t) = 0.1¢, ¢t € [0,127]. La Figura 8.25(b) muestra
el campo vectorial V' = (—y,z,z). Ahora nos hacemos la misma pregunta que en el caso

Figura 8.25: Campos en 3D

bidimensional: jcémo calcular el trabajo realizado por la fuerza V' cuando una particula se
traslada entre dos puntos M hasta N7

Ejercicio 8.16 Desarrolla formalmente todos los pasos que nos llevan a definir la integral
curvilinea en tres dimensiones.

Un esquema del desarrollo es el siguiente:

1. Se tiene una fuerza V = (X (z,y, 2),Y (z,y, 2), Z(x,y, z)) definida en un recinto R del
espacio. Una particula describe una trayectoria L dentro del recinto R, dada por la
parametrizacion (z(t),y(t), z(t)), t € [, 8], ver Figura 8.26(a). Se trata de calcular el
trabajo que efectuia la fuerza V cuando la particula se traslada por la trayectoria L
desde el punto M (x(a),y(), z(«)) hasta el punto N(z(3),y(3),z(3)).
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2. Dividimos L en n arcos y aproximamos la curva mediante una linea poligonal. La
Figura 8.26(b) muestra una curva dividida en n = 7 arcos.

3. Tomamos un punto P; de cada uno de los n arcos de curva. En cada punto P; estard
definido el vector fuerza V;. La Figura 8.26(c) muestra una posible eleccion de siete
puntos P, ..., P; sobre L y los vectores V7,..., V7.

4. Trabajamos con la aproximacion poligonal en vez de con la curva L. Suponemos como
aproximacion que en cada segmento recto C; de la linea poligonal, el vector fuerza es
constante igual a V; (Figura 8.26(d)).

5. En cada segmento recto C; calculamos el trabajo W; efectuado por la fuerza V; (hemos
supuesto que el vector fuerza es constante en ese segmento).

6. Sumamos los n valores de W;. El resultado es una aproximacion al valor W del trabajo
total que estamos buscando, W ~ W1 + ...+ W,,.

7. Hacemos que el niimero n de arcos tienda hacia oo, cuidando de que las longitudes de
cada uno de ellos tienda hacia 0.

8. El valor buscado W seré:

W = lim ZW’:/ X(z,y,2z)de +Y(x,y,2)dy + Z(z,y,2) dz

9. Bajo condiciones suficientes:
/L X(x,y,2)de +Y(x,y,2)dy + Z(x,y,2) dz =
= /j (X(2(t),y(t), 2() &' (1) + Y (2(t), y(2), 2(1) y' (1) + Z (2 (1), y(t), 2(1)) 2'(t)) dt
Ejercicio 8.17 Representa grdficamente la curva L definida por las condiciones z = y?, x =
2, y € [1,3]. Calcula el valor de:
/L(:c+y+z)dx+(—x+y—z)dy+(2x—y+z)dz

8.4. La integral curvilinea en un campo de gradientes

Muchos campos vectoriales V = (X(z,y),Y (x,y)) son el gradiente de cierta funcién.
Esto quiere decir que existe una funcion real F(z,y) tal que:

X(:Cay) = Fz(‘rvy)
Y(.’E,y) = Fy(x:?/)
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(a)

Nip.q.r}

Mia b}

@

Vi

Mia.b.c)

Figura 8.26: Troceamiento de curvas en el espacio

La funcion F(z,y) se llama funcion de potencial del campo. Por ejemplo, si la funcion
de potencial es F(z,y) = 22 + 2, el campo de gradientes sera V = (2z,2y).

Un campo obtenido como el gradiente de una funciéon F(z,y) se llama campo conserva-
tivo. Dos ejemplos fisicos importantes de campos conservativos son el campo gravitatorio y
el campo eléctrico. En cambio, el campo magnético no es conservativo, es decir, no se forma,
mediante el gradiente de ninguna funcién de potencial F'(z,y).

Ejemplo 8.8 Simular un campo eléctrico es tan sencillo como simular uno gravitatorio,
pero ahora hay que tener en cuenta que la fuerza puede ser de atraccion (cargas de distinto
signo) o de repulsion (cargas de igual signo). Si 'V es el campo eléctrico generado por una
carga C situada en el punto M(a,b), la fuerza que actia sobre una carga unitaria que esté
situada en un punto P(x,y) es proporcional a C' e inversamente proporcional a la distancia
entre P y M. De este modo, V' se puede modelizar como el gradiente de la funcion de
potencial:

C

Few) = e iy oy

Observa que esta funcion es idéntica a las de nuestra simulacion del campo gravitatorio

E.U.P. San Sebastian Departamento de Matematica Aplicada



344 CAPITULO 8. INTEGRAL CURVILINEA

del ejemplo 8.5, pero el coeficiente C' ahora puede ser positivo o negativo. De modo que
un modelo para calcular la trayectoria (z(t),y(t)) que seguird una carga “sumergida”’ en el
campo V de gradientes de F' sera:

' (t)
y'(t)

Reutilizando nuestro simulador del campo gravitatorio del ejemplo 8.5 podemos simular
un campo eléctrico. Observa la Figura 8.27. Aparecen los campos generados por tres cargas
C1, Cy y C5 cuyos médulos son C; = 1.6, Cy = 50, C'3 = 1.1, pero no se conoce el signo de
cada una. También se muestran algunas lineas de campo. ;Eres capaz de identificar en cada
caso el signo de Cy, Cy y Cs, el signo de la carga unitaria “abandonada” en el campo y el
sentido de recorrido de las curvas?

(a) (b)
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Figura 8.27: Campo eléctrico

Ahora vamos a suponer que una carga negativa C' describe una trayectoria cualquiera
dentro de este campo conservativo eléctrico V. Hemos representado en la Figura 8.28(a) el
campo eléctrico y la curva L definida por y = 0.04325(z+5)(z—5)(z—12), = € [-5,12] que
une los puntos M(—5,0) y N(12,0). Con Winplot hemos calculado el valor de la integral
curvilinea (es decir, el trabajo W realizado por V cuando la carga C se traslada desde M
hasta N siguiendo la trayectoria L). El valor es W = —0. 40958.

Pero ahora viene o curioso. Hemos repetido la operacién para todas las parabolas que
aparecen representadas en la Figura 8.28(b), que pasan también por M y N, y resulta que
el valor de W es siempre el mismo, W = —0.40958.

Hemos hecho la misma operacion, pero tomando algunas funciones de la familia de curvas
y=A(x+10)(x —15) + =z, x € [-10, 15] (A es un parametro real), que pasan todas ellas por
los puntos M (—10,—10) y N(15,15). En la Figura 8.29 las hemos representado. Pues bien,
el trabajo realizado por la fuerza es siempre W = —0.59189, sin importar de qué curva se
trate.
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Figura 8.28: Familia de curvas en campo eléctrico
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Figura 8.29: Familia de curvas en campo eléctrico 2

Es decir, parece que el valor de la integral curvilinea en este campo no depende de la
trayectoria L que se siga, sino que depende s6lo de los puntos inicial y final. ; Seréd casualidad?
.. Ocurrird soélo en los campos eléctricos? ;O serd una propiedad de TODOS los campos
conservativos?
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Ejercicio 8.18 Supongamos que la funcion de potencial de campo vectorial conservativo V
es F(x,y) = 2% + xy. Todas las curvas de la familia y = A(z + 3)(x — 4) + 22 pasan por los
puntos M(—3,9) y N(4,16).

1. Demuestra que el valor de la integral curvilinea desde M hasta N es independiente del
valor del pardmetro A.

2. Ahora toma una trayectoria cualquiera x(t), y(t) entre los puntos M y N. ;Cuanto
vale la integral curvilinea? ;Qué conjetura puedes formular a partir de este resultado?

Vamos a demostrar formalmente que esta propiedad es cierta para cualquier campo con-
servativo. Para ello vamos a calcular el valor de la integral curvilinea del campo conservativo
V = (Fy(z,y), Fy(z,y)) alo largo de la curva L definida por (z(t),y(t)), t € [o, 0], y de-
mostrar que es independiente de la curva elegida.

El punto inicial serd M (xz(«), y(«)), y el punto final N(z(53), y(3)). Segun el teorema
8.1:

s
/L X(z,y)do +Y(x,y) dy = / (X (@), y()2"(t) + Y (x(t), y(t))y'(¢)) dt

«

Como X (x,y) = Fy(x,y), Y(z,y) = Fy(z,y):

3
/L X, y)de +Y (z,y) dy = / (Fal(t), y(t)a’ (1) + Fy(a(t), y(1)y' (1)) dt

«

Ahora basta recordar la regla de la cadena para la derivaciéon de la funcion compuesta
F(a(t),y(t)):

% (F(x(t),y(t) = Fa(z(t),y(0)a' (t) + Fy((t), y(£))y' (t)

En consecuencia:
t=0
| X dorY @) dy = P.00)] = F

t=a

Asi pues, el valor de la integral curvilinea s6lo depende de los puntos inicial y final M y
N, su valor no depende de la trayectoria que se siga. Para calcular su valor, basta calcular
la diferencia de potencial entre M y IN. Vamos a enunciar formalmente este resultado:

Teorema 8.2 Sea D un recinto plano definido por dos funciones f(x), g(x), (f(z) < g(x))z €
[a,b] (ver Figura 8.30). Supongamos que F(x,y) es una funcion continua con derivadas par-
ciales Fy(z,y), Fy(x,y) continuas en D. Construimos el campo vectorial conservativo V =
(X(z,y),Y (z,y)) cuya funcion de potencial es F(x,y), es decir, X (x,y) = Fy(z,y), Y(x,y) =
Fy(x,y). Supongamos que M y N son dos puntos cualesquiera contenidos en D y que L es
cualquier curva continua contenida en D que sea derivable con derivada continua contenida
(la Figura 8.30 muestra algunas posibles curvas). Entonces, el valor de la integral curvilinea
del campo V' desde M hasta N no depende de L y ademds:

/L X(2,y)dz + Y (2,) dy = F(N) — F(M)
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Figura 8.30: Curvas incluidas en D

Como consecuencia de este teorema, si se dan las condiciones suficientes, no hace falta
especificar la curva L a lo largo de la cual se calcula la integral, basta indicar los puntos M
y N. Por eso podemos denotar:

N
/X(x,y)dm—i—Y(x,y)dy:/ X(z,y)dx +Y (z,y)dy = F(N) — F(M) (8.16)
L M

Observa qué parecida es la relacion (8.16) a la regla de Barrow que utilizamos para
calcular la integral de una funcién real de una variable. En este caso, la “primitiva” seré la
funcion de potencial F(z,y) y los “limites de integracion” seran los puntos M y N. Ademas,
la “primitiva” tampoco es tnica porque F(z,y) + C también es funcién de potencial para
cualquier constante C. Sin embargo, el célculo de F(N) — F(M) no se ve afectado por el
valor de C' (;por qué?).

Ejercicio 8.19 Para el campo conservativo del ejercicio 8.18, calcular la integral curvilinea
entre los puntos M (—3,9) y N(4,16), verificando el resultado que previamente habias obte-
nido en ese ejercicio.

Y jqué ocurre si en un campo conservativo calculamos la integral curvilinea a lo largo de
una trayectoria cerrada, es decir, si M = N7 En ese caso, la integral curvilinea se representa
de la siguiente forma:

ji X(z,y)dx +Y(x,y)dy

Como sentido de recorrido de la curva cerrada, salvo que se indique lo contrario, se
considera el contrario al de las agujas del reloj.

Observa la Figura 8.31(a), hemos representado una trayectoria cerrada L contenida en
D.
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(a)

Figura 8.31: Descomposiciéon de una curva cerrada L

Como aparece en la Figura 8.31(b), tomando dos puntos cualesquiera M y N de L, la
curva L puede descomponerse en dos trayectorias L1 y Lo, de modo que:

74 X(z,y)de +Y (@) dy= | X(wy)de+Y(ey)dy+ | X(o.y)de+Y(x,y)dy
L L1 Lo

Pero Ly es una curva que une los puntos M y N, recorrida en sentido contrario a Lj.
Por tanto:

X(z,y)de +Y(z,y)dy = — | X(z,y)dr +Y(z,y)dy
L1 L2
Asi pues:
j{ X(z,y)de+Y (v,y)dy = | X(z,y)de+Y (v,y)dy— [ X(z,y)dz+Y(2,y)dy =0
L Ly Ly

Este resultado viene a significar que en un campo conservativo V, el trabajo realizado
por la fuerza V' cuando la particula describe cualquier trayectoria cerrada es nulo. Vamos a
enunciar este nuevo resultado:

Teorema 8.3 Si V = (X(z,y),Y (x,y)) es un campo conservativo y L es una trayectoria
cerrada, entonces

y{ X(z,y)dz + Y (z,y)dy =0
L
El reciproco del teorema 8.3 también es cierto, es decir, se puede demostrar que si

y{ X(z,y)dx + Y (z,y)dy =0
L

para cualquier curva L contenida en un dominio D, entonces V' es un campo conservativo,
es decir, Yy (z,y) = Xy(z,y) en D.

En otras palabras: en un campo conservativo V, el trabajo realizado por V cuando la
particula describe cualquier trayectoria cerrada es nulo; y viceversa, si sabemos que el trabajo
realizado por la fuerza V' cuando la particula describe cualquier trayectoria cerrada es nulo,
entonces V' es necesariamente un campo conservativo.
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Ejercicio 8.20 La Figura 8.32 muestra seis imdgenes de campos vectoriales. ;Eres capaz
de identificar cudles de ellos son no conservativos?
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Figura 8.32: Distincién entre campos conservativos y no conservativos

Los teoremas 8.2 y 8.3 pueden simplificar mucho la tarea de calcular la integral curvilinea,
en el caso de que el campo V = (X (z,y),Y (z,y)) sea conservativo con funcién de potencial
F(z,y). Si la curva L es cerrada, la integral es directamente nula. Y si no es cerrada, no
hace falta tener en cuenta L, la integral es igual a la diferencia de potencial entre los puntos
final e inicial, F(N) — F(M).

El problema es que no siempre sabemos si el campo es conservativo. En general, se nos
planteard el célculo de una integral curvilinea de un campo V = (X (z,y),Y (z,y)) alo largo
de cierta trayectoria L pero sin saber en principio si es conservativo, es decir, no sabemos si
existe una cierta funcion F(x,y) tal que:

. Como podriamos reconocer si el campo V = (X (z,y),Y (z,y)) es conservativo? Vamos
a suponer que existe tal funcion de potencial F'(x,y) que verifica (8.17). Derivando respecto
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a gy la primera ecuaciéon y respecto a x la segunda:

Xy(.%', y) = ny(.%', y)
Yi(2,y) = Fya(2,y) (8.18)

Pero el teorema de Schwartz para funciones de dos variables nos indica que bajo ciertas
condiciones Fyy(z,y) = Fyz(x,y), de modo que (8.18) equivale a

Pues bien, la condicion (8.19) sirve como test para determinar si el campo es conservativo.
En el caso de que las funciones X (x,y) e Y (x,y) verifiquen (8.19), entonces se trata de un
campo conservativo, existe una funciéon de potencial F'(z,y) que verifica (8.17). Vamos a
enunciar este teorema, recordando las condiciones bajo las cuales puede aplicarse el teorema
de Schwartz:

Teorema 8.4 Sea D un recinto plano definido por dos funciones f(x), g(z), = € [a,b] (ver
Figura 8.30). Supongamos que X(x,y) e Y(x,y) son funciones continuas con derivadas
parciales continuas Xy (z,y), Yz(z,y) en D. Entonces, existe una cierta funcion de potencial
F(x,y) tal que X(x,y) = Fy(z,y), Y(x,y) = Fy(x,y) si y solo si se cumple la siguiente
condicion: X, (x,y) = Yy(x,y) en todos los puntos del dominio D.

Ejercicio 8.21 FEl cdilculo de la funcién de potencial, si existe, puede hacerse sistemdtica-
mente mediante simple integracion. Supongamos que se trata de calcular:

N(3,4)

/ (2zy? + 1) dx + (2yx* — 1) dy
M(1,2)

Verifica en primer lugar que se trata de un campo conservativo, empleando el test (8.19).

Luego, sabiendo ya que existe una funcién de potencial F(z,y) tal que Fy(x,y) = 2zy* + 1,

F,(z,y) = 2yx? — 1, piensa en algiin procedimiento que te permita obtener F(z,y). Luego,

calcula el valor de la integral aplicando el teorema 8.2.

Ejemplo 8.9 Hay que andar con pies de plomo a la hora de aplicar el teorema 8.4 para
el cdlculo de una integral curvilinea, porque tememos que estar sequros de que TODAS las
hipdtesis de este teorema se cumplen. Supongamos que L es una circunferencia de radio R
centrada en el origen. Calculemos la siguiente integral:

dx + d
%LxQ—i-yQ 2y

Comprobemos primero que el campo es conservativo:

X(ﬂﬁay):m Y(ﬂﬁ,y):m
Y (22 4 y?)? (22 4 y?)?

Y—<x2+y2)_2x2— )2 — a2
(@42 (22 4 y?)?
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Asi pues, parece que:

dz + dy =
7Lx2+y2 2y

Ahora vamos a hacer el célculo directo, utilizando la parametrizacion de la curva L,
x(t) = Rcost, y(t) = Rsent, t € [0,27]:

™ (R%sen®t  R?cos’t

/O < T )dt:Qw;ﬁO

.Qué ocurre? Fijate en que Xy(z,y) = Yz(x,y) en todos los puntos (x,y) del plano
SALVO en (0,0). En este punto no existen X (x,y), Y (z,y). Si la curva L es, por ejemplo,
la que aparece en la Figura 8.33(a), podemos “encerrar” L en un dominio D en el que se
cumple Xy(x,y) = Yi(x,y). Pero, como aparece en la Figura 8.33(b), si la curva L es la
circunferencia del enunciado, cualquier dominio D que tomemos va a contener al punto (0, 0)
y por tanto no podremos aplicar el teorema 8.4.

() (b)

et
N

Figura 8.33: Discontinuidad en el origen

Estos resultados tienen su equivalente en el caso tridimensional. En este caso, comprueba
como ejercicio que el campo V = (X(z,y,2),Y(x,y,2),Z(x,y,z)) es conservativo si se
verifican las siguientes condiciones:

Xy(xvyv Z) = Ya:(%l/&)
Xz(x,y, Z) = Zg;(fI,',y,Z)
Y.(z,y,2) = Zy(z,y, 2) (8.20)

Bajo las condiciones (8.20), existe una funcion F(z,y, z), llamada funcion de potencial
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del campo, tal que

Fy(z,y,2) = X(z,9, 2)
Fy(xuyu 2,’) = Y(xuyu 2,’)
F.(z,y,2) = Z(x,y, 2)

En este caso, el valor de la integral entre dos puntos M y N no depende de la trayectoria
L que se siga, sélo depende de los puntos inicial M y final N. La figura 8.34 muestra algunas
trayectorias posibles. El valor de la integral se calcula exactamente igual que en el caso
bidimensional, es igual a la diferencia de potencial entre N y M:

N
[ X2y do + (9. 2)dy + Z(o.p.2)dz = F(N) = FOU)
M
Naturalmente, si la trayectoria L es cerrada:

]{ X(w,y,2)dx +Y(x,y,2)dy + Z(z,y,2)dz =0
L

Figura 8.34: Independencia del camino en D

Ejercicio 8.22 Culcular

N(1,1,1)
/ (221222 +y + 2) de + 222y + x)dy + (22%y*2 + 2 — 1) dz
M(0,0,0)
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8.5. Férmula de Green en el plano

El siguiente resultado nos da una interesante relaciéon entre la integral curvilinea de una
funcion vectorial V = (X (x,y),Y (x,y)) a lo largo de una trayectoria cerrada L y la integral
doble de la funcion G(z,y) = Yz(z,y) — Xy(x,y) en el dominio D limitado por L. Es el
llamado teorema de Green:

Teorema 8.5 (teorema de Green) . Sea D un recinto plano definido por las grificas de
dos funciones y = f(x),y = g(x), (f(z) < g(z))z € [a,b] (ver Figura 8.35). Llamamos L
a la curva cerrada L formada por ambas grificas. Supongamos que las funciones X (x,y) e
Y (z,y) estin definidas en D y son continuas con derivadas parciales continuas. Entonces:

j{Xxydx—i—nydy—// Xy(z,y)) dxdy

y=g(x) L

y=f(x)

Figura 8.35: Dominio de integraciéon D

En el siguiente ejercicio podras comprobar como el célculo de la integral curvilinea a lo
largo de una trayectoria cerrada L puede resultar mucho més sencillo empleando el teorema
de Green

Ejercicio 8.23 Supongamos que L es la curva que delimita la region D del primer cua-
drante, acotada por las circunferencias de dentro el origen y radio 1 y 2 (ver Figura 8.56).
Calcula:
j{(ex + 2zy) d + (322 + cos y®) dy
L

Ejercicio 8.24 Sabiamos que si un campo V = (X (x,y),Y (x,y)) es conservativo y L es
una trayectoria cerrada, entonces:

]{ X(z,y)dx +Y(z,y)dy =0
L

Explica como este resultado se puede demostrar también empleando el teorema de Green.
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r— L

Figura 8.36: Corona circular

Ejercicio 8.25 Supongamos que tenemos un campo vectorial definido por la fuerza V. =
(X (z,y),Y (x,y)) tal que la diferencia Yy (x,y) — Xy(x,y) es constante. Supongamos que L
es una trayectoria que limita un recinto plano D. Calcula en wvalor del trabajo realizado por
V a lo largo de L.

8.6. Integral curvilinea respecto a la longitud del arco

Hemos estudiado el concepto de integral curvilinea de una funcién vectorial V' a lo largo
de una trayectoria L, tanto en el plano como en el espacio. Si V representa una fuerza
aplicada en cada punto, el trabajo que realiza V' cuando una particula se desplaza desde
un punto inicial M hasta un punto final IV siguiendo la trayectoria L, es igual a la integral
curvilinea de V' a lo largo de L.

Hemos solucionado el problema del célculo del trabajo, pero en Ciencias e Ingenieria hay
otros problemas importantes que también involucran curvas. Por ejemplo, si la curva L repre-
senta un cable que tiene cierta densidad de masa en cada punto, jcuél serd su masa total? ;Y
su centro de gravedad? ;Y su momento de inercia respecto a un eje? En estos problemas en
vez de tener una funcion vectorial V(x,y)=(X(x,y),Y(x,y)) o V=(X(x,y,2),Y(x,y,2),Z(x,y,2))
definida en una regiéon R del espacio o del plano, lo que tenemos es una funcién escalar
F(z,y) o F(z,y, z) que representa la distribuciéon de masa en cada punto (z,y) o (z,y, z) de
la curva L. Aqui vamos sblo a ocuparnos del cilculo de la masa, el célculo de las coordenadas
del centro de gravedad y del momento de inercia respecto a un eje se propone como ejercicio.

Primero recordemos que en el Tema 5 (Integral de funciones de una variable), resolvimos
en parte este problema. Vimos que si y(z) representa la masa en cada punto = de una barra
recta, entonces el valor M de la masa contenida en la barra es

b
M:/ y(x) dzx (8:21)

Observa la Figura 8.37. El intervalo [a, b] se puede interpretar como una curva L a lo largo
de la cual estd definida una funcién de densidad de masa. La curva L se puede parametrizar
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Figura 8.37: Masa de una barra

como z(t) =t, y(t) =0, t € [a,b]. La funcion de densidad serd F(x,y) = y(x).

Vamos a resolver el problema de forma general. Supongamos que la funcion F(x,y) repre-
senta la masa puntual en cada punto (z,y) de una curva L. Supongamos que (z(t),y(t))t €
[a, B] es una parametrizacion de L. Se trata de investigar como calcular el valor de la masa
total de L. Para ello vamos a utilizar un esquema muy parecido al que seguimos para resolver
el problema del calculo del trabajo.

1. Dividimos L en n arcos y aproximamos la curva mediante una linea poligonal. La
Figura 8.38(a) muestra una curva dividida en n = 7 arcos. Tomamos un punto P; de
cada uno de los arcos, como parece en la Figura 8.38(b), y suponemos que la densidad
puntual es constante e igual a F(P;) en todo el arco. Llamamos S; a la longitud del
correspondiente tramo recto de la poligonal. La Figura 8.38(c) muestra uno de los
arcos, el punto P;(u;,v;) sobre dicho arco y el segmento recto C; de longitud S;. Como
aparece en esta Figura 8.38(c), los extremos del arco son los puntos (z;—1,vi—1), (s, ¥i),
siendo:

zim1 = x(tic1), yio1 = y(tiz1), o = 2(t), yi = y(ti), wi = (i), vi = y(ri), i=1,....n
2. El valor aproximado M; de la masa contenida en cada tramo C; serd igual a M; =

F(x;,y;)S;. Si sumamos los n valores de M;, el resultado es una aproximacion al valor
M de la masa total que estamos buscando, M ~ M+ ...+ M,, o lo que es lo mismo:

n
M =~ ZF(UJ@',UZ‘) . SZ
i=1

La longitud S; del tramo Cj es igual a

Si = V(@i — zi-1)? + (yi — yi1)?

3. Aplicando el teorema del valor medio a las funciones z(t) e y(t) en el intervalo [t;_1,1;],
suponiendo como hip6tesis que ambas son derivables, existen dos puntos ¢;, d; en el
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(@) (b) P
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Miab)

(c)

Tt hi ti l:'
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Figura 8.38: Integral curvilinea respecto al arco

intervalo (¢;_1,t;) tales que:

x'(cl-) _ Tj — Ti—1

/ Yi — Yi—1
d: AN A
t— 1, 1 ?/( z)

Coti—ti

Ahora suponemos que la longitud de cada subintervalo h = t; —t;_1 es tal pequena que
ambos puntos ¢;, d; se encuentran muy proximos, de modo que podamos considerarlos
iguales:

Si = \/(@(e)* + (' (c)* b

Por tanto:
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4. Pero el punto P;(u;,v;) es un punto arbitrario del tramo de curva, de modo que lo
elegimos tal que u; = x(¢;), v; = y(¢;). Entonces:

n
M=) Fla(e)y(er) \/(ﬂff’(cz'))2 + ()’ h
i=1
5. Hacemos que el numero n de arcos tienda hacia co (h — 0). El valor buscado M seré:

M =Y Flale)yle)) - (@) + () b (522

6. Ahora, si 2/(t) e y/(t) son continuas en el intervalo [a, 8] y F(z,y) es continua en un
dominio que contenga a la curva L, reconocemos en la expresion (8.22) el concepto de
integral de una variable:

0 8
M =" Fa(er), ylen) -/ (@/(ci)? + (' (ei)* h = / F(a(t), y()-/ (@(6) + /(1)) dt
=1 «
(8.23)

Asi pues, (8.23) nos permite calcular el valor de la masa contenida en L. Ya tenemos
una nueva definicién:

Definicion 8.2 Llamamos integral curvilinea respecto a la longitud del arco al valor,
si eziste:

[ Pt =Y Fateue) /@) + @) n

Como acabamos de ver, bajo condiciones suficientes se tiene:

8
/L Faag)dt = [ Falt)y(®) /@0 + /() d

«

Ejercicio 8.26 Supongamos que la densidad de masa en cada punto de L (z,y) es constante,
es decir, F(x,y) = k. Evidentemente, la masa de L serd igual a k-1, siendo | la longitud de
L. Demuestra que esto es cierto.

Ejercicio 8.27 Volvamos al caso de la barra unidimensional. Utilizando (8.23) demuestra
la expresion particular de cdlculo (8.21).

Ezactamente de igual modo se construye la integral curvilinea respecto a la longitud del
arco en el espacio, y se demuestra que:

5]
/L Fay2)dt = [ Pa(t)0),20) /@0 + /(0 + ((0)* d

Ejercicio 8.28 Ver Figura 8.39. Calcula el valor de la masa del muelle z(t) = 0.5 cos 2t, y(t) =
0.5sen2t, z =t, t € [0,67], si la densidad puntual viene dada por F(x,y,z) =x+y+z. La
Figura 8.39(a) muestra el muelle y la 8.39(b) la masa en cada punto del mismo, es decir,
hemos representado la funcion F(x(t),y(t),z(t)) = 0.5(cos 2t +sen2t) + ¢, t € [0, 67].
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(@)
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{-0.51,-0.51,19.04)
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# {0.51,0.51,-0.19)

Figura 8.39: Masa del muelle
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