Tema 5

Regresores Estocasticos

5.1. Introduccidén

En los temas anteriores hemos mantenido el supuesto basico sobre los regresores, de que X era
una matriz de variables explicativas no estocéasticas o fijas. Este supuesto es apropiado para ex-
perimentos controlados o de laboratorio, para variables como la tendencia o variables ficticias, o
cuando trabajamos condicionando a una muestra dada. En este tema relajaremos dicho supuesto
para adecuarnos a situaciones en las que este supuesto no sea razonable.

Objetivo del tema: Relajar la hipotesis béasica de que X es una matriz de variables no estocésticas
considerando que X es una matriz estocastica. Para ello basta con que uno de los regresores incluidos
en X sea estocastico.

En este tema analizaremos si los métodos de estimacion e inferencia vistos hasta ahora son vélidos
cuando X es estocastica. En caso de que no sea asi analizaremos qué métodos alternativos estan
disponibles.

Si X es una matriz de regresores estocdsticos, el estimador MCO de 3, es una funcién estocastica
no lineal de X y w y por tanto, sus propiedades dependen de la distribucién conjunta de ambas
variables. Esto dificultara, en general, el conocimiento de las propiedades en muestras finitas de este
estimador y sus propiedades asintéticas dependeran de la relacién entre X y w. En consecuencia
también se verd afectada la inferencia.

Para ilustrar alguna de estas situaciones vamos a considerar los siguientes ejemplos:

Ejemplo 5.1  Sea el siguiente modelo de regresion para explicar la productividad de un trabajador,
Y;, medida como nimero de piezas realizadas en el dia:

Y =B+ B Xf+ul  uf ~N(0,02) t=1,2,....,T

siendo X7 la habilidad de un trabajador, variable no observable ya que es dificil de cuantificar. En su
lugar observamos la variable X; anos de experiencia del trabajador en el puesto de trabajo, y vamos
a utilizarla para aproximar la habilidad del trabajador'. Es probable que cuanto més antigiiedad

LA una variable que aproxima a otra en la literatura Econométrica se le denomina variable “proxy”.
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tenga en el puesto el trabajador, mas habil sea y viceversa, asi que parece sensato suponer que
existe relacién entre ambas variables. Sin embargo, la aproximacién no serd exacta, conllevara un
error de medida. Sera tal que:

X=X +v v ~N(0,02)  Cov(uf,v)=0 Vvt t=1,2,...,T

donde v; es una v.a. que recoge el error de medida en t y se le supone independiente de u}. En esta
situacién, X; es una v.a. aunque consideremos a X;* como no estocastica. El modelo estimable en
términos de la variable observable seria:

Y = 01+ Bo(Xy — i) +uf
Y: = 61+ B Xt + (uf — Bavy)
Y, =01+ Bo Xt +uy

llamamos u; = (uf — [av¢), en este caso u; es una funcién de u} y vy, luego de X7; por ello, no
tendria sentido realizar un andlisis condicionado a unos valores fijos de X matriz de regresores. En
el modelo estimable

E(Xyuy) = E[(X] +v)(uf — Bove)] = —B20p #0

por lo que, el Teorema de Mann y Wald no se cumple. El estimador MCO serd inconsistente y es
necesario encontrar un método de estimacién consistente alternativo. Este caso lo analizaremos en
profundidad maés adelante y es conocido en la literatura como errores en variables. En este supuesto
la variable medida con error es la variable explicativa.

Ejemplo 5.2  Supongamos que se quiere estimar los coeficientes de la siguiente ecuacién de de-
manda de un bien:

Q=01+ 3P +u t=12,...,T

donde @ es la cantidad demandada y P es el precio. Dado que en el momento t observamos la
cantidad y precio de equilibrio, ambas variables se determinan simultdneamente en el mercado.
Luego, tanto Q como P son variables enddgenas. Si en t se produce un shock en la demanda del
bien debido, por ejemplo, a un cambio en los gustos de los consumidores, al ser recogido por wu;, se
genera un cambio tanto en la cantidad demandada como en el precio. En este contexto dado que
las variables se determinan simultdneamente ambas son aleatorias. Este es otro ejemplo donde la
matriz de regresores es estocdstica y no tiene sentido realizar el analisis condicionado a valores fijos
de P, t=1,2,...,T, dado que P; se determina simultdneamente a ;. Volveremos a retomar este
ejemplo mas adelante.

Ejemplo 5.3 Supongamos un modelo con dindmica en la parte sistematica porque incluye como
regresor a la variable enddgena retardada. Por ejemplo, si estudiamos la funcién de consumo es
muy posible que estemos dispuestos a aceptar que, ademés de la renta actual, R, un regresor,
posiblemente relevante, para explicar el consumo actual, C; sea el consumo del periodo anterior,
Ct_ll

C, =01+ 32C1—1 + B3Ry + uy t=2,...,T
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En este caso la matriz de regresores del modelo es estocéastica ya que incluye como regresor a un re-
tardo de la variable endégena, variable estocastica y no tiene sentido realizar el analisis condicionado
a valores fijos.

Es necesario revisar los resultados obtenidos para el MRLG bajo el supuesto de que X es una matriz
de regresores estocdsticos. Comenzaremos revisando la validez del estimador MCO bajo diferentes
supuestos de relacion entre X estocastica y u.

5.2. Propiedades del estimador MCO

En presencia de regresores estocasticos el método de estimacién y las propiedades de los estimadores
dependen de la relacion entre w y X. Estudiaremos las propiedades del estimador MCO en las
siguientes situaciones:

1. Independencia entre regresor y error.
2. Incorrelacion contempordnea entre regresor y error.

3. Correlacion entre regresor y error.

5.2.1. Independencia entre regresor y error

SeaY = X +wu donde:

- X es una matriz estocéstica, (alguno de sus regresores es una v.a.) con una determinada
funcién de densidad f(X), es decir, X toma diferentes valores con diferentes probabilidades.

- un~ N(O,O’?LIT)

- X y u se distribuyen independientemente, es decir, E(X'u) = E(X')E(u) = 0.

Vamos a buscar las propiedades del estimador MCO cuando X y u son independientes.

e Propiedades en muestras finitas para valores de X no condicionados:

e Linealidad:
Brco = B+ (X’X)" X'y funcién no lineal de X y u.
El estimador BMCO ya no es una combinacién lineal de las perturbaciones, sino que es una
funcién estocastica no lineal de X y u, por lo que, sus propiedades dependen de la distribucién
conjunta de éstas.

e Insesgadez:
Dado que X y w son independientes y E(u) = 0 por hipétesis bésica, tenemos:

E(Buco) =0+ E(X'X)7'X'u] = 5+ E[(X'X) ' X'|Elu] = 8
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por tanto, Baco es insesgado si X y u son independientes y E[(X’X)~1X’] existe y es finito?.

e Matriz de varianzas y covarianzas:

V(Bmco) = E(Buco — B)(Buco —B) =E[(X'X) ' X w/ X(X'X)™ ] =
= Ex{E, x| (X'X)'X v/ X (X'X)"1]}
= Ex{(X'X)"'X" By x (u/) X (X'X) 1} =
= Ex{(X'X)"'X'o2I; X(X'X)" 1} =
=on Ex{(X'X)™"}

Luego si 3Ex{(X'X)"'}, Buco sigue siendo el estimador insesgado de minima varianza®.

Un estimador insesgado de V(Bico) donde 02 y Ex(X'X)~! son los dos elementos desco-
nocidos es:

V(Bumco) = 62(X'X)~!

e Distribucion e inferencia en muestras finitas:
El estimador BMCO es una combinacién no lineal de X y w y por tanto, no tiene porqué tener
una distribucién normal, incluso aunque X e w la tengan. Como consecuencia no tenemos
garantizado que B oo siga una distribucion normal y por tanto, los estadisticos ¢ y F' no tienen
una distribucién exacta conocida por ello, la inferencia para tamanos de muestra pequenos no
es vélida.

e Conclusion: La eliminacién del supuesto de que X es no estocastica sustituyéndolo por X
estocdstica, pero independiente de uw no altera las propiedades deseables ni la variabilidad de
la estimacion minimo cuadratica.

e Propiedades en muestras grandes:

Bajo los supuestos habituales, y si ademas, se satisface que plim (%X 'X ) = () finita y no singular
el estimador de MCO es consistente y es posible derivar sus propiedades asintdticas utilizando el
Teorema de Mann y Wald y el Teorema de Cramer. Las condiciones del Teorema de Mann y Wald

son:

i) up,u,...,ur v.atal que uy ~ iid(0,02)
i) B(X'u) =0

i) plim (%X 'X) =@ finita, simétrica y no singular

*Para demostrar esta propiedad hemos utilizado los siguientes resultados estadisticos: F(a) = Ey[E,pp] y Ewx =
Ex[Bwx] ya que E(Buco) = Ex[E(Buco|X)] = Ex[5+ (X' X)X BE(ulX)] = 5.
Siendo:

Ex el valor esperado de la distribuciéon marginal de X.
E, x el valor esperado de la distribucién condicional de u dado X.

Ex(X'X)™" la matriz de covarianzas poblacional de los regresores calculada en la distribucién marginal de X.
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Verificamos que se cumplen. La condicién iii) se cumple siempre, i) se cumple en este contexto ya
que estamos suponiendo perturbaciones esféricas y ii) también se cumple ya X y w son indepen-
dientes luego E(X'u) = E(X')E(u) = 0.

Dado que se cumplen i) + ii) + iii) el Teorema de Mann y Wald produce dos resultados:
a) plim (+X'u) =0

b) = X'u —% N(0,02Q)

El primer resultado nos garantiza la consistencia del estimador MCO y el segundo nos sirve para
encontrar su distribucién asintética. Por lo tanto:

e Consistencia: BMCO es un estimador consistente del parametro (.
. o . . ]- / -1 . 1 / —1
plim Byrco = plim 3 + plim TXX plim TXU =p34+Q " -0=0

e Distribucion asintética:
Dado que
LA 5 P 5 P
plim Byco = 8= Buco — B = (Buco —B) — 0
el estimador tiene una distribucion degenerada en el limite, por lo que, buscamos la distribucién
asintética para vT(Byrco — 3) tal que

VT(Brco - ) = (%X'X) h (%Xu)

Utilizando el Teorema de Mann y Wald y el Teorema de Cramer obtenemos®:

1
VT (Brco — B) = (%X’X) <%X'u) 4, N(0,02Q7Y)
de donde R

VT (Brco — B) - N(0,02Q ")

e Inferencia asintética: Dado que se cumple el Teorema de Mann y Wald las propiedades
asintéticas se mantienen y tiene sentido la inferencia asintética. Bajo Hg : RG = r, los es-
tadisticos t y F se distribuyen asintéticamente como N(0,1) y Xg respectivamente, si el tamano
de la muestra es suficientemente grande. Por lo tanto, podemos utilizar estas distribuciones
asintéticas para aproximar la distribucién exacta de los estadisticos. Asi, para contrastar q
restricciones lineales de la forma:

Hy: RG=r
H,:RB#r

4El Teorema de Cramer dice: Si Yr = Ar - Zp, plimAr = Ay Zp & N(i, ) entonces ArZr ~ N(A,, A A).

Del Teorema de Mann y Wald hacemos uso del resultado XT/; 2, N(0,0% Q).
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utilizamos el siguiente estadistico con distribucion asintéticas:

(RB—rV [RV(B) R (RB—r) 282

luego
~ R _ _ ~ d,H|
(RBwco — )[R &2 (X' X) 'R (RBumco — 1) == X2

Si el estadistico calculado es menor que el valor en tablas de X3|a no rechazamos la Hy para
un nivel de significacién a.

Si q=1 podemos utilizar el siguiente estadistico y distribucién asintética asociada:

RByco —r  dH,
TR o

en cuyo caso no rechazamos Hy si el valor muestral del estadistico es menor que N (0, 1)|%
para un nivel de significatividad a.

Ejemplo 5.4 Por ejemplo si queremos contrastar la significatividad de una de las variables ex-
plicativas del modelo contrastamos: Hy : §; = 0 versus H, : 3; # 0. En este caso q=1 y podemos
escribir el siguiente estadistico a utilizar junto con su distribucién asintética,

_Pimoo My g
des(Bivco)

Donde Ee\s(ﬁ, Mco) es la rafz cuadrada del elemento i-ésimo de la matriz 62(X’X) 1. Si el valor
muestral del estadistico es menor que N (0, 1)|% no rechazamos la Hy para un nivel de significacion
Q.

Ejercicio 5.1 En el modelo lineal simple:
Y =01+ X +uy  w ~iid(0,02) t=1,2,...,T

donde X; es una variable estocastica, pero independiente de la perturbacién obtener el estimador
de MCO y sus propiedades en muestras finitas.

5.2.2. Incorrelacién contemporanea entre regresores y error

SeaY = X +u con u ~ N(0,021), X estocastica tal que X y u no son independientes, pero son
incorreladas contempordneamente, es decir, mantenemos que E(Xu) =0 i =1,2,..., K, pero
no la independencia entre X;; y .

En este caso no podemos derivar analiticamente las propiedades en muestras finitas del estima-
dor, pero se sigue cumpliendo el Teorema de Mann y Wald y por tanto, podemos mantener las
propiedades asintéticas.
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e Buco =B+ (X'X) X'y es una funcién no lineal de X y u, ambas estocasticas.

e En general es un estimador sesgado, E(Byco) = 8+ E[(X'X)'X"u] y E[(X'X)"1X'u
puede ser distinto de cero ya que X y w no son independientes.

e El calculo analitico de su matriz de varianzas y covarianzas es complicado dada la no linealidad
del estimador en X y u. También lo es el cdlculo analitico de E(Gyco)-

e Dado que el estimador es no lineal no conocemos su distribucién exacta, no sigue una distribu-
cién normal ain en el caso de que X Vi Vi y u la sigan. Como consecuencia los estadisticos
t y F no tienen distribucion exacta conocida.

e Las propiedades asintéticas de consistencia y distribucién asintética se mantienen ya que
podemos aplicar el Teorema de Mann y Wald porque se satisfacen las condiciones de este
teorema, u ~ (0,021) y E(X'u) = 0, junto con plim(+X'X) = Q.

Ejercicio 5.2  En el modelo:
Y, =06X;+u t=1,2....,T u~N(0,02)

donde X; es una v.a. no independiente de u, pero tal que E(Xuy) = 0. Demostrar las propiedades
en muestras finitas y asintoticas del estimador MCO del coeficiente 3.

5.2.3. Correlacién entre regresores y error

En ocasiones la hipétesis E (X, u;) = 0 Vi, Vt no es vélida. En este caso los estimadores MCO no
son ni siquiera consistentes. Hay cuatro puntos a solucionar en relacion a este tema:

1. ;Coémo aparecen las correlaciones entre X y u? Por ejemplo en las siguientes situaciones:

a) Cuando la variable explicativa estd medida con error.

b) Si el modelo tiene un problema de omisién de variable relevante y la variable omitida
estd correlada con los regresores. Esta correlacién aparecerd via la perturbacién ya que
la perturbacién recoge las variables omitidas.

¢) En modelos de ecuaciones sim llta'neas, por e'emplo en el modelo de oferta y demanda
)
donde P y Q se determinan simultaneamente.

d) En modelos con variable endégena retardada como regresor y perturbacién autocorrelada.
2. ;Qué importancia puede tener este problema? En realidad depende del caso concreto, pero

de forma general podemos decir que el estimador de MCO pierde las propiedades en muestras
pequenas y grandes.

3. ;Cémo podemos detectar que existe el problema? Usando test de contraste que sean capaces
de detectar la correlacién entre X y u. Por ejemplo, el contraste de Hausman estd disenado
para ello.
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4. ;Coémo podemos solucionar el problema? Si la existencia de correlacion entre regresores y per-
turbacién se debe a un problema de omisién de variable relevante debemos intentar especificar
correctamente el modelo. En el resto de casos tendremos que buscar un método de estimacién
alternativo a MCO que tenga buenas propiedades, aunque éstas se logren sélo en muestras
grandes.

Es claro que este es el caso relevante de los tres descritos. Comenzaremos viendo algunos ejemplos
en los que X y u estan correlados.

Ejemplo 5.5 Variable exégena medida con error.

Vamos a profundizar en el Ejemplo 5.1 donde analizabamos la productividad de un trabajador, Y,
utilizando como variable explicativa su habilidad, X. Sea el modelo de regresion en términos de la
variable no observable X} = productividad:

Y =01+ X +uf t=1,2,....,T  uf ~iid(0,0%)

donde la variable X} es una variable no estocéstica y no observable, ya que no se puede cuantificar.
Sin embargo, disponemos de X; los anos de antigiiedad en la empresa, variable observable, y vamos
a utilizarla para aproximar a Xj. Definimos X; = X + v;, tal que X; es una variable observable,
pero aleatoria ya que incorpora el efecto de v¢, y lo es, atin en el caso de que X} sea no estocastica
o fija. Ademads, hacemos las siguientes hipétesis:

vy ~ iid(0, 02) Cov(uf,v) = Cov(uj,vs) = Cov(ul,v) =0
En esta situacion el modelo que efectivamente se estima es el siguiente:

Yy = B1 + B Xy + 1wy con up = up — Pavy

e Propiedades de la nueva perturbacion wuj:

E(uy) = E(ui = Bavr) = E(uf) — G2E(vr) =0
Var(u) = E(u; — E(u))? = E(u)? = E(uf — Bavy)?
= E(ui?) + B3E(v}) — 262 E(ujvy) = o7 + 3o — 262 - 0
=02, + 302 luego homoceddstica
Cov(ur,us) = El(ur — E(ur))(us — E(us))] = E(uf — Bavr, u — Pavs) =
= BE(ujul) — BoE(viul) — BoE(ufvs) + B3E(vvs) = 0, no autocorrelada

e Ademas, necesitamos conocer la relacién entre el regresor y el error, es decir, entre X; y us:

Cov(Xp,up) = E(Xpu) = E((X] + ) (uf — Pavy)) =
= BE(X{up) + E(vf) — BE(X{vy) — B E(v) = a0

ya que al ser X} una variable no estocéstica F(X}u;) = E(X}v;) = 0. Al ser la covarianza
entre X; y u distinta de cero existe correlacion contemporanea entre la variable exégena y la
perturbacién. Vemos que la correlacion depende de la varianza del error de medida, cuanto
peor es la proxy o variable que utilizamos para aproximar la variable no observable, mayor es
en términos absolutos la correlacion. El signo depende del signo del coeficiente (5. El estimador
MCO de (2 no es consistente, ademas la diferencia entre plimﬁ y 3 depende directamente de
esta correlacion.
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Conclusién: un error de medida en la variable exégena tal que E(X,u;) # 0 implica que los esti-
madores MCO son sesgados e inconsistentes®. El Teorema de Mann y Wald no se satisface. Los
coeficientes del modelo deberian ser estimados por un método de estimacién que produzca esti-
madores consistentes. Para conseguirlo propondremos el Método de Variables Instrumentales. Lo
veremos en la seccién siguiente.

Ejemplo 5.6 Omisién de variable relevante.
Sea el modelo correctamente especificado:

Y = 51 + B2 Xot + B3 X3 + vy t=1,2,...,T

donde vy ~ iid(0,02), y suponemos E(Xov;) = 0y E(X3v;) = 0. Pero el modelo que se estima es
el siguiente:
Vi =01+ feXop+u  t=1,2,...,T

tal que u; = #3X3; + v, y donde:

E(Xopup) = E[Xo (B3 X3t + v)] = B3E (X9t X31) + E(Xopvy) = B3E (X2 X3t)
E(uy) = B3E(X3t) + E(vt) = B3E(X3¢)

dado que X3; es una variable relevante, 83 # 0 luego:

E(thut) 7é 0 si E(XQtX?,t) 7é 0
E(Ut) 7é 0 si E(th) ?é 0

Por tanto, X y u son independientes y F(u|X) = E(u) = 0 si y solo si X9 y X3; son variables
aleatorias independientes y E(X3;) = 0 Vt. En el resto de los posibles supuestos no lo son. Por tanto,
en el caso contemplado, donde se omite la variable X3; correlada con Xo;, en el modelo especificado
a estimar E(Xouy) # 0 y el estimador MCO es inconsistente.

Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando la funciéon de salarios y que proponemos como
variable explicativa el nivel de educacién del individuo medido en anos de educacion:

WAGE; = 1 + 8o EDUC; + u;

Si este es nuestro modelo a estimar es claro que estamos omitiendo factores que determinan el
salario aparte del nivel educativo como la experiencia, la habilidad, la motivaciéon. Podemos esperar
que los individuos més motivados y/o con mas talento tengan a su vez mayor formacién medida en
més anos de educacion y por lo tanto, seria légico pensar que E(EDUC; u;) # 0, luego el estimador
MCO de 31 y (2 seria sesgado e inconsistente.

En términos de la especificacion del modelo es importante remarcar que el modelo debe estar
correctamente especificado antes de proponer un método de estimacién alternativo a MCO. En
el ejemplo que nos ocupa medir la experiencia es sencillo, pero variables como la habilidad o la
motivacion no son sencillas de medir. En general y en el mejor de los casos seremos capaces de

5En el Anexo 5.2. Errores de medida en las variables, se han desarrollado con detalle las consecuencias en los
estimadores MCO de los coeficientes de un modelo, de que el error de medida se produzca en la variable endégena y
simultaneamente, en la variable endégena y en la exdgena.
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aproximar dichas variables con un error de medida, que como ya se ha apuntado anteriormente, y
se desarrollard en esta seccién, conllevan problemas de correlacién entre regresor y perturbacién y
por tanto, la inconsistencia del estimador de MCO.

Ejemplo 5.7 Simultaneidad.
Sea el modelo formado por las siguientes dos ecuaciones:

Y =01+ Bo Xt + we t=12,...,T (5.1)
Xi=m+nYi+v t=1,2,...,T

(el R F )

on 0 Ow O

Es decir, u; y v; son v.a. normales. Estamos interesados en estimar 81 y (2 en (5.2), para ello
queremos saber si X y u son independientes y/o incorreladas. Dado que E(u;) =0 Vt:

tal que:

E(Xiu) = El(v1+ 781+ B Xt +u) +v)ug] =
= E(w)+v20E(u) +v202E(Xeue) + 72 E(uf) + E(viuy) =
= 72/62E(Xtut) + 720'3 + Ouw

resolviendo:

E(Xu) = (Ouw +72012L)

1 =25

con lo que, E(Xpuy) #0 si y2 # 0 y/o ouy # 0. En este ejemplo el estimador MCO es inconsistente.
Ademss, el Teorema de Mann y Wald no se satisface. Deberiamos buscar un estimador alternativo
a MCO y que si fuese consistente.

Ejemplo 5.8 Variable endégena retardada como regresor y perturbaciéon autocorrelada.

Supongamos un modelo con dindmica en la parte sistematica porque incluye como regresor a la
variable enddégena retardada y con dindmica en la perturbacién ya que esta sigue un proceso auto-
rregresivo de primer orden.

Y =01+ 32Yio1 + B3 Xe +we U = pug_1 + € e ~ iid(0, 02)

En este caso E(Yi—1u;) # 0 luego E(X'u) # 0 y el estimador MCO no es consistente. Este caso se
analizard en profundidad en el tema siguiente, Modelos Dinamicos.

En los ejemplos anteriores el estimador MCO es inconsistente ya que la matriz de regresores
estd correlada con la perturbacién. Un estimador alternativo y consistente es el estimador de Va-
riables Instrumentales.
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5.3. Estimador de Variables Instrumentales

En modelos donde existe correlacién entre regresores y error el estimador MCO es inconsistente y
sesgado ya que F(X'u) # 0. El procedimiento para obtener estimadores consistentes en un modelo
de este tipo es el Método de Variables Instrumentales, VI. El método de Variables Instrumentales
se basa en encontrar un conjunto de K variables, Zi4, Zoy, ..., Zk¢, que se llaman instrumentos o
variables instrumentales tales que, satisfacen las siguientes condiciones:

1. Cada uno de los instrumentos estd incorrelacionado con el término de error de la ecuacion de
interés, E(Zu;) =0 Vt,Vj, j=12,...,K.

2. Los instrumentos estan correlacionados con la variable para la cual hacen de instrumento,
E(Z;:Xit) # 0. En cuanto a esta correlacién, debe existir, pero no puede ser muy importante
pues en este caso, si lo fuera, E(Zju;) # 0y Zj; no servirfa de instrumento.

Junto con las dos anteriores deben de cumplirse dos condiciones mas:

3. (Z'X) es una matriz no singular, es decir, es invertible.
4. plim(£2'Z) = Qzz matriz finita.

El estimador de variables instrumentales, dada una matriz de instrumentos Z se define%:

Byr = (Z'X)"' 2"y

Una forma intuitiva de pensar en como obtener este estimador podemos encontrarla a partir de
las ecuaciones normales del estimador de MCO. Cualquiera de los modelos anteriores podemos
escribirlos de la forma matricial habitual Y = X 3+ u . Premultiplicando el modelo por X’ tenemos:

XY =X'X3+ X'u

Si E(X'u) = 0 entonces E(X'Y) = E(X'X)5 + 0 luego E(X'Y) — E(X'X)S = 0 que seria la
expresion de las ecuaciones normales en términos poblacionales. En términos muestrales podemos
escribir X'Y — X' X3 =0 luego X'(Y — X3) =0y X'a = 0.

Si plim (%X ! u) = 0 los estimadores asi obtenidos son consistentes. Por tanto, parece que sugiere que
cuando plim (%X ! u) # 0 en vez de premultiplicar por X’ lo hagamos por una matriz Z’ que satisface
plim (%Z’u) = 0 tal que, podemos definir el estimador consistente fy; = (Z/X)"1Z'Y dada la
matriz Z que cumple E(Z'u) = 0. Llamamos a Z matriz de instrumentos. De las condiciones citadas
anteriormente notar que las condiciones 1 y 2 garantizan la consistencia del estimador, mientras que
las condiciones 3 y 4 garantizan que el estimador Sy definido como BV 1 = (Z'X)71Z'Y se pueda
evaluar en la muestra.

En general en la matriz de regresores X solo habrd unas variables que no satisfagan la condicién
E(X;u) = 0 y son estas variables las que necesitan de variables instrumentales. Para el resto
de variables, las no correladas con la perturbacién, el mejor instrumento es la propia variable. Es

5En el Anexo 5.3. Estimador de Variables Instrumentales, aparece derivado formalmente este estimador de VI.

129



Meétodos Econométricos y Andlisis de datos

decir, las matrices Z y X tendran en comun aquellas columnas correspondientes a las variables
incorrelacionadas con el término de error. Notar que necesariamente Z y X deben tener el mismo
nimero de columnas ya que en otro caso (Z’'X) no serfa cuadrada.

Antes de ver ejemplos de como buscar los instrumentos vamos a ver las propiedades del estimador.

5.3.1. Propiedades del estimador de Variables Instrumentales

e Linealidad: Dado que X es una matriz estocastica el estimador de VI no es lineal en u,
Bvr =0+ (2'X)"1(Z'v)

En la expresion del estimador aparecen X y u ambas variables aleatorias, por tanto, Gy es
una funcién no lineal de X y .

e Insesgadez: En general el estimador serd sesgado ya que E[(Z'X)™1(Z'u)] # 0. En la ex-
presién E[(Z'X)~1(Z'u)] hemos de notar dos cosas. Por un lado, el requisito impuesto para
obtener el estimador de Variables Instrumentales, BV 7, es plim (%Z’ u) =0 y no la indepen-
dencia entre Z y u. Por otro lado, aunque Z y u fuesen independientes la expresiéon anterior
participa de X, matriz estocastica no independiente de u. Luego E[(Z'X)~Y(Z'u)] # 0y

E(Bvr) =B+ E[(Z'X)" (Z'w)] #

Por tanto, en muestras finitas el estimador de Variables Instrumentales es un estimador no
lineal y en general sesgado. Su distribucién exacta es desconocida. En muestras grandes el
estimador es consistente y tiene distribucion asintética conocida.

e Consistencia del estimador de Variables Instrumentales y Distribucion asintética:
Vamos a demostrar la consistencia del estimador y a buscar su distribucién asintética utili-
zando el Teorema de Mann y Wald aplicado a Z y u. Sea X matriz de variables explicativas de
orden (7' x K) y Z una matriz de instrumentos de orden (7" x K). Si se cumplen las siguientes

condiciones:
i) u~ (0,021).
i) BE(Z'u)=0
iii) plim ( 7'7Z ) = (Qzz finita, simétrica y definida positiva.
iv) phm( ) Qzx finita, no singular

entonces se tiene por el Teorema de Mann y Wald los siguientes resultados:
a) plim (£2Z'u) =0
d
b) = Z'v —— N(0,03 Qzz)

Utilizando el resultado a) podemos demostrar la consistencia del estimador BV I
: A . 1 / - : 1 / -1
plim By = B + plim TZX plim TZU =0B+Q,x-0=p

130



Meétodos Econométricos y Andlisis de datos

El estimador de Variables Instrumentales es consistente y la condicién importante es la ausen-
cia de correlacion entre los instrumentos y el término de error del modelo de interés.

Utilizando el resultado b) junto con el Teorema de Cramer obtenemos su distribucién asintéti-

ca7:

—1
VT (Byr - B) = (%Z,X> <%Z/u) =N (0,00 Qzx - Qzz- (Qzx)")

El resultado anterior justifica que en muestras grandes se utilice como matriz de covarianzas asintéti-
ca del estimador de variables instrumentales a:

~ A 22 7 x\ L / -17/
V(Bvr) :%< T > 24 [(ZTX) } =

=63, (ZX) 22 ((ZX) )

1. . ! / . 7 .
donde se utilizan las matrices de momentos muestrales ZTX y ZT—Z para aproximar sus limites

respectivos Qzx y Qzz y

o (Y — XBy1) (Y — XPvr)
ovi= T-K

es un estimador consistente de o2. Notar que el denominador de &‘2, ;es T'— K, pero podriamos haber
considerado T" dado que el estimador es asintético y por lo tanto, invariante a que el denominador
sealT 6T — K.

5.3.2. Coémo buscar los instrumentos

Con respecto a los instrumentos sabemos que éstos tienen que cumplir las siguientes condiciones:

1. Estar incorrelacionados con la perturbacién del modelo de interés, E(Z;iu;) = 0.

2. Estar correlacionados con la variable para la cudl hacen de instrumento, E(Z;X;) # 0.

Ademss, la matriz (Z’X) debe ser una matriz no singular con rg(Z) = K < T, es decir, 3(Z'X)~!.
En la practica existen dos situaciones diferentes en la biisqueda de instrumentos:

1. Que el nimero de instrumentos disponibles coincida con el nimero de variables que necesiten
instrumento.

2. Que el nimero de instrumentos disponibles sea mayor que el niimero de variables que necesiten
instrumento.

"Este resultado puede generalizarse al caso en el que la perturbacién tiene autocorrelacién, pero en ese caso la
matriz de varianzas y covarianzas del estimador VI no es la derivada anteriormente.
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Nuamero de instrumentos disponibles igual al nimero de variables explicativas que lo necesitan

Supongamos que el nimero de instrumentos de que se dispone es igual al niimero de variables
explicativas que necesitan instrumento. En este caso cada instrumento constituye una variable
instrumental para su correspondiente variable explicativa correlada con la perturbacion. Para el
resto de variables, para las que no necesitan instrumento, su mejor instrumento es ella misma. Los
instrumentos deben cumplir los requisitos mencionados anteriormente, no deben estar correlados
con la perturbacién del modelo de interés y deben de estar correlados con la variable explicativa para
la que actian de instrumento. Ademés, debe existir (Z’X)~!. A continuacién veremos un ejemplo
tedrico que nos servird para mostrar el desarrollo matricial.

Ejemplo 5.9 Sea el modelo:
Y = B1 4 Bo Xt +up  up ~iid(0,02) t=1,2,....T

tal que X; =0,7X; 1 +v v~ iid(0,02)
E(uws) =5 s t=s
E(uws) =0 si t#s

En este ejercicio la matriz X = [1 X, ] es estocdstica ya que el regresor X; es un regresor estocasti-
co®. La constante no crea problemas de correlacién con u; ya que es un regresor no estocéstico,
E(1u;) = E(ut) = 0. Sin embargo, el regresor estocastico X; esta correlado contempordneamente
con la perturbacion:

E(Xyu) = E[(0,7Xy1 +v) w] = 0, TE(Xy1u) + E(vgug) = 0,7-0+5=15

Luego E(X'u) # 0 y el estimador MCO serd no lineal y sesgado. En muestras grandes ademés,
serd inconsistente. Deberiamos estimar los coeficientes 31 y 32 por el Método de Variables Instrumen-
tales. Para ello buscamos un instrumento para X;, el tinico regresor correlado con la perturbacion.
Podemos pensar en Z; = X;_; dado que X;_ estd incorrelado con la perturbaciéon, E(X;_ju;) =0
y correlado con X; ya que ésta se genera por un proceso autorregresivo, F(X;X;_;) #0 Vj > 0.
Ademss, con Z; = X; 1 —rg(Z) =2 = K, luego I(Z'X)~L.

Aplicamos para Z; = X;_ el estimador de Variables Instrumentales®:

8En adelante la notacién utilizada X = [I X, ] hace referencia a la siguiente matriz:

1 X,
1 X,
1 Xr

9Notar en el orden de las matrices que para Z; = X;_1 perdemos una observacién al definir el instrumento. Si el
instrumento hubiera sido Z; = X;_» perderiamos dos observaciones y en ese caso las matrices Y, X y Z serian:

Ys 1 X3 1 X4
Yy 1 X4 1 X
Y = . X = . . Z =
(T—-2)x1) . (T—2)x2) . . (T—2)x2) . :
Yr 1 Xr 1 Xp_o
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Y2 1 _X2 1 Xl
Y3 1 X3 1 X3
Y = X = . VA =
(T—1)x1) : (T=1)x2) : : (T—1)x2) : :
Yo 1 Xr 1 Xy

El estimador By = (Z'X)"Y(Z'Y) es el siguiente!?:

HNEER: )

T T
ZQ Xt—l 22 XtXt—l
Su matriz de varianzas y covarianzas estimada se define:

> Y
ST XY

A~

V(Bvi) = 63,(Z2X) (2 2)(Z'X)7) =

-9
oyr

—1
(T-1) YoX
ST X1 Sd XX

(T-1) Y% B
STXe 1 S8 XX

(TT— 1) zg X, 1
22 X1 22 Xt271

siendo: . )
52 Y =XPvr)(Y — Xpyr)
VI T K

Ejemplo 5.10 En este ejemplo vamos a volver sobre la estimacién de un modelo con variable
exégena medida con error y nos va a permitir ilustrar cémo buscar instrumentos de manera ade-
cuada:

Supongamos que queremos estimar el modelo Y; = X} + uf wuf ~ iid(0,02.) siendo X} una
variable no estocéstica e inobservable. Sin embargo, se dispone de la variable observable X; = X/ +¢;
que nos va a permitir aproximar a la variable inobservable. Ademads, en cuanto al error de medida,
se sabe que ¢ ~ 7id(0,02) y Cov(uf,e) = Cov(u},es) = Cov(u, e;) = 0. El modelo considerado

para estimar en términos de la variable observable X; es:

Y: = BX: + uy t=1,...,T

donde u; = (uf — Be;) y tal que E(Xpuy) = —B02 # 0. El estimador de MCO es inconsistente. El
estimador consistente de 3 lo podemos obtener utilizando el estimador de VI, By = (Z'X)"12'Y

tal que:
Y; X1 Z
Y Xo Z3
Y - 5 X = . ) Z = )

Yr X1 Zr

A neg

_(zx)7y = 24N

Bvr = (Z2'X) S X,

10A 1a hora de trabajar con el estimador de VI es importante notar que la matriz a invertir, (Z'X), no es simétrica.
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Es fundamental en el estimador de VI la eleccién del instrumento y ha de cumplir las condiciones
explicitadas anteriormente. Vamos a proponer algunos posibles instrumentos y ver sus posibilidades
como instrumentos adecuados:

e Supongamos que Z; = 1 Vt . En este caso E(Zyu;) = 1E(w) =0 y E(Z;Xy) = E(Xy) =
E(X} + €e) = E(X]). Notar que X; no tiene que estar en desviaciones a la media ya que en
ese caso y, Xy =0y Py no estd definido.

e Otro posible instrumento seria Z; = t, luego la variable instrumental es una tendencia deter-
minista y por lo tanto, variable no estocéastica incorrelada con la perturbacion wu;, E(Zyu) =
Z1E(u) = tE(u;) = 0. Ahora bien, Z; = ¢ tiene que estar correlacionada con X; tal que
> Zi X # 0. Por lo tanto, X; tiene que presentar cierta tendencia en el tiempo. Por ejemplo,
en el grafico de la izquierda de la Figura 5.1 la serie no muestra tendencia temporal luego
el instrumento Z; = t no seria adecuado. Sin embargo, en el grafico de la derecha la serie
dibujada si muestra tendencia temporal, en este caso creciente, con lo cual el instrumento
Z; =t tiene sentido.

Figura 5.1: Serie sin tendencia versus serie con tendencia

Xt
o
T
Xt

48 Ll L L L L L 0 L L L L L L L L
1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000

En el caso de Z; =t la matriz Z es:

e Otra variable instrumental puede ser otra variable medida con error, y distinta de X;, que
aproxime a X}, por ejemplo, Z; = X} + wy, tal que w; ~ iid(0,02) v E(w;uf) = 0. Ademés,
los errores de medida tienen que estar incorrelados, E(e; w;) = 0, entonces,

E(Zyw) = E((X{ + wi)(uf — Ber)) = X{TE(up) + E(wyup) — BXTE(er) — BE(wier) =0

En este caso la unica dificultad es encontrar la proxy alternativa. Una posibilidad es que dos
instituciones independientes midan la misma variable de forma que los errores de medida se
mantengan independientes.
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e Actuando como en el ejercicio anterior podemos pensar en Z; = X; 1. En este caso si
E(etuf) =0, E(X¢—1ut) = 0 ya que no existe correlacién no contemporanea:

E(Xiw) = E(X{ ) +ea)uw) = E(X7 ) + 6-1)(uf — PBer)) =
= B(X{_up) + E(ei1uf) — BE(X{ &) — BE(ere-1) =0

y ademds, F(X;_1X;) # 0. Por tanto, también es un instrumento adecuado.
e Si generalizamos el modelo para incluir un término constante:

Yt:a—l—ﬂXt—i—ut t:1,2,...,T

entonces:
1 Xy Z11 Ln
1 Xo Zia  Za2
X = . . Z = ) .
(T'x2) : : (T'x2) : :
1 Xr Zir Zor

Al menos necesitamos dos instrumentos. Para la constante 1 podemos usar Z1; = 1 V¢ ya que
E(Zyyu) = 1E(u) = 0, es decir, el mejor instrumento es la misma variable. Para X; hemos
de buscar un instrumento Zy; distinto de la constante 1 ya que si repetimos el instrumento
rg(Z) =1 < 2y /A(Z'X)7Y, con lo que el estimador fy; = (Z'X)"'Z'Y no se puede
obtener. No estd definido. Ademads, tampoco sirven otras constantes como Zs; = 5 por el
mismo problema.

Ejemplo 5.11 Queremos estimar la relacion:

Y, = B + BoXoy + B3 X3, + uf ug ~ iid(0,02,) t=1,2,...,T

donde Xo; es un regresor no estocastico y X3, es una variable no estocastica e inobservable. Pero se
dispone de una variable observable X3; tal que X3, = X3, + ¢ y

e ~ iid(0, 02) Cov(uf, e) = Cov(uj,es) = Cov(u},e) =0
luego el modelo a estimar en términos de las variables observables es:
Yi=0+0Xu+fsXse +uwe  t=12,...,T

con uy = uf — PBze, E(Xopuy) = 0y E(X3uy) = —B302 # 0. En este contexto el estimador de MCO
es inconsistente y para obtener consistencia los coeficientes 31, G2 y B3 deberian ser estimados por
Variables Instrumentales.

Supongamos que disponemos de otra proxy Z; para aproximar a X3, tal que Z; = X3, + n; con
N ~ iid(O,G%), Cov(uf,n) = Cov(ur,ns) = 0y E(em) = 0, es decir, los dos errores de medida
estan incorrelacionados.

Podemos usar esta proxy Z; como instrumento para Xs; ya que:

E(Zyu) = E(X3 +m)(uf — Bser)) =
= E(X3uy) + E(neuy) — B3E(X5e) — B3E(me)) =04+0—0F3-0—F3-0=0
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ademads, E(Z;X3¢) # 0 ya que ambas son medidas de la variable X3, no observable. Para la constante
1y X9 el mejor instrumento son ellas mismas. En este caso las matrices involucradas en el estimador
de Variables Instrumentales son:

Y 1 Xo1 X3 1 Xy 73
Ys I X9 X3 1 X9 Zo
Y = . X =1 . . . zZ =1 . . .
(T'x1) : (T'x3) : : : (T'x3) : . .
Yr 1 Xor Xsr 1 Xor Zp

con rg(Z) = 3, luego I(Z'X)~! y el estimador By = (Z'X)"1(Z'Y) esté bien definido.

En este caso no podemos contemplar dos posibilidades para definir el instrumento Z;, este no puede
ser ni la constante 1 ni el regresor Xo; ya que la matriz no serfa de rango completo y A(Z'X)7!.

Nuamero de instrumentos disponibles mayor al nimero de variables explicativas que lo necesitan.
Método de Minimos Cuadrados en dos Etapas

Generalmente, se dispondrd de un numero de instrumentos mayor que de variables explicativas
que lo necesiten, en este caso habria muchas formas de construir las variables instrumentales que
precisamos para obtener un estimador consistente. Pero dado que la matriz de covarianzas del
estimador de VI depende de los valores de éstas, el modo en que se combinan los instrumentos
para generar variables instrumentales influye sobre la eficiencia del estimador de VI respecto a otro
estimador de VI de su misma clase. De ahi que en ocasiones se hable de la eficiencia relativa de los
estimadores de Variables Instrumentales. A continuacién vamos a proponer algunos ejemplos:

Ejemplo 5.12 En el modelo:

Y = 51 + BoXor + B3 X3t + BaXar + ug t=12,...,T

donde:
uy ~ id(0, 02)
X3+, X4t o estocdsticas
Xot = 0,5X04-1 + vy ~ 4id(0, 02)
E(uwwv) =5 Vt=s E(us) =0 VYt#s
En este ejercicio la matriz de regresores X = [1 Xg; X3; Xy ] es estocdstica ya que incluye al

regresor estocastico Xop. Necesitamos ver como es E(X'u). Dado que X3; y X4 son no estocasticos
E(Xsug) = 0y E(Xguy) = 0, pero la variable explicativa Xy y la perturbacién estdn contem-
poraneamente correladas,

E(Xau) = E[(0,5X24 1 +ve) ug) = 0,58 (Xa s 1us) + E(viug) =0,5-0+5=5

Por tanto, E(X'u) # 0 y el estimador MCO serd no lineal y sesgado. En muestras grandes ademés,
serd inconsistente. Deberiamos estimar por el Método de Variables Instrumentales, pero sélo la
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variable Xy; necesita instrumento, para Xs3; v X4 el mejor instrumento es la propia variable. En
este caso hay varios instrumentos que cumplen los requisitos. Los retardos de los dos regresores no
estocasticos X3¢ y Xy, asi como el retardo del regresor estocastico Xo; estan incorrelados con la
perturbacién:

E(XZ,t—l Ut) = 0; E(X37t_1 Ut) =0; E(X47t—1 Ut) =0

Ademss, las variables Xo; 1, X3;-1 y X4;—1 estan correladas con Xy; por la propia relacién del
modelo. Por tanto, Xo;1, X3;-1 y X44—1 serfan buenos instrumentos. También lo serfan combi-
naciones lineales de los mismos. La cuestion es que si utilizamos todos los posibles instrumentos,
supongamos que su numero es por ejemplo [, y los introducimos en Z(Txl), la matriz de instrumentos
tiene mas columnas que X7 ). En esta situacion en la que hay mas hay més instrumentos que
los que se necesitan, [ > K, la matriz (Z’'X) no serfa cuadrada y no existiria su inversa, A(Z'X)™!,
con lo que no podemos definir el estimador de VI como By = (Z'X)"1(Z'Y).

Dado que en esta situacion el numero de instrumentos supera al de variables explicativas que lo pre-
cisan, se trata de buscar cudl de todos los posibles instrumentos minimiza la varianza del estimador
resultante. Una posibilidad consiste en generar la variable instrumental con mayor correlacién con
Xo¢. Para ello se estima por MCO una regresion auxiliar de esta variable sobre todos los posibles

instrumentos. Para el ejemplo que nos ocupa, si suponemos que los tinicos instrumentos de que

disponemos son los primeros retardos de los regresores originales la regresion auxiliar serfall:

Xot = v1 + 72 X011 +73X3 -1 +VaXap—1 + 5 X3 + V6 Xar + 1 t=23,...,T

asi Xot =41 +%2Xo—1 +43X34—1 +YaXas—1 +95X3: +96X4 es una combinacion lineal de todos
los posibles instrumentos que se incluyen en la matriz de instrumentos Z, cada uno ponderado por
su correlacién con Xo, la variable a instrumentalizar, siendo Z:

1 X9 X31 Xu Xz Xuo
g 1 X3 X32 X2 X33 Xy

1 Xop1 Xgr—1 Xyr—1 Xgr Xur
A continuacion se estima el modelo por VI con:
X=[1 Xy Xz Xu]

X=[1 X Xz Xu]

Al estimador de VI asi obtenido se le llama estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas,
MC2E, y se define!?:

BMCQE = ()?/X)_l)?/y

donde

HNotar que en este ejemplo perdemos una observacién al construir Xt t= 2,3,...,T.
12En el Anexo 5.4. Estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas se desarrolla formalmente el estimador.
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1 ):(22 X32 Xy 1 Xoo X322 Xy
~ 1 X X X 1 Xo3 X33 Xys
X = B x=|. 7 7

1 )?QT X3T X4T 1 X2T X3T X4T

El estimador de MC2E es un estimador de VI que utiliza todos los instrumentos de forma 6ptima
en el sentido de que es un estimador consistente y es el mas eficiente asintoticamente dentro de la
clase de estimadores de VI que toman solamente un subconjunto de todos los posibles instrumentos.

Ejemplo 5.13  Sea el modelo:

Yi=0+6Xe+0Wnt+uw t=12,...T
donde
Xi = + 7Y + v3War + 7aWse + v
us ~ NID(0,02) vy ~ NID(0,0?) Cov(ug, vy) = oy
Wi, Wor vy W3t son no estocasticas

Dado que 75 # 0 y/o oy, # 0 existe correlacion entre Xy y ug, E(Xyuy) # 0. El estimador adecuado
para obtener al menos la propiedad de consistencia es el estimador de Variables Instrumentales. Ne-
cesitamos buscar un instrumento para la variable X;. Tenemos dos posibles instrumentos disponibles
Wor v Wse. Para combinarlos de forma éptima podemos realizar la siguiente regresion:

X = ag + a1 Wi + aoWoy + asWs +m4 t=1,2,...,T

Asi el instrumento adecuado para X; es )?t obtenido de la estimacién por MCO de la regresion
anterior tal que:

1 Wi War Way
Z=": : : :
1 Wir Wor Wsrp

Utilizamos el instrumento para fijar la matriz de instrumentos X. Aplicamos el estimador de Va-
riables Instrumentales para el cudl:

1 X, Wy 1 X5 Wy Y
~ 1 Xo Wis 1 Xo Wis Y5
X=1. . . X=1. . ) Y= .

1 Xr Wir 1 Xpr Wir Yr

Sobre el estimador de VI podemos hacer dos observaciones:
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e Hay que notar que en el estimador de MC2E se regresan todas las variables explicativas sobre
los posibles instrumentos. Para aquellas variables incorreladas con la perturbacion el mejor
instrumento son ellas mismas.

e La inclusion de retardos de las variables exdgenas como instrumentos aumentaria el conjunto
de informacion utilizado en la construccion del estimador de MC2E. Asi, hay un estimador de
MC2E para cada conjunto de instrumentos que se considere. Al utilizar més informacién, el
estimador MC2E resultante seria més eficiente asintéticamente relativamente a otro estimador
de VI que utilizase un subconjunto de los posibles instrumentos. Sin embargo, el uso de retardos
obliga a prescindir de algunas observaciones muestrales, lo que disminuye el niimero de grados
de libertad y puede influir en la eficiencia.

5.3.3. Contraste de hipétesis con el estimador de VI

Con el estimador de VI podemos utilizar el siguiente estadistico para hacer contrastes de restriccio-
nes lineales de la forma:

HO : Rﬂ =T
H,:RB#r
- =5 _ - d,H
(RBvr — 1) [R(V(Bvr) R (RBvr — 1) == X
donde g es el nimero de restricciones que se contrastan.
Podemos escribir el estadistico anterior como:
5 N _ _ _ 5 d,H
(Rpvr —r)[Rov(ZX)"1 Z2'Z (2’ X)™) R'|"H(RBvr — 1) == x;

Las reglas de aceptacién y rechazo son las usuales. No rechazaremos la hipétesis nula si el valor
muestral del estadistico es menor que el valor critico X§|a para un valor de significacién elegido «.

Ejemplo 5.14 Para contrastar la significatividad individual de un regresor, Hy : 3; = 0 versus
H, : 8; # 0 dado que ¢ = 1 podemos utilizar:

Bi,VI d,Hy
—_
des(Bivr)

Donde Je\S(Bi7V]) es la rafz cuadrada del elemento i-ésimo de la matriz 6%(Z2' X))~ Z'Z ((Z' X)) .
Si el valor muestral del estadistico es mayor que N (0, 1)|% rechazamos la hipétesis nula para un
nivel de significatividad a.

N(0,1)

5.4. Contraste de Hausman

Necesitamos derivar un test de contraste que sea capaz de juzgar la incorrelacién entre X y u. Este
test es el contraste de Hausman. Sirve para contrastar si los regresores estan o no correlacionados
con la perturbacion. Las hipdtesis de contraste son:
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Hy: X y u no estan correlacionadas <  E(X'u) =0
H,: X y u estan correlacionadas < E(X'u)#0

Consideremos el modelo de regresion lineal general en forma matricial:

Y=Xf+u<=Y= X, fi+ Xo fotu u~ (0,021

(Tx K1) (TxKg)

donde K7 variables explicativas en la matriz X no estdn correlacionadas con u, F(X{u) = 0, pero
se cree que Ko variables pueden estarlo'. El contraste de Hausman considera, en este contexto,
contrastar:

Hy: E(Xju) =0

H,: E(X,u) #0
El estadistico de contraste considera la diferencia de dos estimadores de los coeficientes 3, el esti-
mador de MCO y un estimador de VI tal que:

BMCO bajo Hy es consistente y eficiente asintéticamente, pero inconsistente bajo H,.
By consistente bajo Hy y H,, pero menos eficiente asintéticamente que MCO bajo Hy.

El estadistico de contraste podemos escribirlo como:

(Bov1 — Bonico) [V (Ba,v) = V(Baasco)) ™ (Bovi — Banrco) 2253 X;

con las reglas de decision habituales y p = Ko.

Supongamos que queremos contrastar una unica restriccién, Hy : E(Xj,uy) = 0 versus Hg :
E(Xju) # 0,y p= Ko = 1. En este caso podemos escribir el estadistico de contraste como:

(Bivi — Birco)?  aH, 5
=2 = A — X1
V(Bi.rv) — V(Bimco)

Si el estadistico calculado es menor que el valor X%|a no rechazamos Hy : E(X;u;) = 0 para un
nivel de significatividad « y concluiriamos que no existe correlacion estadisticamente significativa
entre el regresor X;; y us. En este caso si las perturbaciones del modelo son esféricas el estimador
adecuado seria MCO. Este estimador a pesar de ser no lineal y sesgado seria consistente.

Si el estadistico calculado es mayor que el valor X%|a rechazamos Hy : F(X;u;) = 0 para un nivel de
significatividad «, y concluimos que el regresor X;; y u; estdn correlacionados. El estimador MCO
es inconsistente. En este caso si las perturbaciones del modelo son esféricas el estimador adecuado
seria VI, estimador no lineal y sesgado en general, pero consistente y asintoticamente eficiente si se
buscan correctamente el instrumento o instrumentos necesarios.

Al computar el estadistico de contraste es necesario calcular V(BV 1)y Y//\'(B Mco), ambas expresiones
participan de un estimador consistente de o2. Suponiendo bajo Hy que u ~ (0,021), podemos
utilizar: .

V(Bvi) =6t,(Z2X)12'Z ((Z'X)7)

V(Buoo) = 6300(X'X) 7!

13Un caso particular serfa que en X se incluyera tinicamente a la columna de unos y en X» el resto de variables

explicativas.
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con: R R
52 = Y = XBvi)'(Y — Xfvr)
VI T K
o (Y = XPBuco) (Y — XBuco)

Asintéticamente ambos coinciden y el test es asintético. Sin embargo, se puede demostrar que la
potencia del contraste aumenta si utilizamos como estimador consistente de o2 al estimador de VI,
6‘2/ ;- Por otro lado, y con respecto al denominador de ambos estimadores, dado que son asintéticos
es indiferente que éste sea T'— K 6 T.

Ejemplo 5.15 Se propone la siguiente especificacién para la funcién de demanda de vino de un
pais:

Qt:ﬂl—i_ﬂQPt—’_ut t:1727"'7T
donde u; ~ (0, 0,0921). Dado que el precio se determina simultdneamente con la cantidad @, se
sospecha que P; pueda estar correlacionada con u;. Se dispone de datos de un indice de costes de

almacenamiento, S; que se determina exégenamente, por lo que se considera independiente de uy.
Dados los siguientes datos para los anos de 1955-1975:

>opear = > (P — P)(Qr — Q) = 1,78037 S s =3(8 — 9)? =2,1417
2 st =2 (B = P)(Sy — §) = 0,500484 > pi =3 (P — P)? = 0,507434
> 5tqr = Y (St — 9)(Qr — Q) = 2, 75474

Se pide proponer un estimador consistente de los coeficientes 31 y (2 del modelo.

Para proponer un estimador consistente de los coeficientes de la relacion es necesario saber si existe
o no correlacién entre P; y u;. Lo contrastamos:

HO . E(Ptut) =0

H, : E(Pauy) # 0

con

(BQ,VI - BQ,MCO)Z d,Hy o
=7 = > — X1
V(B2,1v) = V(B2,mc0)

Calculamos los estimadores MCO y VI utilizando en este ultimo como instrumento para P; al el
indice de coste de existencias de almacén S;:

5 > g 1,78037
— — — 3,5085
P2.mco S p2 0,507434

5 E Stqt 2, 75474
Bovi = =
> Sipy 0, 500484

= 5,4862
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A continuacién calculamos las correspondientes varianzas estimadas utilizando el valor 2 = 0, 09217,
conocido por el enunciado,

o2 0,09217

V(3 — — —0,18164

V() = o Ss? 0,0921 - 2,1417
2,VI) =0 =

= =0,78747
(O sipe)? (0,500484)2 ’

y finalmente, computamos el estadistico:

po _Govi—Bmco) _ (54862 3,5085)° _ o

V(Bowr1) — V(Borico)  0,78747 —0,18164

H=6,5721 > 3,841 = X%|0,05 por tanto, rechazo la hipétesis nula para « = 5% y E(Pu) # 0, P,
y u¢ no son incorreladas.

Este ejercicio recoge un ejemplo practico de la dificultad de estimar relaciones simultaneas. En
un contexto donde la variable endégena y y el regresor se determinan simultdneamente como es
éste, donde, lo que se especifica es la funcién de demanda del vino, la matriz de regresores es
estocastica, como ya se apunto en el Ejemplo 5.2. Es una de las situaciones en que existe correlacién
muestral significativa entre regresor y perturbacién, como se ha detectado utilizando el estadistico
de Hausman. El estimador MCO es inconsistente, los coeficientes del modelo deben ser estimados
por VI, estimador consistente y asintéticamente eficiente. Ademas, existe un tnico instrumento, S;
y una Unica variable que lo necesita, P;. La FRM podemos escribirla:

Qi = Prvi +5,4862 P,

Por otra parte, el estimador de VI bajo perturbaciones esféricas permite hacer inferencia asintotica
valida. Como podemos comprobar, la variable precio es significativa individualmente. Para ello
contrastamos Hy : o = 0 versus H, : f2 # 0 con el estadistico y distribucién asintética:

Ba,vri

_2VE 2 N, 1)
des(B2,v1)
Dado que el valor muestral del estadistico es t = \/%’Z%% = 6,1823 > 1,96 = N(0, 1)|07025 re-

chazamos Hj para un nivel de significatividad del 5% y el precio es una variable individualmente
significativa.

A continuacién vamos a ver un ejemplo, utilizando el programa gretl, de cémo trabajar con el
estimador de Variables Instrumentales. En el ejemplo se resume todo el tema. Las instrucciones
de gretl necesarias para conseguir los resultados que se muestran las encontraréis en el Anexo
5.1: Instrucciones de gretl para el estimador de Variables Instrumentales. Estas instrucciones seran
mostradas en la Practica de Ordenador propuesta en este tema. También seran de aplicabilidad en
el tema siguiente.
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Ejemplo 5.16 En este ejemplo vamos a analizar los determinantes de la oferta laboral de las
mujeres casadas'®. Para ello vamos a utilizar el archivo mroz87.gdt incluido en el programa gretl,

en la carpeta de archivos de muestra “Gretl”. En él se dispone de observaciones de las siguientes

variables, entre otras!®:

e LFP: Variable ficticia que toma valor 1 si la mujer ha trabajado en 1975 y cero en otro caso
e HOURS: Numero de horas trabajadas por la esposa en 1975, (WHRS).

e K L6: Nimero de hijos menores de seis anos, en la familia.

e K618: Numero de hijos entre seis y dieciocho anos, en la familia.

e AGE: Edad de la esposa, (W A).

e EDUC: Anos de educacién recibidos por la esposa, (WE).

o WAGE: Salario de la esposa en el momento de la encuesta, 1976, (RPWG).

e FAMINC: Renta familiar en ddlares de 1975.

e EXPER: Anos de experiencia en la actualidad, (A4X).

Se trata de una muestra de seccion cruzada con 428 observaciones de mujeres trabajadoras donde

el término trabajadoras implica que tienen un salario monetario'®.

Con la muestra anterior creamos las siguientes variables:

s¢ EXPER; = EXPER?,
NWIFEINC; = FAMINC; — (WAGE; x HOURS;)

Dado nuestro objetivo de estudiar los determinantes de la oferta laboral de la poblaciéon femenina
casada, la variable a estudiar es HOURS. Como determinantes de la misma podemos pensar en
incluir en el modelo el salario en logaritmos, | . W AGE, los anos de educacién recibidos, FDUC,
la edad, AGFE, el nimero de hijos de la familia, K L6 y K618, y la variable NWIFEINC, que de
alguna manera mide la importancia de las rentas familiares que no dependen de los ingresos de la
esposa. Asi, el modelo a estimar seria:

HOURS; = By + o |.WAGE; +
OsEDUC; + B4AGE; + B5 K L6; + BsK618; + 8 NWIFEINC; 4 u; (5.3)

MPichero mrox87.gdt, disponible en gretl pestafia Gretl. Fuente: “The Sensitivity of an Empirical Model of Married
Women’s Hours of Work to Economic and Statistical Assumptions”, Econometrica 55, 765-799.

15 Algunas de las variables han sido renombradas para que el ejercicio resulte mas cémodo. Entre paréntesis aparece
el nombre original utilizado en el fichero para que las podéis reconocer facilmente. A la hora de reproducir el ejercicio
en vuestro trabajo personal es aconsejable hacer el cambio de nombre sugerido.

16Este archivo es en realidad una submuestra de otro archivo original con un total de 753 observaciones de las
cuales solo trabajan 428 mujeres. El archivo original es mroz.gdt, estd incluido en la carpeta Wooldridge de gretl. Sin
embargo, como a lo largo del ejercicio de verd, para todos los individuos de la muestra todas las observaciones no
estan completas por lo que finalmente, el niimero utilizado de observaciones completas en el ejercicio es de 326.
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A priori esperariamos que los coeficientes de las variables | W AGE, EDUC'y K618 fuesen positivos,
ceteris paribus. Es de esperar que si se tiene un sueldo alto la estimulacion a seguir trabajando sea
mayor. También es 16gico pensar que cuando la preparacién (estudios) es mayor, se tenga un empleo
mejor y mejor remunerado, luego es mas probable que la mujer trabaje fuera de casa. Familias con
mayor niumero de hijos necesitan de una mayor renta, por lo que es probable que la esposa decida
trabajar. Por otro lado, cuando hay ninos pequenos podemos pensar que la esposa se retire del
mercado de trabajo para cuidarlos, por lo que esperariamos un signo negativo en el coeficiente que
acompana a K L6 manteniendo el resto de factoes constante. A mayor edad, también es posible
que no se quiera trabajar fuera de casa, por lo que, esperamos signo negativo para la variable AGE
ceteris paribus. Finalmente, manteniendo el resto de factores constantes también esperariamos signo
negativo para el coeficiente de la variable NWIFEINC ya que, si la renta disponible que no depende
de la remuneracion de la mujer es alta, es probable que eso desincentive a trabajar fuera de casa a
la esposa. Es importante tener en cuenta la fecha de la recogida de datos, 1975, cuando todavia la
participacién en el mercado de trabajo de la mujer no estaba consolidada.

Los resultados de la estimacién MCO de la ecuacién (5.3) son:

Estimaciones MCO utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p
const 1909,20 344,1980 5,5468 0,0000
1. WAGE 311,7460 95,1025 3,2780 0,0012
EDUC —18,6620 18,6519 —1,0006 0,3178
AGE —8,2063 5,5617 —1,4755 0,1411
KL6 —296,62 107,6080 —2,7565 0,0062
K618 —80,759 31,8324 —2,5370 0,0117
NWIFEINC —0,0098 0,0037 —2,6651 0,0081
Media de la var. dep. 1424,990 R? 0,09628
D.T. de la var. dep. 687,015 R? corregido 0,07928
SCR 1,38627e+08 F'(6,319) 5,66458
Desv. tipica regresion (&) 659,217 valor p para F() 1,31042e-05

Lo primero que llama la atencion es que las variables EDUC y K618 no tienen los signos esperados.
Por otro lado EDUC y AGE no son significativas. jEs posible que nuestro modelo no esté correc-
tamente estimado? ;Hay razones para sospechar que [_ W AGE esté correlada con la perturbacién
del modelo? HOURS y |_.W AGE se determinan conjuntamente en equilibrio entre la oferta y de-
manda. Luego efectos recogidos en u; que afectan al nivel de horas trabajadas también afectaran al
nivel de salarios de equilibrio. Se hace indispensable saber si el nivel de salarios | /W AGE; estd o no
correlada con la perturbacién. Es necesario contrastar:

Ha : E'(l_VVAGEZ uz) 7é 0
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El contraste de Hausman implica estimar el modelo ademéas de por MCO, por VI.

Vamos a estimar por VI utilizando como instrumento para la variable | WAGE a la variable
EXPER. En principio la variable EX PE R no tiene porque estar correlada con la perturbacién del
modelo, asi E(EXPER; u;) = 0. Por otro lado, la correlacién muestral entre estas dos variables es
baja 1, wace ExpEr = 0,216 . Sin embargo, si regresamos | _-WAGE sobre EXPER incluyendo
una constante la variable es significativa, el valor muestral estadistico es 3,985. Por lo que podemos
concluir que el instrumento estd significativamente correlado con la variable para la cual hace de
instrumento, E(I.WAGE; EXPER;) # 0. La variable cumple las caracteristicas de una variable
instrumental.

Los resultados de la estimacién por VI utilizando como instrumento para | W AGE a la variable
EXPER son los siguientes:

Estimaciones MC2E utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS
Instrumented: . WAGE
Instrumentos: const EXPER EDUC AGE KL6 K618 NWIFEINC

Coeficiente Desyv. tipica  z-stat  valor p

const 1334,86 527,6410 2,5299 0,0114

L.LWAGE 2099,23 545,3280 3,8495 00,0001

EDUC —162,5070 50,3543 —3,2273 0,0012

AGE —9,4465 8,0821 —1,1688 0,2425

KL6 —372,3520  157,8050 —2,3596 0,0183

K618 —3,1880 51,5713 —0,0618 0,9507

NWIFEINC —0,0124 0,0054 —2,2833 0,0224
Media de la var. dependiente 1424,988 Desv. tip. var. dependiente. 687,0155
Suma de cuadrados de los residuos 2,92e4+08 Desv. tip. regresion 956,9807
R? 0,050719  Adjusted R? 0,032864
F(6,319) 4,307881 P-value(F) 0,000340

Si nos fijamos en el output que muestra gretl este nos indica cual es la variable que estamos instru-
mentalizando, | W AGE. Si observamos la lista de instrumentos veremos que la matriz de instru-
mentos Z consta de siete columnas, las cuales coinciden con las columnas de la matriz de regresores
X salvo la segunda donde en lugar de la variable | W AGE aparecerd el instrumento FX PER.
La referencia a MC2E de gretl se corresponde con el estimador de VI, ya que en este caso hay un
instrumento y una tunica variable que lo necesita.

Ya podemos computar el contraste de Hausman. Recordemos que el estadistico de contraste y
distribucién son:

(/32,\/[ - BZ,MC‘O)2 d,Hy o
= ESp — X1
V(B2,1v) — V(B2,mc0)
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Aplicado a la muestra obtenemos:

. (Bovi — Bomco)?  (2099,23 — 311,746)>  3195099,05 11081
C V(Boav) — V(Boico)  (545,328)2 — (95,1025)2  288338,1421

dado que el valor muestral del estadistico es mayor que 3,84 = X%IO 05 rechazamos la hip6tesis nula
y concluimos que E(I.WAGE; u;) # 0 . Luego el estimador apropiado es VI ya que MCO es
inconsistente.

Los signos obtenidos de la estimacién VI se mantienen con respecto a MCO. Con respecto a la
significatividad de las variables en este caso la variable EDUC' es individualmente significativa,
al contrario que con la estimacién MCO. La no significatividad de AGE se mantiene, pero ahora
obtenemos que la variable K618 no es significativa, cosa que no ocurria con el estimador MCO.

Podemos pensar en mejorar nuestro instrumento. ;Que pasaria si utilizaramos como instrumento el
cuadrado de la experiencia, sq_ X PER? La correlacién muestral entre estas dos variables es baja
TIWAGE,sq ExPER = 0,1853, algo mds baja que en el caso anterior. Si regresamos [_-W AGFE sobre
sq_.EX PER incluyendo una constante la variable es significativa, el valor muestral del estadistico
es 3,395. Concluimos que el instrumento esta significativamente correlado con la variable para la
cual hace de instrumento, E(I_.WAGE; sq_EXPER;) # 0. La variable es un instrumento adecuado.

Los resultados de la estimacion por VI utilizando como instrumento para | . W AGE a la variable
sq-EX PER son los siguientes:

Estimaciones MC2E utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS
Instrumented: . WAGE
Instrumentos: const sq_.EXPER EDUC AGE KL6 K618 NWIFEINC

Coeficiente Desyv. tipica  z-stat  valor p

const 1356,310 524,6080 2,5854 00,0097

I.WAGE 2032,460 599,0830 3,3926  0,0007

EDUC —157,1340 53,9486 —2,9127 0,0036

AGE —9,4002 7,9271 —1,1858 0,2357

KL6 —369,5240  155,1580 —2,3816 0,0172

K618 —6,0855 51,9093 —0,1172  0,9067

NWIFEINC —0,0123 0,0053 —2,3050 0,0212
Media de la var. dependiente 1424,988 Desv. tip. var. dependiente. 687,0155
Suma de cuadrados de los residuos 2,81e4+08 Desv. tip. regresion 938,3666
R? 0,051376  Adjusted R? 0,033534
F(6,319) 3,830092 P-value(F) 0,001056

Los resultados de la estimacién por VI utilizando como instrumento a sq_EX PFER no varian con
respecto a utilizar como instrumento a la variable EX PER. Ni en cuanto a los signos obtenidos,
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ni en cuanto a significatividad'”. Sin embargo, hemos de notar que si ambas son instrumentos
adecuados podemos ampliar el conjunto de instrumentos incluyendo a ambas variables y considerar
el estimador de MC2E utilizando todos los instrumentos para mejorar en eficiencia asintotica.

Vamos a mostrar ahora los resultados de la estimacién por MC2E utilizando ambas variables como
instrumento junto con los regresores originales no correlados con la perturbacién:

Estimaciones MC2E utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS
Instrumented: 1. WAGE
Instrumentos: const EDUC AGE KL6 K618 NWIFEINC EXPER sq_ EXPER

Coeficiente Desv. tipica  z-stat  valor p

const 1328,65 530,2510 2,5057 10,0122

I.WAGE 2118,57 544,7060 3,8894 00,0001

EDUC —164,0630 50,3799 —3,2565 0,0011

AGE —9,4599 8,1281 —1,1639 0,2445

KL6 —373,1720  158,6810 —2,3517 0,0187

K618 —2,3488 51,7912 —0,0454 0,9638

NWIFEINC —0,0124 0,0054 —2,2757 0,0229
Media de la var. dependiente 1424,988 Desv. tip. de la var. dependiente. 687,0155
Suma de cuadrados de los residuos 2,95e+08 Desv. tip. regresién 962,4351
R? 0,050536 Adjusted R? 0,032678
F(6,319) 4,338567 P-value(F) 0,000316

Si analizamos el output que muestra gretl la variable que estamos instrumentalizando coincide con
los casos anteriores, pero ahora en la lista de instrumentos hay ocho variables. Se incluyen EX PER
y sq_-EX PER y los regresores originales. Fn este caso, el término MC2E se corresponde totalmente
con el estimador que hemos visto en la teoria. Hay més de un instrumento y una tnica variable que
lo necesita, gretl ha computado el instrumento utilizando todas las variables indicadas para obtener
el estimador de VI.

Los resultados de la estimacién por MC2E no cambian frente a las anteriores regresiones de VI, ni
en cuanto a los signos obtenidos, ni en cuanto a significatividad de las variables. Los coeficientes de
determinacién no deben ser utilizados como medida de bondad del ajuste ya que en este caso no
tienen la interpretacion habitual.

17Ya hemos determinado que I_-W AGE es una variable correlada con la perturbacién y no es necesario computar
de nuevo el contraste de Hausman con el nuevo instrumento propuesto. Aun asi, si lo calculamos, el estadistico de
Hausman aplicado a la muestra es:

0o (Bovr — Borco)?  (2032,23 — 311,746)2 2960065, 194

= —— St Ao = = =8.4
V(Borv) — V(basrco)  (599,083)2 — (95,1025)2  349855,9554 8,46

dado que el valor muestral del estadistico es mayor que 3,84 = X%|0,05 rechazamos la hipétesis nula y concluimos
que H,: E(I.WAGE; u;) # 0 . Luego el estimador apropiado es VI ya que MCO es inconsistente.
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Ejercicio 5.3  Para afianzar la comprensién del ejemplo anterior.

1) Repetir todas las estimaciones y contrastes.
2) Calcular el estimador de MC2E paso a paso. Es decir:
i) Estimar por MCO la regresién:

IWAGE; = a1 + asEXPER; + a3sq_ EXPER; +
oy EDUC; + asAGE; + ag K L6; + a7 K618; + asNWIFEINC; + w;

y guardar las estimaciones obtenidas, l_W/ZGEi.

ii) Computar el estimador de VI utilizando como instrumento para [ . W AGE; a la variable
Z; = l.WAGE;.

iii) Comparar las estimaciones obtenidas con las del ejemplo anterior.

3) Contrastar que las variables K L6 y K618 no son conjuntamente significativas. Razona la
estimacién elegida para realizar el contraste.

5.5. Anexo 5.1: Instrucciones basicas de gretl para regresores estocasti-
cos

En este anexo se van a recoger las instrucciones basicas que incluye gretl para poder computar el
estimador de VI con el fin de que podais llevar a cabo la practica de ordenador con cierta soltura.
Instrucciones de cardcter béasico ya han sido recogidas en temas anteriores.

e Para computar el estimador de Variables Instrumentales:

Pulsar sucesivamente en

Modelo — Otros modelos lineales — Minimos cuadrados en dos etapas

Seleccionar la variable endogena y las variables independientes de la manera habitual.
A continuacién seleccionar los instrumentos.

Hay que tener en cuenta que le estamos indicando a gretl como es la matriz de instrumentos Z y
que debe tener tantas columnas como la matriz X que recoge a las variables independientes. Luego
debemos incluir como minimo tantos instrumentos como regresores tenga el modelo. Para aquellas
variables no estocdsticas o que no estén correlacionadas con la perturbacién el mejor instrumen-
to son ellas mismas. Para aquellas variables correlacionadas con la perturbacion se selecciona el
instrumento-(s) adecuado-(s).

No es necesario respetar el mismo orden que al incluir las variables independientes.

En ocasiones los instrumentos a incluir son retardos de los regresores. En este caso en la ventana
gretl: especificar modelo tenemos que elegir la variable dependiente, las variables explicativas en t
o corrientes y los instrumentos que estardn en la lista en ¢.
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A continuacién se pulsa en retardos y aparece una ventana donde se tienen que seleccionar los
retardos de las variables que aparecen en el modelo como regresores, tanto de variables exdgenas
como de la dependiente y también las variables que vamos a usar como instrumentos.
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5.6. Anexo 5.2. Errores de medida en las variables

Hasta ahora hemos supuesto que las variables utilizadas en el proceso de estimacién se median sin
error. En la prictica es muy posible que existan errores de medida en las variables o que simplemente
las variables a utilizar no sean, sino estimaciones de conceptos teéricos que no se observan en la
realidad, por ejemplo el stock de capital, el PIB, o las variables de Contabilidad Nacional. Estas
situaciones alteraran las propiedades de los estimadores de los coeficientes en concreto introduciendo
sesgos en las estimaciones y generando estimadores de MCO inconsistentes. A continuacién vamos
a repasar esas propiedades. Podemos distinguir tres situaciones:

1. Variable endégena medida con error.
2. Variable exégena medida con error. Analizada en el tema.

3. Variable exdgena y enddégena medidas con error.

5.6.1. Variable endégena medida con error

Sea el verdadero modelo:
Y =a+ 08X, +uf  uf ~iid(0,0%) t=1,2,...,T

donde X; es no estocastica. Por alguna razén la variable enddégena disponible no es Y*, sino Y; =
Y + ¢ con ¢ ~ iid(0,02), Cov(Xy,e) =0, Cov(uf,e) = 0.

El modelo estimable en términos de las variables observables es:

Yi—a=a+8Xi+u; =Yi=a+8X+ (ui +e)
=Y =a+ BX; +uy

El error de medida en la variable endégena se acumula en la perturbacion original. Las propiedades
de la nueva perturbacién uy son:

E(uy) =FEu;+e)=FE(u;)+E(e)=0
Var(u) = B(us — B(uw))? = E(w)? = E(u} + ¢)?

= BE(u?) + E(é?) + 2E(ufe;) = 02, + o2 homocedastica
Covlur,us) = El(wn — B(w))(uy — B(uy))] =

= E(wus) = E(uf + €, uf +€5) =0 no autocorrelada

wg ~ iid(0,02. 4 ¢2)

En este caso, en presencia de errores de medida en la variable endégena y cuando el error de
medida es incorrelado con la perturbacién del modelo original el error de medida se traslada a la
perturbacién del modelo estimable, incrementandola, pero se mantienen sus propiedades esféricas.
Por tanto, los MCO son apropiados y tienen buenas propiedades.
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5.6.2. Variable exégena y variable endégena medidas con error
Sea el verdadero modelo:
Y =a+ 06X +u; t=1,2,...,T

donde: Y; =Y+ ¢ esla variable endégena disponible.
Xt = X; + v es la variable exdgena disponible, y X} es no estocéstica
ur ~ iid(0,02.) v ~ iid(0,02) € ~ N(0,0?)
Cov(uy, e) = Cov(uf,vy) = Cov(e,v) =0

El modelo estimable en términos de las variables observables es:
Y}—et:a+ﬁ(Xt—vt)+uf t=1,2,...,T

}/If:a+BXt+(u:+Et_/6Ut) t:1’2""7T
Yt:a—}—ﬁXt—l—ut t:1,2,...,T

La perturbacién del modelo estimable es homocedastica y no autocorrelada

ug ~ iid(0, 02, + o2 + o)

Existe correlacién contemporanea ya que:

E(Xtut) = E(X; + vt)(uf + €t — ﬁ’l)t) =
= B(Xju) + E(vag) + E(Xf ) + B(vie) — BE(X{v) = BE(vi) =
= —ﬁo-v

No existe correlacién no contemporanea ya que FE(Xsu;) =0

En este caso existen dos fuentes de error, el error de medida en la variable endégena y el error de
medida en la variable exdgena. El error de medida en la variable endégena implica un incremento en
la varianza de la perturbacién del modelo estimable mientras que el error de medida en la variable
exdgena implica que los estimadores MCO de « y [ serdn sesgados e inconsistentes. El modelo
estimable, bajo todos los supuestos realizados anteriormente, deberia ser estimado por el Método
de Variables Instrumentales.

151



Meétodos Econométricos y Andlisis de datos

5.7. Anexo 5.3. Estimador de Variables Instrumentales

A continuacién se va a mostrar, a partir de la funcién objetivo, cémo obtener el estimador de
Variables Instrumentales. Demostracion:

Y=XB+u
2'Y = 7' X8 + Z'u
Denotamos por u, = Z'u

u, = Z'u=2'(Y — Xf3)
Gy = 2"t =Z'(Y — XJ3)
Wi, = [2/(Y - XB)| |2y = XB)] = (v - XB)22'(Y - XB)

La funcién objetivo podemos escribirla como:

MBin i, = Mﬁm Y'z22'y — 23 X'22'Y + #X' 22X

por las condiciones de primer orden obtenemos:

(il )

55 = —2X'Z7'Y +2X'ZZ' X3 =0

=X'ZZ'(Y — XB) =0
De donde las ecuaciones normales del modelo serian:
X'Z7'XB=X'27'Y
tal que: K
Pvr = (X'ZZ'X)"NX'Z2Z'Y)

@VI = (Z’X)"YX'Z)"{(X'Z2)(Z'Y)
Bvi = (ZX)"1(Z'Y)
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5.8. Anexo 5.4. Estimador de Minimos Cuadrados en dos etapas

A continuacién vamos a mostrar como derivar el estimador de MC2E. Sea el modelo en forma
matricial:

Y = X B +u =Y =X b/ + Xo B + u u~ (0,0°1)

(T'x1) (TxK) (Kx1) (T'x1) (T'x1) (T'xKq) (Kq1x1) (T'xKg) (Kgx1) (T'x1)

La matriz X = [X;:X3] es estocdstica y tal que B(Xju) =0 y E(Xau) # 0. Para la matriz de
instrumentos Z necesitaremos al menos Ko instrumentos para las variables Xo ademads, de poder
utilizar a X7 como instrumentos para ellas mismas.

Z =[X;:Xy] donde [>K

(T'x1)

e Sil = K entonces tenemos exactamente el mismo nimero de instrumentos que necesitamos.
(Z'X) es una matriz cuadrada de orden (K x K) y no singular tal que existe (Z'X)"! y
podemos definir el estimador de Variables Instrumentales de la forma fy; = (Z2'X)"12'Y.

e Si Il > K entonces tenemos mds instrumentos que los que necesitamos (Z'X) es de orden
(I x K) y no es cuadrada.

El proceso de estimacion que comprende el estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas es el
siguiente:

En la primera etapa se lleva a cabo la regresiéon de cada una de las columnas de la matriz X sobre

Z para obtener una matriz de valores ajustados X.

X =2z (Z72)' 2 X =PX donde P,=Z2(Z7'2)"'7
(TxK) (T'xl) (Ix1) (IXT) (TXK)

~~

matriz de coeficientes de las K-regresiones
P, es idempotente y simétrica, P, = P, y P,P, = P,.

En la segunda etapa se realiza la regresién de Y sobre X para obtener el estimador de los coeficientes
B por Minimos Cuadrados en 2 Etapas.

)—IX/Y _
P, X)"'X'P,Y = (X'P,X)"'X'P,Y =
PZ
= (X'X)'X'Y = (X'Z(Z2)\ 2/ X)X 2(Z'2)" ' 2'Y

Bucre = (X!

Ny <)

luego el estimador de MC2E es un estimador de Variables Instrumentales que utiliza como matriz
de instrumentos a X = P, X donde combina todos los instrumentos de forma 6ptima en el sentido
de que es un estimador consistente y es el mas eficiente asintéticamente dentro de la clase de
estimadores de VI que toman solamente un subconjunto de todos los posibles instrumentos Z.
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Hay que notar que, si | = K, entonces (X'Z) y (Z'X) son cuadradas y (X'Z(Z2'Z)"'Z'X)~! =
N ~~ por lo que en ese caso:
Z'X)1Z2'Z(X'Z)"* por 1

Brcor = (Z'X)7 12 2(X'2)7'X'2(2'2)7' 2'Y = (Z'X) ' Z'Y

Para estimar la matriz de varianzas y covarianzas asintotica de ﬁMcgE se utiliza el estimador

consistente: R )

(Y — XPBucer) (Y — XBuc2k)
T

V(Brroor) = (X' X)~!
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