Tema 2

Minimos Cuadrados Generalizados

2.1. Modelo de regresién con perturbaciones no esféricas

En el tema de Minimos Cuadrados Generalizados vamos a relajar dos de las hipdtesis basicas sobre
la perturbacién. Hasta ahora hemos supuesto que la perturbacién era homoceddstica, Var(u;) =
0% Vt, y no autocorrelada, Cov(us,us) = 0 Vt,s t # s, lo que en la literatura econométrica
se conoce como perturbaciones esféricas. En este tema vamos a relajar estas dos hipdtesis basicas,

permitiremos que exista heterocedasticidad y/o autocorrelacién. Escribimos estas hip6tesis como:

- heterocedasticidad: Var(u;) = o?

- autocorrelacién: Cov(ug,us) #0, Vit,s t#s

Para el propésito de estimacién distinguir entre heterocedasticidad y/o autocorrelacién no es ne-
cesario ya que en ambos casos el modelo se estima de la misma manera, por ello en este tema
presentaremos el estimador Minimo Cuadratico Generalizado y sus propiedades, comunes a ambos
casos. En los dos temas siguientes veremos los problemas de heterocedasticidad y autocorrelacion
por separado particularizando en cada uno de ellos.

Nuestro marco de trabajo queda definido como sigue:
Yi=p+ X+ ...+ B Xkt +u t=1,2,...,T — Y = X6 4 uy

mantenemos que los regresores X; =[1 Xy ... Xg¢] son no estocdsticos y sobre las perturba-
ciones suponemos:
E(u;) =0 Vt, media cero
E(?)=o0? t=1,2,...,T, varianza no constante y/o
E(ugus) # 0 Vt,s t # s, covarianzas no nulas,

En términos matriciales el modelo se escribe:

Y = X [ + u

(T'x1) (TxK) (Kx1) (T'x1)
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y la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones que
recoge los supuestos anteriores sobre u seria una matriz no escalar como la siguiente:

2
071 g12 -+ 01T
2
, o921 05 - 09T
Ew')= Y=
or1 072 or
wyp w2 ot WIT
w21 w22 - W2T
= Q= o°
wry wr2 o WPT
donde
_ 2 _ 2 _
Var(uy) = o7 =oc‘wy, t=1,...,T
2
Cov(ug,ug) = o =0y = 0 Wy, tF#S

Es decir, la varianza de la perturbacion puede cambiar en cada momento y puede existir autocorre-
lacién entre perturbaciones de distintos momentos del tiempo. Ademas, podemos suponer que existe
un factor de escala comin a todos los elementos, el pardmetro o2, que perfectamente puede tomar
el valor de la unidad.

Vamos a empezar viendo ejemplos en los que la hipotesis de perturbaciones esféricas no se cumple:

Ejemplo 2.1 Supongamos una muestra de observaciones de seccién cruzada relativas a gastos de
consumo familiares, C', y renta disponible, R, de un colectivo de N familias. La perturbaciéon mide
la diferencia entre el consumo de una familia y el consumo medio de todas las familias que poseen
la misma renta, u; = C; — E(C;/R;), y 0% mide la dispersién de estas observaciones. En familias con
rentas bajas, las posibilidades de consumo estan restringidas por la renta. Sin embargo, a medida que
aumenta la renta se amplian las posibilidades y podran decidir cuanto consumir y cuanto ahorrar.
Asi, podemos encontrarnos con familias de rentas altas ahorrativas, con bajo consumo, y otras con
alto consumo y poco ahorro. En este caso hay una gran dispersién del consumo y o2 serd grande
mientras que para las rentas bajas o2 serd pequeiia ya que tienen menos posibilidades de variar su
consumo dad su renta. En este supuesto la varianza de la perturbacion cambia segin la renta de
las familias, existe heterocedasticidad y podemos escribirla por ejemplo como E (uf) = 0’R;.

En el caso de datos de seccién cruzada, y si suponemos que no existe correlacién entre perturbaciones
de distintos individuos, la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién seria:

o2 0 -+ 0

0 o3 -+ 0
Ew')= Y=

0 0 - o%

donde suponemos E(u;) =0Vi i=1,...,N, E(u?)=0? yE(uu;)=0 Vi, j i#j.

(2
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Ejemplo 2.2 Supongamos que analizamos la funcién de formacién de precios de una accién de un
banco con fuerte participacion en el negocio de la construccién en los Emiratos Arabes. Creemos
que los precios de las acciones dependen de las reservas del banco, de su volumen de negocio y
de los beneficios obtenidos, entre otros factores que afectan en la media del nivel de precios. Una
quiebra no esperada del negocio en dichos Emiratos afectard negativamente a sus resultados y a
la confianza que los agentes del mercado tienen depositada en el banco. Este shock no predecible
serd recogido por la perturbacion del modelo, u;. Resulta razonable pensar que el shock no va a
afectar inicamente a un periodo t, si no que los agentes recuperaran la confianza lentamente por
lo que parte de ese shock se mantendra en el futuro. Si esto es asi, lo que ocurre en un periodo
actual depende de lo ocurrido en el periodo pasado y serd dificil mantener F(u,u;—1) = 0, es decir,
que las perturbaciones de los momentos ¢ y ¢ — 1 estén incorrelacionadas. Ocurrird lo contrario,
que las perturbaciones estan correlacionadas. Para el caso general podemos recoger la existencia de
autocorrelacién denotandola como :

E(ugus) #0 Vt,s t#s

En este caso, para datos de serie temporal, y suponiendo que la varianza es constante, escribimos la
matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién bajo el supuesto de autocorrelacién como:

2
o° o2 oir
2
, o1 O oor
Euu') =% = :
2
or1 o0r2 - O

Ejemplo 2.3  Supongamos que queremos estimar la demanda de automéviles Y como una funcion
de la renta X, utilizando datos microeconémicos sobre gastos de las familias en dos nucleos geo-
graficos distintos, niicleo urbano y ntcleo rural. La funcién de demanda para las familias del nticleo
urbano es:

Yii=ar + /Xy tuy i=1,...,N wi ~ N(0,071n,)

La funcién de demanda para las familias del nticleo rural es:
ng :Oé2+,62X2j+u2j j=1,..., Ny UQjNN(07U%IN2)

Supongamos que la propensiéon marginal a consumir de ambos nicleos es la misma, 31 = (2. En
este caso deberfamos estimar la funciéon de demanda en el siguiente modelo conjunto:

. aq
[Yl]:[wl 0 Xl} o +[ul]<:> Yy = X B+

Yo (5
((N1+N2)x1) ((N1+N3)x3) (3x1) ((N1+N32)x1)

Suponiendo ambas muestras independientes, el vector de medias y la matriz de varianzas y cova-
rianzas del vector de perturbaciones del sistema de ecuaciones a estimar es:

0] _ = oily, 0
B = { 0 ] =Onenpar - Blu) = [ 0 o3 ] = DN Na) (N4 N2)
2
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Puede ocurrir que la variacion en el gasto en automéviles dada una renta, sea mayor en el nicleo

urbano que en el rural, esto es 07 > 03, en este caso, en el modelo a estimar la perturbacién es
’ . 2 2

heterocedastica ya que o] # 03.

Ademids, las muestras no tienen porque ser independientes podria ocurrir que atin en el caso de que
la variacién en el gasto de automodviles fuese la misma en la zona urbana que en la rural, hubiese
factores que siendo no significativos en media en las respectivas demandas implicasen dependencia
entre uy y ug, tal que o129 # 0. En este caso las ecuaciones estarian relacionadas a través del término
de perturbacién y E(uu') = ¥ # I tal que'.

2
o“In, o12IN

o2l N O’QINa ] B E(N1+N2)X(N1+N2)

E(ud) = [

Como se puede observar hay muchas y diversas situaciones en que pueden aparecer los problemas
de heterocedasticidad y/o autocorrelacién. En general la heterocedasticidad aparece con mayor
probabilidad en datos de seccién cruzada mientras que la autocorrelacién es més facil encontrarla
con datos de serie temporal. Dado que la existencia de heterocedasticidad y/o autocorrelacién
implica que algunas de las hipo6tesis basicas utilizadas para derivar las propiedades del estimador
MCO no se cumplen, debemos empezar viendo que implicaciones tiene en el estimador de MCO y
sus propiedades el hecho de que la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién no sea ya
una matriz escalar.

2.2. Propiedades del estimador de MCO

Sea el Modelo de Regresion Lineal General, Y = X + u, donde se mantienen las hipdtesis basicas
salvo que?:

E(uu') = ¥ = ¢%Q, donde Q # I (2.1)

El estimador MCO de 3, Baprco = (X'X)71X'Y, en muestras finitas sigue siendo lineal e insesgado,
pero no es varianza minima. En muestras grandes o asintdticas es consistente. Prueba:

e Lineal: dado que X es no estocastica el estimador MCO es lineal en u, ya que se puede
escribir como una combinacién lineal del vector de perturbaciones v y la matriz de constantes
D = (X'X)~'X’ siendo u lo tinico aleatorio de su expresién:

Buco =B+ (X'X) ' X'u =B+ Du
e Insesgado: dado que X es no estocastica y E(u) = 0 el estimador MCO es insesgado.

E(Buco) =B+ E[(X'X) ' X'u] = B+ (X'X) ' X' E(u) = 3

!Estas no son las tinicas posibilidades. Por ejemplo podemos pensar en o > o5 y 012 # 0 o cualquier otra

combinacion de posibilidades.
2Para el propésito de la demostracién es indiferente que en la matriz de varianzas y covarianzas exista o no factor
de escala distinto de la unidad. En lo que sigue supondremos que E(uu') = a2Q.
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e Matriz de varianzas y covarianzas:

V(Buco) = E[B—E@)(B-EQB)]=EB-pB)B-8)
= E[(X'X)'X'u/X(X'X)™Y
= (X'X)"'X'BE(uw/) X(X'X)™!
= JZX'X)IX'ox(x'x)!

Bajo heterocedasticidad y/o autocorrelacién el estimador MCO no es el estimador con va-
rianza minima entre los estimadores lineales e insesgados. Si 2 # [ veremos que existe un
estimador que alcanza la cota de varianza minima, y que es el eficiente entre los estimadores
lineales e insesgados en esta situacion.

e Distribucién en muestras finitas®: Si las perturbaciones tienen una distribucién normal
u ~ N(0, 02Q)
Buco ~ N(B, o*(X'X) 7' X'QX (X' X))

e Consistente: El estimador MCO bajo perturbaciones no esféricas es consistente. Vamos a
demostrar la consistencia del estimador utilizando las condiciones suficientes de consistencia.

Sean:
X'X
lim —— = (@ finita, definida positiva
TS5 T
X'OX
lim = Z finita, definida positiva
T — oo T
Entonces:

TlgnooE (Buco) = B

im Vieo) = tim O (KXY (XX (XX _
pn v \PMeo) = e\ T T T -

= 0-Q'Z2-Q' =0,

por lo que el estimador es consistente: plim BMCO =g.

2.2.1. Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de BMCO

El estimador MCO de 3 es lineal e insesgado en muestras finitas. Su matriz de varianzas y cova-
rianzas se define V(Brrco) = o?(X'X) 1 X'QX(X'X)~!. Un estimador de la matriz de varianzas

A~

y covarianzas del estimador MCO es V(Byco) = 62(X'X)~! siendo 62 = T”f}( . Utilizar este es-

timador para hacer inferencia cuando la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién del
modelo no es escalar, E(uu’) = 02, Q # I, no es adecuado. Los estadisticos ¢ y F habituales para

3Es importante recordar que Barco es lineal en u. Esto implica que su distribucién en muestras finitas coincide con
la distribucién de u, independientemente de cudl sea ésta. En nuestro caso como suponemos a u normal el estimador
MCO tendra distribucién normal.
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hacer inferencia sobre 3 definidos en base a este estimador de la matriz de varianzas y covarianzas
de Brco son inapropiados ya que IA/(BMCO) = 62(X'X)~! es un estimador sesgado e inconsisten-
te. Dichos estadisticos ahora no tienen las distribuciones t-Student y F-Snedecor habituales por lo
tanto, la inferencia en base a ellos no es valida.

Por todo ello parece méas adecuado buscar un nuevo estimador del vector de coeficientes 5 que
tuviera en cuenta que E(uu') = 0(2, con Q definida bien para el caso de heterocedasticidad, bien
para el caso de autocorrelacién, bien para ambos, y que fuese lineal, insesgado, de varianza minima y
consistente. Este estimador es el de Minimos Cuadrados Generalizados y a su vez permite proponer
un estimador insesgado para ¢ y realizar inferencia vélida. El tinico requisito para poder obtenerlo
es que € sea conocida. En el caso de que no exista factor de escala 02} = ¥ y requerimos que ¥
sea conocida.

2.3. Método de Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Supongamos el MRLG Y = X3+ u donde E(u) = 0 y E(uu') = 02Q, siendo € conocida y se
cumplen el resto de hipdtesis basicas. Si lo que queremos es estimar los coeficientes 8 desconocidos
de forma que el estimador sea eficiente, una manera adecuada de proceder es transformar el modelo
tal que sus perturbaciones sean esféricas, es decir, de media cero, varianza constante y covarianzas
cero. El estimador de MCO en el modelo asi transformado sera lineal, insesgado, de varianza minima
o eficiente y consistente. Vedmoslo.

Dado que ¥ = %€ es simétrica y semidefinida positiva, y hemos supuesto que € es conocida, existe
una matriz no singular P tal que Q = PP’. Ademds, P es conocida y no estocdstica. La inversa de
la matriz P se utiliza como matriz de transformacién del modelo original dado que:

Q = PP
Qfl — (PP/)fl — (P/)flpfl
plopeyt = plPPI(PYT =1
Premultiplicando el modelo por P~ obtenemos el siguiente modelo transformado:
—1 o -1 —1 * * *
P Y=P ' XpB+P u<=Y"=X"F+u
Y™ X* u*
Este modelo transformado tiene perturbaciones, u*, esféricas, es decir, de media cero, varianza
constante y covarianzas cero:
E(w) = E(P'u)=P'E(u)=0
E(w ) = E(Pud(PY)) =P E@d)(P) =
2P lQpPY =2p PP (P! =l

Por lo tanto, en el modelo transformado se cumplen las hipdtesis basicas, y el estimador MCO ten-
drd las propiedades habituales de linealidad, insesgadez y varianza minima. Si definimos el estimador
de MCO en el modelo transformado, y sustituimos las matrices transformadas por su expresion en
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términos de las variables originales del modelo, obtenemos la expresién del estimador de Minimos
Cuadrados Generalizados, MCG, en el modelo de interés. Asi:

Buco = (X*X*)'x*¥y* = (2.2)
= (X'(P)'PIX)IX (P Py =
= (X'Q'X)'X'Q7Y = Buca (2.3)

Si © (6 X en su caso) es conocida el estimador es inmediatamente calculable.

e Criterio de estimacion y funcion objetivo:
El estimador de MCG dado por la expresién (2.3) puede ser obtenido minimizando la siguiente
funcién objetivo:

Mﬁm a0 ta= Mgm Y -X3)Q (Y -XB)= Mﬂjn(Y* — X*B)(Y* — X*(3)

Utilizando las condiciones de primer orden podemos derivar el sistema de ecuaciones normales

X' QY = 3(X'Q1X)~! de donde obtenemos fyce = (X' Q1X)1X'Q1y.

2.3.1. Propiedades del estimador de MCG

Como ya se ha dicho el estimador de MCG es un estimador lineal, insesgado y de varianza minima
en muestras finitas, en muestras grandes es consistente y eficiente asintéticamente. Las propiedades
del estimador MCG podemos demostrarlas alternativamente en el modelo transformado utilizando
la expresién (2.2) o en el modelo original utilizando la expresién (2.3).

e Lineal: dado que X y  son no estocasticas el estimador MCG es lineal en la perturbacion
u, ya que se puede expresar como una combinacién lineal del vector de perturbaciones u y la
matriz de constantes no estocéastica C' = (X 0lx )X "0, siendo u lo tnico aleatorio de
su expresion:

Buce = (X QX)X QY =+ (X' QX)X Q@ lu= 8+ Cu
e Insesgado: Dado que X y 2 son no estocasticas y E(u) = 0 el estimador MCG es insesgado:

E(Buce) = B+E[(X QX)X Q] =
= A+ X Q' X)X Q' Ew) =4
e Matriz de varianzas y covarianzas:
V(Buca) = El(B-E(B)(B-EB)]=E[B-B)B-5)]

E(X' Q' X)X 0w/ QX (X' Q71 X))
(X0 X) X' QT Ewd) QT X (X'Q X))

= X' o'x)y' X' o ool x(x'0lx)!

= (X' 'x)!
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Cuando E(uu') = 0%Q # I y Q es conocida, el estimador MCG de 3 es el de menor varianza
entre los estimadores lineales e insesgados.

Distribucion en muestras finitas: Bajo el supuesto de normalidad de las perturbaciones,
u ~ N(0, 02Q), tenemos que

Buce ~ N(B, o*(X Q7 1X)™)

Consistente: Podemos demostrar la consistencia del estimador mediante las condiciones su-
ficientes de gonsistencia:

Sea plim = =G, finita, semidefinida positiva y no singular, entonces
lim E(Bvca) = B
T — oo

lim V([?Mc(;) =  lim —
— 00 T

o2 (X'QLX
T =00 T

—1
) =0xG1'=0

luego plim [;MCG = f3, con lo que el estimador es consistente.
Distribuciéon Asintética: Dado que
plim Sycq = 8= Buce —— 8= (Buce — B) == 0

el estimador tiene una distribuciéon degenerada en el limite, por lo que buscamos la distribucién
asintética para VT (Byca — B)

. X0 x\ ! X0 1y
VT (Buce — B) = < - ) Nix
En el modelo original el teorema de Mann-Wald no se puede aplicar, por lo que demostrar
la consistencia es un poco més costoso que si lo hacemos en el modelo transformado. En
el modelo transformado las perturbaciones son esféricas y X* es no estocdstica por lo que
podemos aplicar el Teorema de Mann-Wald. Vamos a mostrar como utilizarlo en la obtencién
de la distribucién asintética de BMC’G-

i) Sea u* ~ iid(0,0°1)
ii) Sea E(X*u*)=X*FE(u*) =0 ya que X* es no estocéstica,

/

iii) Sea plim <X* X*) = @Q* =G finita y no singular

T

Entonces se cumplen los dos resultados siguientes:
. X _
1. plim (T) =0

2. X\;j_{‘* 4, N(0, 02G)
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por lo que de Mann-Wald, y utilizando el teorema de Cramer, tenemos

! yrx 1o .
VT (Brco — B) = (XTX ) X\/%L 4, N(0, 02G™Y)

de donde

XKT4X>‘1XKT4u J

\/T(BMCG —-pB) = < T T £ N(0, o*G7h

X'Q°lx
.

con G = plim

2.3.2. Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de BMCG

El estimador de MCG es lineal, insesgado y de varianza minima. Cuando E(uu') = 0?Q, a pesar de
que € sea conocida, en general o2 serd desconocida y su matriz de varianzas y covarianzas habré de
ser estimada. Un estimador de V(8yc¢) insesgado y consistente es

V(Buca) = 63ca(X'Q7X) ™ = 6306(X 7 X*) 7
siendo

~7 —1 ~ ~Ax! A
&2 _ uMCG Q UMCG _ u* u*
McG T-K T-K

Puede resultar ttil tener las expresiones anteriores en términos de las variables del modelo tal que:

52 = i _ - X*Buce) (V* = X*Buca) _ YXY* = Beq X Y*
Mca TR - e
52 Ao ice
oMmMeG = T K =
_ (Y - XBMCG),Q_I(Y — XBMCG) - Y'Q-ly — B;WCGX/Qily
E T-K B T-K

Ejercicio 2.1 En el modelo Y = X3+ u donde E(u) = 0, E(uu') = 0?Q con Q conocida y X es
no estocastica. Demostrar la consistencia del estimador MCG utilizando el modelo transformado y
el Teorema de Mann-Wald.

Ejercicio 2.2 FEn el modelo Y = X3 + u donde E(u) =0, FE(uu') =23, ¥ conocida y X es no
estocastica. Se pide:

1. Escribir la funcién objetivo. Obtener las ecuaciones normales y derivar el estimador MCG.
2. Demostrar sus propiedades en muestras finitas y asintoticas.

3. Obtener su distribucion en muestras finitas y asintéticas.
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Ejercicio 2.3 En el modelo Y; = (61 + B2X; +u; ¢ = 1,...,20 donde X es no estocéstica,
E(u;) = 0Vi, Var(u;) = 02X;, y Cov(uuj) =0 Vi # j. Se pide:

1. Escribir la funcién objetivo.

2. Obtener las ecuaciones normales y derivar el estimador MCG de (1 y fa.

2.4. Método de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles (MCGF)

Hasta ahora hemos supuesto que conociamos 2 0 ¥ en E(uu/) = 020 = X, pero en la practica la
mayoria de las veces Q0 (o X) son desconocidas. En este caso el estimador MCG no es directamente
calculable ya que en su expresién aparecen estas matrices. La solucién habitual es sustituir Q (o X)
por una estimacién suya en la expresién del estimador de MCG. Este es el estimador de Minimos
Cuadrados Generalizados Factibles, MCGF":

Bucer = (X'Q7'X)'X'Q7 Y (2.4)

Notar que sustituir £ por una estimacién suya implica hacer un supuesto de comportamiento, es
decir, suponer una forma funcional para los elementos de 2 que son desconocidos. Una vez supues-
ta una forma funcional, que en general dependera de un conjunto de parametros desconocidos y
variables exégenas, es necesario estimar esos parametros desconocidos?. Cémo proponer una forma
funcional para los elementos de €2 y como estimar los parametros desconocidos de esta forma fun-
cional es algo que se vera en los temas siguientes, con cada caso en concreto, heterocedasticidad y/o
autocorrelacion.

Ahora vamos a limitarnos a estudiar las propiedades del estimador MCGF una vez supuesto que
hemos sido capaces de proponer una forma funcional sensata a la informacién disponible sobre el
comportamiento de las varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones. Ademaés, hemos sido
capaces de estimar de forma consistente los pardametros desconocidos de los que dependen estos
momentos. Es decir, disponemos de Q estimador consistente de 2.

2.4.1. Propiedades del estimador de MCGF

Bajo el supuesto de que las varianzas de las perturbaciones se han modelado correctamente, el
estimador MCGF en muestras finitas es un estimador no lineal y sesgado en general, su distribucién
en muestras finitas no es conocida. En muestras grandes, bajo ciertas condiciones de regularidad, y
si € es un estimador consistente de Q, el estimador MCGF es consistente, asintéticamente eficiente
y tiene distribucién asintética conocida.

e Linealidad: El estimador MCGF no es lineal en «.

Bucer = 6+ (X'Q71X)7HX'Q )

4E] nimero de pardmetros desconocidos es limitado ya que en otro caso no se podrian estimar los K coeficientes 3
del modelo y los T(T + 1)/T elementos desconocidos en la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién con
T observaciones.
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En la expresion del estimador MCGF aparecen u y £2, ambas son variables aleatorias, ya que €2
que ahora es un estimador, luego es una matriz estocéastica. Por tanto, Gycqr es una funcién
no lineal de u y €.

e Insesgadez y matriz de varianzas y covarianzas: En general el estimador de MCGF es
sesgado:

E(Bucer) = 6+ B(X'Q7'X)"(X'Q )] # 8

Para determinar E[(X'Q~1X)~1(X’Q~'u)] necesitamos conocer la distribucién conjunta de
las variables aleatorias en Q y en u. En general E[(X'Q™1X)" (X' 'u)] # 0 y por tanto
E(fymcar) # 8. Ademas, V(Byvcar) = Elfucar — E(Bucar)[Bucar — E(Bucar)] es
una expresion dificil de obtener analiticamente. Las propiedades en muestras finitas y la dis-
tribucién exacta del estimador MCGF son desconocidas. Por lo tanto, en muestras finitas su
comportamiento es dificil de comparar con el de MCO e incluso puede ser peor.

e Counsistencia: Bajo ciertas condiciones de regularidad, y si Q es un estimador consistente de
Q, el estimador MCGF es consistente, plim By cqr = 5.

e Distribucién asintética: En general si las condiciones anteriores se satisfacen el estimador

MCGEF es asintéticamente equivalente al estimador MCG y su distribucion asintética coincide
y por tanto es asintéticamente eficiente dentro de esta clase. Asi, se puede demostrar que

VT (Bucar — 8) -2 N(0, o°G7Y)

X'Qlx
T .

con G = plim

2.4.2. Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de By;cgr

Cuando E(uu') = 0?Q y decimos que €2 es desconocida en realidad nos estamos refiriendo a que 22
es desconocido. Parece complicado ser capaces de establecer que E(uu’), que es desconocida, tiene
un elemento comin, o factor de escala, a todos sus elementos que también es desconocido y distinto
de Q. Lo l6gico es pensar en E(uu') = X, ¥ desconocida. Un estimador consistente de V (Baroar)
es V(Bucar) = (X'S71X)7L,

Sin embargo, y por si fuera el caso de que, siendo € desconocida existe este factor de escala o2,

también desconocido en F(uu’), un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas
. soe . 505 ~92 16—1 —1 -

asintdtica del estimador de MCGF es V(Bycar) = 63;00p (X' Q7 X) ™" siendo

, ~

N -1
Upca

I UMCGF
T - K

~92 A 5
OMCGF = y tmcer =Y — XBucar

Es importante recalcar que la propiedad de consistencia es invariante a tener en el denominador
(T—K)oT.
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Ejercicio 2.4 En el modelo Y = X3 + u donde E(u) =0, E(uu') =X, ¥ desconocida y X es
no estocdstica. Se pide:

1. Escribir la expresiéon del estimador MCGF.
2. Demostrar sus propiedades en muestras finitas y asintéticas.

3. Obtener su distribucién asintdtica.

2.5. Contrastes de restricciones lineales

Una vez hemos estimado los coeficientes del modelo de manera apropiada estaremos interesados en
realizar contraste de hipdtesis. Vamos a ver como realizar contrastes de restricciones lineales sobre
el vector # en el MRLG con perturbaciones no esféricas.

Sean las hipétesis nula y alternativa para el contraste de ¢ restricciones lineales:
H() : Rﬁ =T
H,:RB#r

donde R es una matriz (¢ x K) y r es un vector de dimensién (¢ x 1), siendo ¢ el nimero de
restricciones lineales a contrastar.

e Estadisticos basados en el estimador de 3 por MCG.
En este caso
Y=X0+u u~N(0,0%Q) y Q esconocida

el estimador MCG es lineal en u, insesgado y de varianza minima, su distribucién en muestras finitas
es:
Buca ~ N(B,0*(X'Q71X)™)

Estadisticos de contraste y distribucion asociada:

Para g =1
RByca —T  Hy y
— ~ UT-K)
\/ RV (Buca) R
luego
RByce — Ho
~ tr-K)

6\/R (X' X) R

Si el valor muestral del estadistico, t, es tal que t < t(p_ K)|g no rechazamos la Hy para un nivel de
significacion a.

30



Meétodos Econométricos y Andlisis de datos

Parag>1

1 m,

(RB — 1) [RV (Brcc) R (RG —1) -~ Flarx

luego R R
(RByca —r) [R(X'Q'X) 'R (RBuca —1)/q Hy

6—2

F(qufK)

Si el valor muestral del estadistico, F, es tal que F < F{, 7_k)|o no rechazamos la Hy para un nivel
de significacién a.

Ejercicio 2.5 Sea el modelo:
Y=XF+u u ~ N(0,0%Q) 2 conocida y X no estocdstica

Escribe el estadistico general y distribucién asociada para el contraste de g restricciones lineales en
el modelo transformado. Detalla cada uno de sus elementos y la regla de decisién.

Ejercicio 2.6 En el modelo Y; = 61 + (2 X9; + #3X3; +u; ¢=1,...,500 donde X5 y X3 son no
estocdsticas, E(u;) = 0 Vi, Var(u;) = 02Xo;, y Cov(u;u;) = 0Vi # j. Se pide:

1. ;Coémo estimarias eficientemente (31,82 y (837 Describe claramente el método de estimacién
y escribe la forma matricial del estimador completando todos los elementos de las matrices
implicadas.

2. ;Como contrastarias la significatividad individual de la variable Xy;7 Escribe la hipdtesis nula,
la alternativa y el estadistico de contraste junto con su distribucion.

3. ;Como contrastarias Hy : b2 + 3 = 27 Escribe la hipdtesis nula, la alternativa y el estadistico
de contraste junto con su distribucién.

4. ;Como contrastarias la hipdtesis compuesta Hg : B3 = 1y B3 = 27 Escribe la hipdtesis nula,
la alternativa y el estadistico de contraste junto con su distribucion.

e Estadisticos basados en el estimador de 3 por MCGF.

En este caso

Y=X0G+u u~ N(0,%) Y. desconocida, pero estimable consistentemente

El estimador de MCGF, Bycar = (X'S71X)"1(X'S71Y), es un estimador no lineal y en general
sesgado, cuya distribucion en muestras finitas no es conocida. En muestras grandes es un estimador
consistente si 3 es un estimador consistente de X. Su distribucién asintética es:

VT (Bucar — B) ~5 N(0,G™Y)
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Los estadisticos de contraste y distribucién asociada utilizando como estimador de G—! = plim [%X 'YX ] -
a TV (bucar) = T(X'S71X) ™! son,

para g =1

Mwcor 21 444 (o,
VR (XEX) 1R

para g > 1

R o o .
(RBurcar —r)'[ R (X'S7'X)™N R " (RBarcar —r) ©0 X5

Las reglas de decisién son las habituales.

e Estadisticos basados en el estimador de 3 por MCO y un estimador robusto a hete-
rocedasticidad y/o autocorrelacién de V (Bnrrco)

En presencia de perturbaciones no esféricas, el estimador Minimo Cuadratico Ordinario es lineal,
insesgado y consistente, pero no es de varianza minima. Su matriz de varianzas y covarianzas se
define V (Brrco) = 02(X'X) 1 X'QX (X'X)~1. Un estimador de la matriz de varianzas y covarianzas
del estimador MCO es \7(3 Vvco) = 62(X' X)L Utilizar este estimador para hacer inferencia cuando
hay heterocedasticidad y/o autocorrelaciéon no es adecuado. Los estadisticos ¢ y F habituales para
hacer inferencia sobre (8 definidos en base a este estimador de la matriz de varianzas y covarianzas
de BMCO son inapropiados ya que es un estimador sesgado e inconsistente.

La dificultad que entrania el conocimiento de §2, o ¥ en su caso, hace interesante el poder contar
con un estimador de V(BMCO) consistente y robusto a la posible existencia de heterocedasticidad
y/o autocorrelacién para de esta forma derivar estadisticos vélidos, al menos asintéticamente, y
contrastar hipétesis sobre el vector de coeficientes 3 utilizando B MCO-

Supongamos que ?(BMCO)Cmsisteme es la estimacién consistente de V(B vco) de la que hablamos.
Dado que el estimador MCO es consistente podemos utilizarlos conjuntamente para hacer inferencia
asintética véalida. En este caso el estadistico valido para realizar contraste de hipotesis de la forma
Hy : RG =r y su distribucién asintética asociada bajo la hipotesis nula son:

- =~ - _ 5 d,H
(RBryco — 1) (R V(Brco)consistente B) " (RBryco — 1) == X2

Siendo q el nimero de restricciones de contraste. Para ¢ = 1 podemos escribir el estadistico anterior
como:

RByco — 1 d,Hy

! L1y N (0,1)
\/R V(ﬂMCO)C’onsistente R

Las reglas de decision son las habituales. En los temas siguientes veremos que esta matriz robusta
a heterocedasticidad y/o autocorrelacion existe y puede ser calculada.
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2.6. Ejemplo: Sistemas de Ecuaciones

En ocasiones necesitamos estimar un sistema de ecuaciones. Vamos a ver diferentes posibilidades
de estimacion de un sistema como ilustracién del tema de perturbaciones no esféricas y a la vez,
mostraremos como realizar el contraste de cambio estructural o de Chow.

Tlustraremos esta seccién utilizando uno de los ejemplos vistos al comienzo del tema. Supongamos
que queremos estimar la demanda de automéviles Y como una funciéon de la renta X, utilizando
datos microeconémicos sobre gastos de las familias en dos nucleos geograficos distintos, nicleo
urbano y ntcleo rural.

La funciéon de demanda para las familias del ntcleo urbano es:
Yi=a1+ 0 Xy +uy; < Yy =X101+u siendo ule(O,a%INl) i=1,...,N;
La funciéon de demanda para las familias del nticleo rural es:

}/éj:a2+bQX2j+UQj <— Y5 = X902+ uy siendo UQNN(O,O_%INQ) 7=1,....Ng

Podemos escribir el siguiente sistema de ecuaciones:

i|_| X1 O A u _
AR RO o
Y = X 6+ U

((N1 =+ NQ) X 1) ((N1 —|—N2) X 4) (4 X 1) ((Nl +N2) X 1)

Suponemos que X es no estocastica. El vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas del

20~ Lot | = 0]

((N1+ N2) x 1)

vector de perturbaciones u son:

E(ud = [ ] 2 ]
(N1 + NQ)(X (J)v1 + N2)) E(uguy)  E(ugus)

En el sistema de ecuaciones anterior no hay relacién entre los coeficientes de las dos ecuaciones. En
cuanto a la estructura de E(uu’), podemos distinguir tres situaciones:

1. E(uiu}) = o?ly,, E(uguly) = 021y, con 0? = 02, es decir, homocedasticidad entre ecuaciones

y E(ujuy) = E(ugu)) = 0 lo que implica que no hay relacién entre las perturbaciones de las
dos ecuaciones.

2. E(uiu}) = 0?In,, E(ugub) = 031y, con 0? # 03, es decir, heterocedasticidad entre ecuaciones,
y E(uiuby) = E(ugu)) = 0.

3. Ecuaciones aparentemente no relacionadas E(ujub) = E(usu}) # 0.

Dado que no existe relacion entre los coeficientes de las dos ecuaciones, el método mas adecuado
para estimar un modelo Y = X + u depende de la estructura de E(uu’).
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2.6.1. Ecuaciones no relacionadas con varianza comun

Sean las ecuaciones:
Y1 = X181 +u1  Nj obs.

Yo = XofB2 +us Ny obs.

En principio 81 y (2 son distintos, como nada relaciona a las dos ecuaciones podriamos pensar que
ganamos en eficiencia utilizando toda la informacién conjuntamente y por ello deberiamos estimar

conjuntamente el modelo. Dado que 0% = 05 y E(ujub) = E(ugu}) = 0 tenemos que

o2y 0 oIy 0
Bluad) = { 10 1 o3 ln } - { 0 1 o?ly } = e,
2 2

El modelo puede ser estimado por MCO que seréd lineal, insesgado y de varianza minima. Se puede
probar que dado que no hay informaciéon comun entre las ecuaciones, es decir, dado que X es
diagonal por bloques y F(ujub) = E(ugu}) = 0, la estimacién del modelo conjunto por MCO es
equivalente a estimar cada ecuaciéon por separado por MCO. La estimacion conjunta no gana en
eficiencia, por tanto estimaremos las ecuaciones por separado por MCO.

Ademis, 62

es insesgado y consistente:
N A A
"2 wu o ujul + UuxUa

:N—K_ Nk donde N=Ni+ Ny yv K=K+ K>

e Contraste de cambio estructural o de Chow: Se llama contraste de cambio estructural al
contraste de que todos o algunos de los coeficientes que corresponden a las mismas variables en
las dos ecuaciones son iguales. Supongamos que queremos contrastar la igualdad de ordenadas y
pendientes o lo que es igual cambio estructural total:

{Hoi a1 =azy by = bo <:>{Hoi B1 = P2
H,: a1 #axy/ob # by Hy: (1 # B2

Hay dos formas alternativas de realizar el contraste:

e Alternativa 1: Con el estadistico:

(RBarco — 1) [RIX'X) 'R (RBaco —1)/q Hy

F = > F(q, N - K)
donde
ai
10 -1 0]]|n 0 B B
Ro=r=141 o —1] as _[0] ¢=2 k=4
ba
oA i + dbi

Regla de decision:
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e Si F < F{4 N—K)|a 1O Techazamos la Hy para un nivel de significacién a y concluimos que
no existe cambio estructural.

e Si F > F(, N—K)|o Techazamos la Hp para un nivel de significaciéon « y concluimos que

existe cambio estructural.

e Alternativa 2: Con el estadistico

donde @' es la SCR del modelo no restringido (2.5) tal que @4 = @}a; + Ghty y Ui, es la
SCR. del modelo restringido siguiente:

Y1 . X1 (75}
e =[5 e &
Dado que hemos supuesto que E(uu') = 0?Iy, 1, €l modelo restringido se estima por MCO.

Esta estimacién no es equivalentemente a estimar por MCO ecuacién por ecuacién, ya que su
matriz de regresores no es diagonal por bloques.

2.6.2. Ecuaciones no relacionadas con varianzas distintas

Sean las ecuaciones:

Y1 = X161 +u;  Np obs.
Yo = X982 +ug Ny obs.

Dado que 0? # 03 y E(ujub) = E(ugu}) = 0 tenemos que

o?ly, 0

Bled) = [ 0 031y, ] = D(N;4Ng) x (N1 +N2)

Suponiendo ¢} y o3 conocidas, el modelo debiera ser estimado por MCG. Sin embargo, este proce-
dimiento coincide con estimar por MCO ecuacién por ecuacién, ya que no existe relacién entre los
coeficientes de ambas ecuaciones, X es diagonal por bloques, E(uu') también lo es y hay homoce-
dasticidad dentro de cada ecuacién.

R o B X/ X)Xy, 5
,8 oG = X/E IX IX/E 1Y: |:< 1 B 1 — R
mog = ) (X5X) 1 X5% | = | 6 | o
2 / —1
A - Iv—1vy—1 Ul(Xle) 0
V(uea) = (rz-ix)t = | BT L D

En este caso la estimacién del modelo conjunto por MCG no mejora la eficiencia con respecto a
estimar cada ecuacién por separado por MCO, por tanto estimaremos las ecuaciones por separado.
Ademas, el resultado de estimar (3 es independiente de que conozcamos o no a% y 0’% .
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e Contraste de cambio estructural o de Chow:

{Hoi ar =azy by = by E){Hoi B = [
H,: a1 #axy/oby # by Hy: (1 # B2

Una forma de realizar el contraste es utilizar el estadistico:

(Rica 1) ROV R] ™ (R 1) 4

donde
ai
(10 -1 0]|MW 0 B B
Ro=r=191 o —1] as [0] ¢=2 k=4
bo

con la regla de decisién habitual.

e Si 07 y 03 son desconocidas es necesario estimarlas. El estimador de los coeficientes en el modelo
conjunto seria el de MCGF tal que:

Bucar = (X'STIX) XSy

Estimar Y implica estimar a% y ag; un estimador consistente de O'Z-2 1 =1, 2 seria:

Al o~

~2 _ Ut oo / 3 ! 1 3
o] = U U] = Y1Y1 — /817M00X1Y1 Uy = Yl - Xl/gl,MCO
“1
1’ ﬂg !
~92 2 ~l A~ / A / ~ A
o= Uty = Y3Ya — By prooXsYe G =Ya — Xofanco

Notar que en cada ecuaciéon por separado hay homocedasticidad y no autocorrelacion.

2.6.3. Ecuaciones aparentemente no relacionadas

Si un conjunto de ecuaciones se relacionan inicamente por los términos de perturbacion reciben el
nombre de Ecuaciones Aparentemente no Relacionadas. Sea el sistema de ecuaciones

Y1 =Xi1f1+u1 Nobs
Yo = X905 +us N obs

Un supuesto sencillo acerca de la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas seria:

o E(ujuy) = o3ly E(ugub) = 031y, homocedasticidad y no autocorrelaciéon dentro de cada
ecuacion.

o E(uuh) = E(ugu)) = o12ly, correlacién contempordnea entre las perturbaciones de las
ecuaciones.
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2
o1In o12lN

BE(ud) = [

=X

En este caso ganamos en eficiencia si estimamos el modelo conjunto (2.5). Si 02, 02, 12 son conoci-
das estimaremos por MCG. Si son desconocidas el modelo conjunto debiera estimarse por MCGF.
Podemos encontrar estimadores consistentes de estos pardmetros utilizando los residuos MCO de
estimar cada ecuacion por separado:

/\, A
~2 Uujuy N / A1 / N A
o1 = N uiul = Y1Y1 — 51,MCOX1Y1 uy = Yi — XI/BI
/\/ A~
~2 UgU2 N / Al / ~ 2
i)ty
012 =
N
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