Tema 4

Autocorrelacion

4.1. EIl concepto de autocorrelacion y su modelizacion

4.1.1. Introduccién

Este tema aborda el problema de autocorrelacién, una caracteristica que puede presentar el término
de error de un modelo econométrico y que se manifiesta con mayor frecuencia al tratar con datos
observados a lo largo del tiempo. Este tipo de datos, llamados datos de series temporales, son
observaciones de una variable recogidas a lo largo del tiempo (dias, meses, trimestres, anos etc.)
de cierta unidad econémica (empresa, consumidor, regién, pais etc.). Estos datos presentan un
ordenamiento natural, ya que las observaciones estan ordenadas de acuerdo al momento del tiempo
en que han sido observadas.

Es probable que a la hora de explicar el comportamiento de una variable observada en el tiempo, se
tenga que tener en cuenta que sus observaciones puedan estar correlacionadas a lo largo del mismo.
Por ejemplo, el consumo de una familia en un ano es probable que esté correlacionada con el consumo
del ano anterior ya que en media, ceteris paribus, esperariamos que una familia no cambiara mucho
su comportamiento en su consumo de un ano a otro. Esto implicaria posiblemente, introducir en
el modelo para explicar el consumo de un ano, por ejemplo, el consumo del afio anterior. También
podemos considerar que un cambio en el nivel de una variable explicativa, por ejemplo la renta de
esa familia en un ano, tenga efectos sobre el consumo en anos sucesivos. Una forma de tener en
cuenta esto serfa introducir como variable explicativa del consumo en un ano no sélo la renta de ese
ano, sino la renta de anos anteriores.

Finalmente, ademas de factores observables cuya influencia en el consumo se distribuye a lo largo del
tiempo, podemos tener factores no observables recogidos en el término de perturbacién del modelo
cuya influencia se mantiene durante varios periodos presentando lo que se llama autocorrelacién o
correlacion serial en el tiempo.

Como vemos, hay distintas formas de introducir en un modelo efectos que se distribuyen a lo largo
del tiempo. Podemos introducir retardos tanto de la variable endégena, por ejemplo Y;_1, como
de ciertas variables explicativas, X;_j,7 = 1,...,J, o modelar el término de error u; en funcién
por ejemplo de su propio pasado u;—j,7 = 1,...,p. Esto es, lo que se conoce como especificacién
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dindmica del modelo. En muchos casos es necesario reflexionar sobre esta especificacién y saber
asignar a qué parte, sistematica o de perturbacion, corresponde. Una mala especificacién dinamica o
simplemente funcional de la parte sistematica de un modelo, puede llevar a detectar autocorrelacion
en el término de perturbacién.

En este tema estudiaremos como detectar la presencia de correlacién serial en el término de error,
analizar cudl puede ser la fuente de este problema y si no es un problema de mala especificacion,
como recoger en el modelo esta caracteristica dinamica en el término de error. También estudiaremos
las implicaciones de la existencia de autocorrelacion en los métodos de estimacién alternativos y en
los contrastes de hipdtesis sobre los parametros de interés del modelo. En un tema posterior nos
ocuparemos de la dindmica en la parte sistematica.

4.1.2. Procesos Autorregresivos y de Medias Mdviles

Normalmente se considera como autocorrelacién en el término de error de un modelo correctamente
especificado en media, al incumplimiento de la hipdtesis bésica E(uius) =0 t # s. Esto implica que
puede existir relacién entre pares de perturbaciones wuy, us, de forma que no todas las covarianzas
entre perturbaciones de distintos periodos de tiempo van a ser cero.

Una forma de recoger este comportamiento es proponer que las perturbaciones siguen algun tipo de
proceso estocdstico, tal que sus realizaciones estan correlacionadas en el tiempo. Vamos a ver dos
tipos de procesos, los llamados procesos autorregresivos (AR) y los de medias méviles (MA).

En general, un proceso o modelo Autorregresivo de orden p, que denotamos como AR(p), se define
como un modelo de regresion lineal donde la variable dependiente es el término de perturbacién y
los regresores son sus propias realizaciones pasadas esto es:

Up = PLU—1 + ... F PpUi—p + &
donde &; ~ iid(0,02), y se conoce como un ruido blanco. Un proceso o modelo de medias méviles
de orden ¢, que se denota como MA(q), también se representa como un modelo de regresién lineal
donde la variable dependiente es el término de perturbacién, pero los regresores son las realizaciones
presente y pasadas de la innovacién o ruido blanco ;.

up = 01641+ ...+ eqét_q + &
La combinacién de ambos procesos serfa un modelo ARMA((p,q).
La matriz de varianzas y covarianzas de las perturbaciones, €1, es distinta para cada proceso y bajo

ciertas condiciones depende de pocos parametros, que seran los coeficientes del modelo AR o MA y
la varianza de e;. Lo veremos con dos casos particulares: los procesos AR(1) y MA(1).

Proceso AR(1): Up = PUt—1 + & e, (0,02) lp| < 1 (4.1)

Es el proceso mas habitual y simple para modelizar autocorrelaciéon en el término de error de
un modelo de regresién adecuadamente especificado, en especial cuando los datos son de frecuencia
anual. Sustituyendo recursivamente podemos expresar u; como una combinacién lineal de los valores
pasados y presente de e:

(o]
Up = pup_1 + & = pPUp_o + per_1 g = = ZPJQ—]’
§=0
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Las propiedades de este proceso son las siguientes:

E(uw) = EQ_pej) =) pEe;)=0
=0 =0

o0 (o]
E(wf) = EQ _pea)?=) pYE(E ) =c(1+p+p" +0°+...)
=0 =0

por lo que si |p| < 1:

2 oz
14 =0, = Vi
ar(uy) = oy, -
Ademas,
E(uui—1) = El(pue—1 + et)ue1] = pE(ui_y) + E(ui—1e¢) = po,
E(uu—s) = El(pus—1 + er)ur—s] = pE(u—1ur—2) + E(up_ses) = p’os,
En general, FE(uju;_s) = p°o2 y por lo tanto:
T 0 2 pT=1 1]
T
E(uu) = —= P P 1 P 4.2
() = %5 _ | (4.2
| Tl T2 T 1

Es decir, bajo el modelo AR(1) con el pardmetro |p| < 1, el ntimero de pardmetros contenidos en
E(uu') es solamente dos, 02 y p. Esto es conveniente a la hora de tener que utilizar un método de
estimacién que requiera estimar esta matriz de varianzas y covarianzas.

Como se puede apreciar, la correlacion entre perturbaciones no es cero para ningun retardo, aunque
a medida que estdn méas alejadas entre si, dado que |p| < 1, esta autocorrelacién va disminuyendo.

Si 0 < p < 1, todas las covarianzas, y por tanto las correlaciones, son positivas. Esto indica que el
efecto de un shock positivo se mantiene en el tiempo con el mismo signo, aunque cada vez sera de
menor magnitud. Si este signo cambia por un nuevo shock &; entonces también se mantendra en
el tiempo el signo negativo. Por lo tanto, las realizaciones de un proceso AR(1) con coeficiente
positivo, mostrara una serie temporal con observaciones consecutivas agrupadas del mismo signo.
Cuanto maés cercano a uno sea el valor de p més tardard en general en cambiar el signo.

Si —1 < p < 0, las covarianzas, y por tanto las correlaciones, alternan el signo siendo positivas
entre perturbaciones separadas un ntimero de retardos par y negativas entre aquellas separadas un
nimero de retardos impar. Esto indica que el efecto de un shock positivo tendera a asociarse con
un siguiente error de signo negativo y este con uno positivo, aunque cada vez de menor magnitud.
Por lo tanto, las realizaciones de un proceso AR(1) con coeficiente negativo mostraran una serie
temporal con observaciones consecutivas que alternan el signo. Cuanto mas cercano a uno en valor
absoluto sea el valor de p, més se mantendra la alternancia del signo y su magnitud.
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Ejercicio 4.1 Escribe de forma general, sin restricciones sobre sus parametros, la matriz de va-
rianzas y covarianzas del vector de perturbaciones F(uu’) para T' = 10. ;Es una matriz simétrica?
i Cuantas parametros desconocidos tendrias que estimar? ;Y si supones que la perturbacién sigue
un AR(1) con |p| < 17

Los siguientes graficos ilustran la diferencia entre las realizaciones en el tiempo de un proceso que es
ruido blanco es decir, sin autocorrelacién (u; = £;), versus otras que siguen un AR(1) con coeficiente
positivo (u; = 0,95u;—1 + &) o negativo (uy = —0,95us—1 + &¢).

Figura 4.1: Ruido blanco p =0

Ruido blanco (var=0.16)

0.5

0.0

Residuos

-0.5
1

-1.0
1

Proceso MA(1): up = Oei_1 + &4 e X (0,02) (4.3)

Las propiedades de este proceso son las siguientes:

E(ut) = 9E(€t_1) + E(€t) =0

E(}) = E(0g_1+¢e)?=0%E(c? )+ E(?) + 20E(eie-1) = 02(1 + %) = o2

Es decir, las perturbaciones que siguen un MA (1) tienen media cero y varianza constante. Ademas:

E(Utut_l) = E(@Et_l -+ Et)(HEt_Q + St_l) = 90'52
E(upui—2) = FE(Oci—1+¢e¢)(0ei—3 +e1—2) =0
E(uwui—s) = 0 sis>2 y por lo tanto:
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Residuos

Residuos

Figura 4.2: Proceso AR(1) con p = 0,95

AR(1) con coeficiente positivo 0.95
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Figura 4.3: Proceso AR(1) con p = —0,95

AR(1) con coeficiente negativo -0.95
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1 1 | 1
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E(uu) = o?

[ 1462 0 0
0 1+ 62 0
0 0 1+ 62
0 0 0
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Ejercicio 4.2  Calcula la matriz de varianzas y covarianzas si consideramos escribir el proceso
iid . . .

MA(1) de la forma u; = g; — 641 donde g; ~ (0,02). ;Si llamamos § = —d, obtienes lo mismo que

antes?

Bajo el proceso MA(1) la matriz E(uu’) depende también de dos pardmetros, o2 y 6. A diferencia
del proceso AR(1), las covarianzas entre perturbaciones solamente se mantienen distintas de cero
entre aquellas separadas un periodo, siendo el resto igual a cero. Esto indica que si 6 es mayor
que cero, el efecto de un shock positivo en un periodo tiende a mantenerse en el tiempo con el
mismo signo solamente por un periodo, siendo luego igual de factible que la realizacién sea positiva
o negativa dependiendo del shock e de ese periodo. Si el valor de 0 es negativo la alternancia sera de
positivo a negativo en el siguiente periodo o de negativo a positivo.

Los siguientes gréficos ilustran las realizaciones en el tiempo de un proceso MA(1) positivo (u; =
0,95¢4—1 + &¢) y de un MA(1) negativo (uy = —0,95e4_1 + &¢).

Figura 4.4: Proceso MA(1) con 6 = 0,95

MA(1) con coeficiente positivo 0.95

0.5 1.0

Residuos
0.0

En los graficos podemos observar que las series generadas por procesos con autocorrelacién de
orden uno positiva tienden a ser mas suaves que las series temporales generadas por procesos
con autocorrelacion de orden uno negativa. Los procesos autorregresivos tienden a acentuar esta
caracteristica relativamente a los de medias méviles. Procesos de mayor orden o combinaciones de
estos dos procesos son mas dificiles de detectar con un simple grafico de la serie temporal. Otro
tipo de técnicas de identificacion de estos procesos son los llamados gréficos de autocorrelacién o
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Figura 4.5: Proceso MA(1) con 8 = —0,95

MA(1) con coeficiente negativo —0.95

Residuos
-0.5 0.0 05
| | |

-1.0
1

correlogramas simple y parcial.

4.2. Contrastes de autocorrelacién y analisis de residuos

Las perturbaciones no son observables, por lo que los residuos serdn nuestra aproximacion a estas
variables tanto en el andlisis grafico como en los contrastes estadisticos. Al igual que en el tema de
heterocedasticidad podemos utilizar como preliminar a un contraste estadistico de autocorrelacion,
el grafico de la serie temporal de los residuos obtenidos de estimar por MCO la especificacién del
modelo de interés. Vamos a estudiar dos contrastes disenados para contrastar la hipdtesis nula de
ausencia de autocorrelaciéon frente a diversas alternativas de autocorrelacién en el error.

4.2.1. Contraste de Durbin y Watson

Este contraste estd disenado para contrastar la hipétesis nula de no autocorrelacion
id
Hy:p=0, w=¢ ~ (0,052)
frente a la alternativa de un proceso AR(1), donde la hipétesis alternativa puede ser
Hy:up=pup1+e 0<p<l1

o bien
H,:uy=pup—14+e —1<p<O0

El procedimiento es el siguiente:
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Se estima el modelo de interés por MCO y se calculan los residuos 4; parat = 1,...,T. El estadistico
de Durbin-Watson se calcula como:
T (a o N2
P = 2ot=2(le = Gi-1)
T »2
>oi—1 U

Se puede obtener una relacién aproximada entre este estadistico y el coeficiente de autocorrelacion

de orden uno en los residuos MCO definido como:

T A A
thz UtUt—1
T 2
Do Ui g

siendo esta relacion DW ~ 2(1 — p), por lo tanto, se puede aproximar los valores que tomara el

p=

estadistico para ese coeficiente de autocorrelacién de orden uno en los residuos.

Asi, el valor del estadistico DW esta entre (0,4). Si el valor de DW esté cercano a cero indica que
el valor de p estd proximo a 1. Si p € (0,1) entonces DW ~¢ (2,0), por lo que valores de DW de
2 hacia 0 indicaran evidencia hacia autocorrelaciéon de orden uno positiva. Si p € (—1,0) entonces
DW ~¢€ (4,2), por lo que valores de DW de 2 hacia 4 indicaran evidencia hacia autocorrelacién de
orden uno negativa.

Formalmente para realizar el contraste necesitamos conocer la distribucion del estadistico bajo la
hipétesis nula de no autocorrelacién, pero la distribucion de este estadistico DW no es ninguna de
las habituales y se demuestra que depende de la matriz X. Durbin y Watson han tabulado unas
cotas, d; (inferior) y ds (superior) de valores criticos, que permiten decidir si se rechaza la hipétesis
nula a un nivel de significacién elegido.

Procedimiento: Dado el tamano muestral 1" y el ntimero de regresores exceptuando el término
independiente K’ = K — 1, obtenemos en la tabla de valores criticos tabulados las cotas inferior d;
y superior ds para un nivel de significacion elegido.

e Si DW € (ds,4 — ds), entonces no se rechaza Hy : p = 0 frente a cualquiera de las dos
alternativas bien H, : 0 < p < 1 o bien H, : —1 < p < 0. Por lo tanto, no hay evidencia de
autocorrelacion de orden uno.

e Si DW < d; se rechaza Hy : p = 0 y hay evidencia de autocorrelacién de orden uno positiva
H,:0<p<l

e Si DW > 4 — d; se rechaza Hy : p = 0 versus la alternativa de autocorrelacién de orden uno
negativa H, : —1 < p < 0.

e Si DW € (d;,ds) osi DW € (4—ds,4—d;), el estadistico cae en las zonas de indeterminacién
del contraste, por lo que el contraste no es concluyente.

Comentarios:

e Este contraste puede detectar otros procesos AR o MA de mayor orden siempre y cuando
den lugar a residuos con una autocorrelacién de orden uno significativa. Por la misma razon
puede detectar problemas de mala especificacién de la parte sistemética del modelo. Pero el
contraste no indica cual puede ser el caso.
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e Si la autocorrelacién de orden uno no es significativa puede que este contraste no detecte
procesos AR o MA de mayor orden.

e En las zonas de indeterminacién el contraste no es concluyente. No obstante, se deberia tener
en cuenta que tampoco se acepta la hipdtesis nula de no autocorrelacion siendo cautos con
los resultados MCO especialmente en la inferencia utilizando los estadisticos t y F habituales.
Esta regién de indeterminacién es mayor cuanto menor ntimero de grados de libertad se tengan
(menor T y mayor K).

e El estadistico de DW no es fiable en modelos que incluyen como variables explicativas la
variable dependiente retardada Y;_1, Y;_2,... u otro tipo de regresor estocastico.

4.2.2. Contraste de Breusch y Godfrey

Este es un contraste mas general que el de Durbin-Watson. Se contrasta la hipdtesis nula:
Hy : uz ~ iid(0,02)

frente a
Hy :tup = prug—1 + ...+ ppur—p + e AR(p) 6
u =bier—1+ ...+ 0pei—p+er MA(D)

donde &; ~ iid(0, ag). Luego bajo Hy el proceso es un ruido blanco, no hay autocorrelacién. Bajo
la hipétesis alternativa el término de perturbacién puede seguir bien un proceso autorregresivo de
orden p o bien un proceso de medias moviles del mismo orden, elegido previamente a la realizacién
del contraste. El procedimiento es el siguiente:

e Se estima el modelo de interés por MCO:
Yi=p1+6eXu+. ..+ B Xkt +w
Se calculan los residuos u; parat=1,...,T.
e Se obtiene el coeficiente de determinacion R? de la siguiente regresién auxiliar:
U =o0q +aoXo + ... +agXgr + 0101+ ...+ Oply—p + &

dondet =1,...,Ty pes el nimero de retardos elegido para el orden del proceso AR o MA bajo
la alternativa. Al realizar la regresién auxiliar usando todas las observaciones, incluidas las
primeras p (t = 1,...,p), se necesita el conocimiento de 1y, ..., %;—p. Una forma de solventar
el problema de no conocer esos residuos es la de igualar o, ..., 41—, a cero.

o FEl estadistico del contraste y su distribucién asintética bajo la hipétesis nula son:

BG=TR* 2 bajo H,

donde Ty R? es el tamafio muestral y el coeficiente de determinacién, respectivamente, de la
regresion auxiliar.
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e Regla de decision: Rechazar la hipdtesis nula de no autocorrelacion a un nivel de significa-

cion «, si el valor muestral del estadistico, denotado por BG, es tal que BG > X;Ia'

Otra forma de realizar el contraste consiste en omitir las p observaciones iniciales de la regresiéon
auxiliar
U = o1 +aoXop + ... +ag Xy + 011+ ...+ 5pﬂt,p + &

donde t = p+1,...,T y considerar el R? de esta regresién y el tamafio muestral disponible
(T — p). En este caso el estadistico del contraste y su distribucién asintética bajo la hipdtesis
nula son:

(T — p)R? i X;% bajo Hy

siendo la regla de decisién igual que antes.

Comentarios:

e Este contraste es mas general que el de Durbin-Watson. Las alternativas pueden ser AR(p)
con p > 1y también M A(p).

e A diferencia del contraste de Durbin-Watson, si se puede utilizar en modelos que incluyen
como variables explicativas la variable dependiente retardada Y;_1,Y;_o,... u otro tipo de
regresor estocastico.

e Es un contraste asintético esto es, bajo Hy se conoce la distribucién asintética del estadistico.
Por lo tanto, es valido para muestras grandes siendo cautos con los resultados para muestras
pequenas.

e La eleccién del nimero de retardos p es importante. Un p pequenio puede no capturar auto-
correlaciones significativas de mayor orden, pero un p grande puede influir negativamente en
la potencia del contraste.

4.2.3. Analisis de los residuos y contrastes: ejemplos

En esta seccién vamos a presentar varios ejemplos que ilustran la utilizacién de los gréaficos de
residuos para detectar la existencia de autocorrelacion y en algunos casos detectar una posible
mala especificacion del modelo. También ilustramos la utilizacién del contraste de Durbin-Watson
no solamente para contrastar la existencia de autocorrelacion de orden uno, sino también como
indicador de mala especificacién.

Ejemplo 4.1 Autocorrelacién positiva

Se dispone del fichero de datos inv.dat del libro Undergraduate Econometrics de Hill, Griffiths y
Judge disponibles en http : //www.wiley.com/college/econ/hill331848 /students.html. Son datos
anuales desde 1974 a 2003 de las siguientes variables:

I: Inversién real en billones de délares.

GNP: Producto Nacional Bruto real en billones de ddlares.
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R: Tipo de interés.

Se estima por MCO un modelo que relaciona la Inversion real con el Producto Nacional Bruto real
y el tipo de interés incluyendo un término independiente.

Iy =014+ GNP, + B3R +uy  t=1,...,30

y los resultados de la estimacion son:

L — 6,22494 + 0,769911 GNP, — 0,184196 R;
(des(Buco))  (2,51089)  (0,0717905) (0,126416)

R? =10,816282 SCR =299,336 DW =0,852153 /= 0,567726

Figura 4.6: Grdfico de la serie de Inversidn observada y estimada

| observada y estimada
35

T
estimada -------
observada

30

15 |+

w0/

1975 1980 1985 1990 1995 2000

La Figura 4.6 muestra el grafico de las series de Inversion observada y estimada, que representa
la evolucion en el periodo muestral considerado, de los valores observados de la variable Inversion
I; y de la Inversién estimada I, que predice el modelo ajustado dados los valores observados de
las variables explicativas. El modelo estimado no recoge bien los ciclos de expansién y recesion
observados en la Inversién, especialmente en los afios 1977-1982, y 1982-1988, siendo los observados
mucho mas pronunciados que los generados por el modelo ajustado. Esto explica los ciclos observados
en el gréfico de la serie temporal de los residuos. Este hecho sugiere que el término de perturbaciéon
del modelo pueda recoger factores correlacionados en el tiempo tal que presente autocorrelacion
positiva al menos hasta de orden uno, pudiendo ser también de mayor orden.

La Figura 4.7 muestra la evoluciéon de los residuos u; = I; — ft a lo largo del periodo muestral
considerado t = 1974, ...,2003. Como es de esperar, ya que hay término constante en la regresién,
oscilan alrededor de su media muestral igual a cero. Se puede observar que especialmente de 1973
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Figura 4.7: Grdfico de la serie temporal de los residuos MCO
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a 1995 se van alternando en ciclos, grupos de residuos seguidos del mismo signo, siendo menos

evidente al final de la muestra, donde el ajuste es algo mejor.

Contraste de Durbin-Watson:

uy ~ id(0, 02)
ug = pug_1 +e; & ~iid(0,0?)

Hy:p=0 No autocorrelacion.
AR(1) autocorrelacién positiva.

H,: 0<p<1

2 las cotas inferior y superior tabuladas respectivamente son d; =

Para o = 0,05, T = 30, K' =
1,2837 y ds = 1,5666. Como DW = 0,852153 < d; = 1,2837, se rechaza Hy. Hay evidencia de

autocorrelaciéon de orden uno positiva en el término de perturbacién del modelo .

Ejemplo 4.2 Autocorrelacién negativa
Se dispone de observaciones anuales de las variables Consumo (C;) y Renta (R;) para un pais.
Los resultados de la estimacion por el método de Minimos Cuadrados Ordinarios de la funcién de

consumo Cy = 81 + B2 Ry + uy se muestran a continuacion:

Estimacién MCO, usando las observaciones 1950-1963 (1" = 14)
Variable dependiente: C

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  0,3470 1,1371 0,3052 0,7654

R 0,7001 0,0479 14,6101 0,0000
R? 0,9467 Suma de cuad. residuos 30,6381
3,3158

0 —0,7323 Durbin—Watson
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Figura 4.8: Grdfico de la serie de Inversion observada y estimada
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Figura 4.9: Grdfico de la serie temporal de los residuos MCO
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La Figura 4.8 representa la evolucion en el periodo muestral considerado, de los valores observados
de la variable Consumo, C; y del Consumo estimado, C, que predice el modelo ajustado, dados los
valores observados de las variables explicativas. El modelo ajustado parece predecir bien la tendencia
creciente del consumo, incluso al final de la muestra donde esta tendencia parece ser més acusada.
Pero lo que el modelo no predice bien es la direccion del ciclo, ya que cuando se da una expansion
el modelo predice una recesién y cuando se observa una recesién el modelo predice una expansion.
Esto hace que en la serie temporal de los residuos de la Figura 4.9 se observe una alternacia de
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signos de positivo a negativo y viceversa a lo largo de todo el periodo. Esto sugiere que puede existir
autocorrelaciéon de orden uno negativa.

Contraste de Durbin-Watson:

Hy: p=0 uy ~ id(0, 02) No autocorrelacion.
Hy: -1<p<0 wu=pu1+e e ~iid0,02) AR(1) autocorrelacién negativa.

Para o = 0,05, T = 14, K' = 1 las cotas inferior y superior tabuladas son respectivamente,
d; = 1,0450 y ds = 1,3503. Como DW = 3,315808 > 4 — d; = 2,955 se rechaza Hy. Hay evidencia
de autocorrelacién de orden uno negativa en el término de perturbaciéon del modelo.

Los siguientes ejemplos nos serviran para ilustrar que el contraste de Durbin-Watson puede detectar
autocorrelacién, pero ser una consecuencia de una mala especificacién funcional del modelo, o a
cambios estructurales que no se han recogido. En estos casos hay que proceder a reespecificar el
modelo.

Ejemplo 4.3 Mala especificaciéon. Especificacién lineal versus cuadratica

Consideremos los siguientes datos anuales desde 1990 a 2001 observados para las variables Y y X:

Y|[6 |3 |11 1]4]|6]16/|25|36|49]64
X|41-3|-2|-1|1]2|3|4 |5 |6 |7]|S8

Se propone inicialmente la estimacién de una relacién lineal entre estas dos variables:
Y = b1+ Ba Xt + (4.5)

Estimaciéon MCO, usando las observaciones 1990-2001 (7" = 12)
Variable dependiente: Y

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  8,01220 4,05896 1,9740 0,0766
X 4,45591 0,919174 4,8477 0,0007

Suma de cuad. residuos 1501,071 R? corregido 0,671647
p 0,853150 Durbin—-Watson 0,321828

El grafico de la serie observada y ajustada, Figura 4.10, sugiere que el ajuste de una relacién lineal
no parece ser la mas indicada, ya que la serie observada Y presenta una curvatura que no captura
el ajuste del modelo. Si analizamos el gréafico de residuos, Figura 4.11, vemos que la serie presenta
forma de U, lo que confirma que es mejor una relaciéon cuadréatica. La forma que presenta la serie
de residuos hace que estos se concentren en grupos de residuos del mismo signo. Esto puede sugerir
que el término de error del modelo presenta autocorrelaciéon de orden uno positiva.

El valor del estadistico de Durbin-Watson es DW = 0,321828. Las cotas inferior d; y superior dg
tabuladas para T' = 12 y K’ = 1, al nivel de significacién del 0,05 son d; = 0,971 y ds = 1,331.
Como el valor del estadistico DW es menor que la cota inferior d; se rechaza la hipdtesis nula
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Figura 4.10: Grdfico de la serie observada y ajustada con especificacion lineal
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Figura 4.11: Grdfico de residuos MCO de la especificacion lineal
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de no autocorrelacién frente a la alternativa de autocorrelacién positiva. El contraste parece estar
capturando un problema de mala especificacién funcional.

Seguidamente se reespecifica el modelo y se estima por MCO una relacién cuadratica entre Y; y X
introduciendo como nuevo regresor X7.

Estimacion MCO de la especificacién cuadratica.
Y; = B1+ B2 Xy + B3 X7 + vt (4.6)
Los resultados, denotando X SQ = X2, son los siguientes:
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Estimaciéon MCO, usando las observaciones 1990-2001 (7" = 12)
Variable dependiente: Y

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const —1,7816 0,7408 —2,4050 0,0396
X 1,0334 0,2064 5,0058 0,0007
XSQ 0,8825 0,0407 21,6641 0,0000

Suma de cuad. residuos 28,2431 R? corregido 0,9931
p 0,2984 Durbin—Watson 1,2157

Figura 4.12: Grdfico de la serie observada y ajustada con especificacion cuadrdtica
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La Figura 4.12 de la relacién observada y ajustada muestra claramente que esta especificacién se
ajusta mucho mejor a los datos. El grafico de residuos, Figura 4.13, presenta una asociacion de
residuos positivos y negativos mucho menor que antes. También la magnitud de los residuos, en
valor absoluto, es mucho menor.

Por otro lado, el valor del estadistico DW es mucho més cercano a 2 y el valor p mas cercano a cero,
por lo que hay una menor evidencia de autocorrelacion en el término de perturbacién. Mirando a las
cotas inferior y superior tabuladas ahora para T =12y K’ = 2son d; = 0,812y ds = 1,579. El valor
muestral del estadistico se encuentra en la zona de indeterminacién, DW = 1,216 € (0,812;1,579)
por lo que el contraste no es concluyente.

Dado que el tamano muestral es pequeno, la zona de indeterminacion del contrastes es bastante
amplia y hay que hacer notar que el valor muestral de DW estd mas cerca de la regién de aceptacion
de la hipétesis nula (hacia cota superior) que de la de rechazo (hacia cota inferior). Adn asi, es
bastante evidente que el problema de autocorrelacién de orden uno positiva detectado anteriormente
se debfa a una mala especificacién funcional o de omisién de la variable X2. De todas formas, pudiera
ser que quede aun cierto grado de autocorrelacion en el término de error del modelo reespecificado,
aunque tampoco podemos concluir si este es el caso. En cuanto a los resultados de la estimacion
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Figura 4.13: Grdfico de residuos MCO de la especificacion cuadrdtica
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del modelo (4.6), la variable X7 es significativa al 5%, ya que el valor p asociado a su coeficiente es

menor que 0,05. Esto confirma que es mas adecuada una relacién cuadratica que lineal.

Ejemplo 4.4 Mala especificacién. Cambio estructural no recogido

Consideramos los siguientes datos sobre salarios (W) y horas trabajadas (H) en un pais durante el
periodo 2001-2008. La variable ficticia D recoge un cambio en la politica de empleo a partir del ano

2005.

Ano | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
W | 170 | 180 | 165 | 165 | 105 95 100 90
H 40 50 30 40 50 35 40 35
D 0 0 0 0 1 1 1 1

En primer lugar, se estima el siguiente modelo para los salarios en funcién de las horas trabajadas,

donde no se tiene en cuenta el cambio en la politica de empleo.

Wi = B1 + BoHy + uy

Estimacién MCO, usando las observaciones 1-8
Variable dependiente: W

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 102,3210 90,9652 1,1248 0,3036

H 0,7857 2,2436 0,3502 0,7382
Suma de cuad. residuos 10571,43 R? corregido —0,143299
F(1,6) 0,122635 Valor p (de F) 0,738160
0 0,752888 Durbin—Watson 0,445789
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Figura 4.14: Grdfico de la serie observada y ajustada con el Modelo (4.7)
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Figura 4.15: Grdfico de residuos MCO del Modelo (4.7)
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A la vista del grafico de la serie observada y ajustada, Figura 4.14, se sospecha que a partir del ano
2005 con el cambio en la politica de empleo, el nivel medio de los salarios bajé de forma significativa.
Este cambio estructural en los salarios no se ha recogido en la especificacion, por lo que la serie
ajustada de salarios se mantiene mucho més estable que la serie observada. En cuanto al grafico
de residuos, Figura 4.15, se observa un primer grupo de valores positivos, correspondientes a los
anos previos al cambio y posteriormente un segundo grupo de valores negativos. En consecuencia,
se detecta autocorrelaciéon de orden uno positiva, ya que el valor del estadistico de Durbin-Watson
es menor que la cota inferior d; tabulada para el tamanio muestral T = 8 y K’ = 1 esto es,
DW = 0,445789 < d; = 0,7629. El valor del coeficiente de autocorrelacién de orden uno en los
residuos p = 0, 752888 también indica autocorrelacion positiva.

96



Meétodos Econométricos y Andlisis de datos

Tenemos que incluir en el modelo una variable ficticia que recoja ese cambio en el nivel de los salarios
minimos a partir del ano 2005. Para ello, consideramos estimar el siguiente modelo ampliado donde
ademadas de las horas trabajadas incluimos como regresor la variable ficticia D, para recoger ese

cambio estructural:
Wi = 81+ BaHy + B3Dy + uy (4.8)

Estimacién MCO, usando las observaciones 1-8
Variable dependiente: W

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  138,5710 7,5381 18,3826 0,0000
H 0,7857 0,1835 4,2817 0,0079
D —72,5000 2,4275 —29,8659 0,0000

Suma de cuad. residuos 58,92857 R? corregido 0,992352
0 —0,265193 Durbin—Watson 2,199134

Figura 4.16: Grdfico de la serie observada y ajustada con el Modelo (4.8)
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A la luz de los resultados de estimacién y de los gréaficos de la serie observada y ajustada y de
residuos, Figuras 4.16 y 4.17 respectivamente, es claro que la variable ficticia ha recogido el cambio
estructural en el nivel medio de los salarios a partir de 2005. El coeficiente que acompana a la
variable ficticia D es significativamente distinto de cero. El ajuste ha mejorado sustancialmente,
tanto en términos del R? corregido que ha aumentado considerablemente, como graficamente. El
estadistico de Durbin-Watson toma un valor 2,199 que pertenece a la zona de no rechazo de la
hipétesis nula de no autocorrelacién (ds = 1,7771;4 — ds = 2,2229) dado el nivel de significacién
5%,y T = 8, K' = 2.Por lo tanto, se confirma que la evidencia de autocorrelacién en el modelo
(4.7) se debfa a una mala especificaciéon. Una vez recogido el cambio estructural en la serie de
salarios, incluyendo una variable ficticia como variable explicativa adicional a las horas trabajadas,
esta evidencia desaparece.
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Figura 4.17: Grdfico de residuos MCO del Modelo (4.8)
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Ejemplo 4.5 Aplicaciéon de los contrastes de autocorrelacién

Utilizamos los datos de la Tabla 6.3 del libro de Greene (1998) Andlisis Econométrico que estédn en
el Apéndice: Tablas de datos. Son datos de series temporales con frecuencia anual para la economia
americana de los afios 1968 a 1982 de las siguientes series:

e INVER: Inversién en términos nominales
e PNB: Producto Nacional Bruto en términos nominales
e IPC: Indice de Precios al Consumo

e TI: Tipo de Interés, promedio anual de la tasa de descuento de la Reserva Federal de NY.

Con estos datos se construyen las series de Inversién y Producto Nacional Bruto en términos reales
dividiendo las series nominales por el IPC con afio base en 1972 y multiplicando por 10~! con lo
cual las series estdn medidas en trillones de délares. La Tasa de Inflacion se ha calculado como el
porcentaje de variacion del IPC y el Tipo de Interés es el promedio anual de la tasa de descuento del
Banco de la Reserva Federal de Nueva York. El Tipo de Interés Real se obtiene como la diferencia
entre el Tipo de Interés Nominal y la Tasa de Inflacién.

e INVERR, = (INVER,/IPC}) x 0,1

e PNBR, = (PNB;/IPC;) x 0,1

o INF, = (IPC; — IPC;_1)/IPCy_1) x 100
e TIREAL, =TI, — INF,

98



Meétodos Econométricos y Andlisis de datos

Partimos de una primera especificacion de la funcién de inversién incluyendo solamente el tipo de
interés real. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Modelo sin PNBR como regresor:

INVERR; = 0,198273 + 0,006442 TIREAL,
(t-estad) (21,44) (1,42)

T=15 R2=0,068 F(1,13)=2018 DW =0,556216 p = 0,669145

La variable Tipo de Interés Real, TIREAL, explica muy poco de la Inversion Real, INVERR. El
coeficiente de determinacién corregido es muy bajo, la variable TIREAL no es significativa al 5%
va que el valor muestral del estadistico t, en valor absoluto, es menor que el valor critico 2, 16037. A
la vista de los resultados del ajuste del modelo sin PNBR como regresor, la especificacién propuesta
no es muy adecuada.

En la Figura 4.18 se muestra la evolucién en el tiempo de la Inversién Real y el Tipo de Interés
Real, en el periodo muestral considerado. La serie de Tipo de Interés Real es muy estable en los diez
primeros afios a excepcion del periodo 1973-1976 donde hay una bajada de tipos de interés seguida
de una recuperacion al mismo nivel anterior. Solamente hay una moderada tendencia creciente a
partir de 1978.

La Inversién Real en cambio, presenta una tendencia creciente que se mantiene a lo largo de toda
la muestra. Alrededor de ella se muestran ciclos cada vez mas pronunciados de expansion y recesion
siendo la duracién del ciclo mas pronunciado de expansién aproximadamente tres anos y el de las
recesiones sobre dos anos.

Figura 4.18: Evoluciéon temporal de las variables INVERR y TIREAL
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En la Figura 4.19 el grafico de la serie observada y ajustada por el modelo a la serie INVERR indica
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que el modelo no captura nada bien el comportamiento de la Inversién Real. La serie ajustada no
recoge la tendencia creciente en la serie ni tampoco los ciclos.

El grafico de la serie de residuos, Figura 4.20, es casi igual a la serie de la INVERR observada, y
dado que no se ha recogido ni siquiera la tendencia creciente, los residuos asociados a la primera
mitad de la muestra son negativos y el resto son todos positivos. Esta agrupacion de residuos del
mismo signo seguidos hace pensar que se pueda detectar un problema de autocorrelaciéon de orden
uno positiva, pero el problema es claramente de una mala especificaciéon del modelo.

Figura 4.19: Serie INVERR observada y ajustada: Modelo sin PNBR
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Figura 4.20: Serie de residuos MCO: Modelo sin PNBR
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Contraste de Durbin-Watson:

Hy: p=0 uy ~ iid(0, 02) No autocorrelacion.
H,:0<p<1l w=pu_1+e & ~iid0,02) AR(1) autocorrelaciéon positiva.

Para a = 0,05, el tamano muestral 7' = 15 y el nimero de regresores exceptuando el término
constante K’ = 1, las cotas tabuladas inferior y superior respectivamente son d; = 1,077 y ds =
1,361. Como DW = 0,556216 < d; = 1,077, se rechaza Hy al nivel de significacién del 5%. Hay
evidencia de autocorrelacién de orden uno positiva.

Contraste Breusch-Godfrey:

a) Autocorrelacién hasta de orden uno.
Hy: p=0 6 60=0 uy ~ iid(0,02) No autocorrelacion.

Hy:p#0 w=pu_1+e & ~iid0,02) AR(1) 6
0#0 wu =0s_1+e & ~iid(0,02) MA(1)

»rE

Realizamos la regresién auxiliar correspondiente y calculamos el R? para obtener el estadistico.
Consideramos t = 2, ..., 15 esto es, 14 observaciones.

@ = 0,004 — 0,003 TIREAL; + 0,724 4,
t-estad.  (0,63)  (—0,99) (3,49)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R? = 0,524809 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 14(0,524809) = 7,347326. Dado que el valor muestral
del estadistico es mayor que el valor critico X%|0,05 = 3,84, se rechaza Hj frente a H, al
0,05 de significaciéon. Hay evidencia de autocorrelacién de orden uno. Veamos que ocurre si
consideramos una alternativa mds general.

b) Autocorrelacién hasta de orden tres.

Ho:pr=pa=p3=0 6 01 =0=03=0 wuy~ iid(0,02) No autocorrelacién.

H, : p; # 0 para algin i  u; = prug—1 + poup—2 + psur—s +er AR(3) 6
0; # 0 para algin i  wy = 01641 + 02642 + 03613+ MA(3)

donde g; ~ iid(0,0?). Realizamos la regresién auxiliar correspondiente y calculamos el R?
para obtener el estadistico. Consideramos t = 4, ..., 15 esto es, 12 observaciones.

;= 0,005 — 0,001 TIREAL, + 0,838 ;1 — 0,308 @y_o— 0,069 3
t-estad.  (0,58) (—0,22) (2,05) (—0,56) (—0,15)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R? = 0,468251 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 12(0,468251) = 5,619012. Dado que el valor muestral del
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estadistico es menor que el valor critico X§\0705 = 7,81, no se rechaza Hy frente a H, al 0,05
de significacion. No hay evidencia de autocorrelacién hasta de orden tres. Vemos entonces que
el incluir mas retardos hace que el contraste pierda potencia si estos no son necesarios. De
hecho en este caso no parece detectarse la autocorrelacién de orden uno que si era significativa
cuando se considera solamente ese retardo.

Los contrastes de autocorrelacion sugieren la existencia de autocorrelacion positiva de orden uno.
Como hemos observado antes, esta evidencia de autocorrelacién de orden uno positiva se debe a un
pobre ajuste de este modelo. Esto puede estar capturando la omisién de alguna variable relevante
que deberia de ser incluida para explicar mejor la inversion real. De hecho se debe de reespecificar
el modelo incluyendo al menos una variable relevante para explicar la Inversion Real como es el
Producto Nacional Bruto en términos reales PNBR.

Modelo con PNBR como regresor:

INVERR; = —0,048683 — 0,002126 TIREAL, + 0,197170 PNBR,
t-estad. (—1,08) (—0,72) (5,51)

T=15 R2=0,714 F(2,12)=18496 DW =1,374911

El ajuste ha mejorado sustancialmente en términos del coeficiente de determinacién corregido. El
valor del estadistico F'(2,12) = 18,496 para el contraste de significacién conjunta es mayor que el
valor critico al 0,05 de significacién (3, 89). Luego conjuntamente las variables explicativas TIREAL
y PNBR parecen ser relevantes para explicar la Inversién Real, aunque a nivel de significatividad
individual, los estadisticos t muestran que solamente es significativa la variable PNBR, no siendo
TIREAL individualmente significativa (el valor critico al 5% en las tablas de la t-Student con 12
grados de libertad es 2,179). Por lo tanto, esta especificacién del modelo donde ademés del Tipo de
Interés Real se ha incluido el Producto Nacional Bruto en términos reales, parece més adecuada.

La Figura 4.21 muestra el grafico de la serie INVERR observada y la ajustada por el modelo,
indica que esta ultima especificacién captura mejor el comportamiento de la Inversién Real. La
serie ajustada recoge la tendencia creciente en la serie, pero no se ajusta del todo bien a los ciclos.

El grafico de la serie de residuos, Figura 4.22, ya no presenta esa asociacién de residuos del mismo
signo seguidos, pero muestra los ciclos de expansién y recesiéon que se daban en la serie de Inversion
Real, siendo el ciclo mas pronunciado de expansién sobre tres anos y las recesiones sobre dos afnos.
Esto sugiere que pueda no ser significativa la autocorrelacién de primer orden positiva, pero que
pueda existir evidencia de autocorrelacion significativa de orden dos o tres.

Contraste de Durbin-Watson:

Hy: p=0 uy ~ iid(0, 02) No autocorrelacion.
H,:0<p<1l wuy=pu1+e e ~iid0,02) AR(1) autocorrelacién positiva.

Para o =0,05, T =15, K' =2 las cotas tabuladas son d; = 0,946 y ds = 1, 543.
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Como el valor muestral del estadistico estd entre los valores inferior y superior, d; = 0,946 <
DW =1,347911 < ds = 1,543, que es la zona de indeterminacién del contraste, el contraste no es
concluyente. El valor del estadistico esta mas cerca de la cota superior o lo que es lo mismo, maés
cerca de la zona de aceptacion de la hipdtesis nula.

Figura 4.21: Serie INVERR observada y ajustada: Modelo con PNBR
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Figura 4.22: Serie de residuos MCO: Modelo con PNBR
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Contraste Breusch-Godfrey:

a)

Autocorrelacién hasta de orden uno:
Hy: p=0 6 6=0 uy ~ id(0,02) No autocorrelacién.

Hy,:p#0 w=pu1+e e ~iid(0,02) AR(1) ¢
040 w =0s1+e & ~iid(0,0%2) MA(1)

Realizamos la regresiéon auxiliar correspondiente a este modelo y esta alternativa. Calculamos
el R? para obtener el estadistico. Consideramos t = 2, ..., 15 esto es, 14 observaciones.

4y = — 0,001 + 0,0007 PNBR — 0,0001 TIREAL + 0, 2712 4;_,
(=0,029)  (0,016) (—0,034) (0,785)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R?> = 0,058756 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 14 (0,058756) = 0,822584. Dado que el valor muestral del
estadistico es menor que el valor critico X?\0,05 = 3,84, no se rechaza Hy frente a H, al 5% de
significacion. No hay evidencia de autocorrelaciéon hasta de orden uno.

Los contrastes de autocorrelacion sugieren que no hay problemas de autocorrelacién, aunque
el de Durbin-Watson no es concluyente. La cuestion es que en estos contrastes las alternativa a
contrastar es un proceso con autocorrelacion de orden uno. Pudiera ser que la autocorrelacién
de primer orden no sea muy significativa, pero debido a los ciclos de dos y tres anos exista
autocorrelacién de orden tres. Por ello, hacemos el contraste de Breusch-Godfrey para una
alternativa de mayor orden, por ejemplo de orden 3:

Autocorrelaciéon hasta de orden 3:

Hy:pi=pys=p3=0 6 01 =0,=03=0 uy ~iid(0,02) No autocorrelacién.

Hgy :p; # 0 para algin i u; = prug—1 + paus—2 + psus—3 + ¢ AR(3) 6
0; # 0 para algin i  w; = 61e4—1 + O2e4—2 + O3e4—3 +  MA(3)

donde &; ~ iid(0,02). Realizamos la regresién auxiliar correspondiente y calculamos el R?
para obtener el estadistico. Consideramos t = 4, ..., 15 esto es, 12 observaciones.

{4y = 0,0674 — 0,051 PNBR + 0,005 TIREAL — 0,198 ;1

(0,929)  (—0,918) (1,321) (—0,490)
— 0,011 @40 — 1,106 us_3
(—0,032) (—2,364)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R = 0,599334 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 12(0,599334) = 7,192. Dado que el valor muestral del
estadistico es menor que el valor critico X§‘0705 = 7,81, no se rechaza Hy frente a H, al 5% de
significacion. No hay evidencia de autocorrelaciéon hasta de orden tres.

Qué ocurre si consideramos en el contraste todas las observaciones? gretl realiza de esa forma
el contraste de Breusch-Godfrey, donde se igualan a cero el valor de los residuos no disponibles
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g, U_1, U_o. En la ventana de estimacion por MCO del modelo de interés, eligiendo Contrastes
— Autocorrelacién se obtiene:

o~

u = 0,021 — 0,016 PNBR + 0,003 TIREAL — 0,209 4;—;

(0,602)  (—0,579) (1,251) (—0,591)
— 0,031 Gz — 1,0103 ty_3
(—0,099) (—2,587)

El coeficiente de determinacién de esta regresién auxiliar es R? = 0, 551856 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 15 (0,551856) = 8,277847. Dado que el valor muestral del
estadistico es mayor que el valor critico X§‘0705 = 7,81, en este caso se rechaza H( frente a H,
al 5% de significacién. Habria cierta evidencia de autocorrelaciéon de orden tres, aunque no
de orden uno.

Por lo tanto, el problema detectado de autocorrelacién de orden uno en el modelo donde no se incluye
el PNBR parece haberse resuelto incluyendo esa variable que resulta ser relevante en media para
explicar la Inversién real. Todavia se puede considerar cierta evidencia marginal de autocorrelacion
de orden tres, quiza debido a un componente ciclico residual no explicado por el modelo en la serie
de Inversién Real. De todas formas, el nimero de observaciones es algo limitado y el contraste
parece verse afectado por este hecho.

4.3. Consecuencias de la deteccion de autocorrelacion

En los ejemplos anteriores hemos visto que a veces se detecta autocorrelacion debida a una mala
especificacién del modelo. En ese caso, el problema es de omisién de variables relevantes mas que
de pura autocorrelacion. Si las variables omitidas estan correlacionadas con las incluidas, entonces
habra sesgos en la estimacion de los coeficientes de interés por MCO. Asi mismo la inferencia no
serd valida. En ese caso hay que intentar volver a especificar el modelo incluyendo aquellos factores
que son relevantes y que hemos omitido en primera instancia.

Por otro lado, si el problema es puramente de autocorrelacién es decir, existen factores no relevantes
en media que se recogen en el término de perturbacion y presentan correlacién entre si a lo largo
del tiempo, las consecuencias son otras:

e Al ser factores no relevantes en media esto es, F(u) = 0, si los regresores son no estocésticos,
el estimador MCO de los coeficientes 3 sera lineal e insesgado.

e La matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones no esféricas, siga el término
de perturbacién un proceso AR(p) o MA(q) o una combinacién de los dos, es tal que F(uu’) #
o%I. Esto implica que el estimador MCO ya no es el de menor varianza dentro de la clase de
estimadores lineales e insesgados. Por lo tanto, no es el estimador eficiente.

e En muestras grandes, en general el estimador MCO es consistente, pero seguird siendo no
eficiente asintéticamente.

e El estimador usual utilizado para estimar V (Baco) = (X' X) 1 X'SX(X’X)~! dado por la
expresion V(Byco) = 62(X'X)~! es un estimador sesgado e inconsistente si F(uu’) # o21.
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Por lo tanto, la inferencia utilizando este estimador de V(ﬂAMco) no es valida ni siquiera en
muestras grandes.

El estimador de § lineal, insesgado y eficiente en este caso es el obtenido por el método de MCG.
Como ya vimos en un tema anterior, el método de estimaciéon de Minimos Cuadrados Generalizados
incorpora en el criterio de estimacién la informacién adicional en la matriz de varianzas y covarianzas
de las perturbaciones, E(uu’) = 0?Q). La funcién objetivo a minimizar viene dada por

Minga Q' i = Ming (Y = X3) Q71 (Y - X3) (4.9)
donde € es conocida y 02 es un factor de escala al que es invariante el estimador. Para el caso
particular de que el término de perturbacién siga un AR(1), si el valor de p es conocido, la funcién
criterio a minimizar con respecto a (3 es la siguiente suma de cuadrados:

SCR(B) = (1-p%) (V1 —B1—FaXo— ... — B Xk1)?
2
T K
+ D> | YVi—pYir) = Bi(1=p) =D Bi(Xje — pXji1) (4.10)
=2 =2

Minimizar esta funcion es equivalente a estimar por MCO el siguiente modelo transformado en el
que se verifican las hipdtesis bésicas. Para la primera observacion,

V1I-p2Y1 = fiV1I-p2+GV1I-—pXa+...+ 0k V1—-p? X1 +e (4.11)
y para el resto de observaciones t = 2,...,T es,
Yi—pYi1 = Bi(1—p)+ P2 (Xat —pXop—1) + .+ Bx (Xit — pXKi-1) +&¢ (4.12)

donde g; ~ IID(0, ¢2). Por tanto, la primera observacién sufre una transformacién diferente a todas
las demas.

Normalmente el valor de los pardmetros de los que depende §2 no son conocidos. Por lo general se
podra disponer de un estimador previo de estos parametros para obtener el estimador MCGF de (3.
Veamos como obtener este estimador en el caso de que sea un AR(1) el proceso que sigue el término
de error del modelo de interés.

4.4. Estimacion por MCGF bajo un AR(1)

Suponemos que el modelo de interés es
Y =XiB+us up=pusq+er e~ iid(0,0?)

siendo X} = [1 X9 ... Xky] y no se conoce el valor poblacional del pardmetro p.

El modelo transformado tal que el error es un ruido blanco se puede escribir como:
Vi—pYior = (X —pXi )B+e  t=2,...T
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donde X; = [1 XQt Ce XKt]

En general no se considera la primera observacion del modelo transformado, porque el estimador
asi obtenido es asintéticamente equivalente a considerar todas las observaciones y computacional-
mente es mas sencillo de obtener.

4.4.1. Método de Hildreth y Lu: Red de buisqueda

Dado que p € (—1,1), se realiza una particién de este intervalo y se estima por MCO el modelo
transformado para los diferentes valores del pardametro p en esa particion. Se elige aquél valor de p
y las estimaciones de 8 por MCO en el modelo transformado correspondientes, que proporcionan
una menor suma de cuadrados residual en la estimacién.

Los pasos de este método de estimacién son:

e Se particiona el intervalo (—1,1) en una serie de valores equidistantes, p;, i = 1,...,S, por
ejemplo, —0,95,—0,9,—-0,85,...,—0,05,0,0,05,...,0,95. Esta seria la red de bisqueda sobre
el pardmetro p a la hora de minimizar la suma de cuadrados residual al estimar 3 por MCO
en el modelo transformado.

e Para cada p; en la red, se estima 3 por MCO en el modelo transformado
Y= piYeo1 = (X = pXi_)B+we t=2,....,T

y se obtiene su suma de cuadrados residual

T T
N\ 2
SCRi =Y (@) = Y (Vi = pi¥i1) = (X, = piXi_ 1))
t=2 =2
donde w;; t =2,...,T son los residuos de estimar 8 por MCO en el modelo transformado

con ese valor p;.

e Los estimadores BH L Y prr seran los asociados a la menor suma de cuadrados residual SCR;
del modelo transformado para los valores p; i =1,...,5 en la red. Para mayor precisién, se
puede repetir el proceso afinando la red de bisqueda en torno al valor pgr, que ha proporcio-
nado la SC'R; minima.

Ejemplo 4.6 Ejemplo de estimacién por Hildreth-Lu.

Seguimos con el Ejemplo 4.1 sobre el modelo que relaciona la Inversién Real con el Producto Nacional
Bruto Real y el Tipo de Interés incluyendo un término independiente:

It =31+ BGNP, + B3Ry +uy  t=1,...,30

Consideramos estimar por el método de Hildreth-Lu bajo el supuesto de que u; sigue un proceso
AR(1). El criterio de estimacién del método de Hildreth-Lu es elegir el valor de p en la red tal que
la suma de cuadrados residual de estimar el modelo transformado

(It = pIy—1) = P1(1 = p) + Bo(GNP; — pGNP;_1) + B3(Ry — pRy—1) + wy
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por MCO es la menor.

t=30
A . * A * A * A * 2
Ming SCR(B) = Ming Y (Yt — BXT, — X, — 63X3t>
t=2
donde

Y =L~ plhi; Xfy=1-p; X3 =GNP —pGNP1; X3 =R —pRes

En la Figura 4.23 se muestra la Suma de Cuadrados Residual del modelo transformado para cada
valor del pardmetro p en la red de busqueda.

Figura 4.23: Funcion de Suma de Cuadrados Residual del modelo transformado
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El menor valor de la suma de cuadrados residual del modelo transformado es igual a 185,96 y se
alcanza para el valor p = 0,61. Ese valor es la estimacion elegida para p. Dado ese valor obtenemos
las estimaciones de los parametros de interés 8 de aplicar MCO al modelo transformado:

(I — 0,61 I,_1) = B1(1 — 0,61) + Bo(GNP; — 0,61 GNP,_y) + B5(Ry — 0,61 Ry_y) + wy

* * * * * -1 * *
ZXth ZXltXQt ZXltXZSt ZY;Xlt

BuL = ZXftht ZthQ ZXéktht ZY;*XSt

Z Xftht Z X;tXékt Z X§t2 $=0,61 Z Y;*Xékt $=0,61
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Método de Hildreth-Lu, usando las observaciones 1975-2003 (1" = 29)
Variable dependiente: I
5 = 0,614637

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  7,3208  3,6585 2,0035 0,0556
GNP 0,7848  0,1442 5,4418 0,0000
R ~0,2957  0,0786 —3,7596 0,0009

Estadisticos basados en los datos rho-diferenciados:

Suma de cuad. residuos 185,9631

La funcién de regresiéon muestral obtenida por tanto es la siguiente:

N

It = 7,3195 + 0,7851 GNP, — 0,2955 Ry
(des(fgr))  (3,6229)  (0,1428) (0,0788)

4.4.2. Método de Cochrane-Orcutt

Este procedimiento, al igual que el de Hildreth-Lu, consiste en minimizar la suma de cuadrados
residual del modelo transformado, pero difiere en la forma de estimar el pardmetro p. Los pasos a
seguir son los siguientes:

1. Se estima el modelo original o de interés Y; = X} + u; por MCO y se calculan los residuos
Ut

2. Se obtiene p de la regresién MCO en:
Uy = ply—1 + vy t=2,...,T

El estimador asi obtenido es el coeficiente de autocorrelacion de orden uno en los residuos:

Sy il

ﬁ = T .
> =2 “?—1

Parece razonable utilizar este estimador como aproximacién muestral al coeficiente de auto-
correlacién de orden uno poblacional entre las perturbaciones p. Ahora bien, siempre y cuando
los residuos sean funcién de un estimador de § en el modelo de interés que sea consistente.

3. Estimar 8 por MCO en el modelo transformado:

n_ﬁn—lz(xg_ﬁxg—l)ﬁ—’—wt t:277T

Podemos iterar el proceso entre estas dos etapas utilizando en la primera etapa los residuos ob-
tenidos de sustituir en el modelo de interés las estimaciones de los parametros (3, obtenidos en la
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segunda etapa. El proceso iterativo finalizara cuando se alcance un criterio de convergencia previa-
mente establecido. Por ejemplo, en términos de la diferencia en valor absoluto de 1 as estimaciones
del parametro p, o de la suma de cuadrados residual de la segunda etapa entre dos iteraciones
consecutivas.

Ejemplo 4.7 Ejemplo de estimaciéon por Cochrane-Orcutt.

Seguimos con el ejemplo anterior sobre el modelo que relaciona la Inversién Real con el Producto
Nacional Bruto real y el tipo de interés incluyendo un término independiente. Estimamos por MCO
el modelo de interés

It:ﬁl+62GNPt+ﬂ3Rt+ut t:17730
y guardamos los residuos.
U1974 U1975 U1976 U1977 U1978 U1979 11980 w1981
2,036858 1,003142 | -0,121917 | -0,823617 | 4,430448 | 4,556650 | 4,864468 | 2,402315
U1982 11983 U1984 U1985 11986 U1987 11988 11989
-4,457423 | -4,220092 | -6,105541 | -6,300801 | -3,061876 | -3,820975 | 1,406905 | 0,682641
11990 U1991 U1992 11993 1994 U1995 11996 w1997
0,052044 | 2,172243 | 3,365111 | 2,684884 | 0,883149 | -3,807123 | -3,346817 | -0,307411
11998 U1999 12000 12001 U2002 12003
3,423955 | -3,045531 | 1,094203 | 2,702973 | -0,142711 | 1,799846
Con estos residuos calculamos el valor de p de la regresiéon
Uy = ply—1 + vy t=2,...,30
MCO, usando las observaciones 1975-2003 (7' = 29)
Variable dependiente: uhat
Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p
uhat_1  0,567726 0,155221 3,6575 0,0010

El estimador asi obtenido es el coeficiente de autocorrelacién de orden uno en los residuos:

2003 A
Dim1975 Ueli—1
2003 ~9
t=1975 Ut—1

p=

El valor muestral inicial para p es 0,567726. Con esta primera estimacion de p se obtiene el modelo
transformado:

(I —0,567731;—1) = $1(1 —0,56773) + B2(GN P, — 0,56 773 GN P,_1) + B3(Ry — 0,56773 Ry—1) + wy

y se estiman por MCO los coeficientes (5. De nuevo se calculan los residuos en el modelo de interés
utilizando las estimaciones de (§ en esta etapa y se calcula un nuevo valor de p en una segunda
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iteracion p = 0,61380. Con esta nueva estimacién de p se vuelve a obtener ﬁA por MCO en el modelo
transformado. Se vuelven a calcular los residuos en el modelo de interés y asi sucesivamente se
realiza el calculo iterativo. El proceso se para en la iteracién en la que se alcanza el criterio de
convergencia en términos de la variacién de la suma de cuadrados residual del modelo transformado
entre dos iteraciones consecutivas:

Realizando el calculo iterativo de rho...

ITERACION RHO SCR
1 056773 186,623
2 061380 185,963
final  0,61462 185,963

donde SCR es la suma de cuadrados residual de la estimaciéon MCO de  en el modelo transformado
para cada estimacion de p en cada iteracién. Se alcanza el criterio de convergencia en la tercera
iteracién y las estimaciones finales del proceso iterativo son:

Método de Cochrane-Orcutt , usando las observaciones 1975-2003 (7' = 29)
Variable dependiente: 1
p = 0,614623

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  7,3208  3,6584 2,0036 0,0556
GNP 0,7848  0,1442 5,4420 0,0000
R ~0,2957  0,0786 —3,7596 0,0009

Estadisticos basados en los datos rho-diferenciados:

Suma de cuad. residuos 185,9631

La funcién de regresién muestral obtenida por el método de Cochrane-Orcutt difiere muy poco de
la obtenida por el método de Hildreth-Lu, como era de esperar, y es la siguiente:

N

It = 7,3298 + 0,7848 GNP, — 0,2957 Ry
(des(fBco))  (3,6684)  (0,1442) (0,0786)

4.5. Inferencia utilizando el estimador MCQO con autocorrelacion

En el modelo:
Y=X0+u u~ N(0,%)

donde ¥ # ¢2I. Queremos contrastar ¢ restricciones lineales sobre los K pardmetros de interés 3
del tipo Hy : R3 = .

En esta situacién, el estimador MCO de los coeficientes del modelo, B vico = (X'X)7LX'Y es lineal,
insesgado y consistente, pero no es eficiente. Su matriz de varianzas y covarianzas viene dada por
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la expresion:

V(Buco) = (X'X) 7' X'SX(X'X)™!
El estimador de V(3xc0) dado por
V(Buco) = 6*(X'X) !

A~ 0/ 4 . . . .
donde 6% = 7—7, es un estimador sesgado e inconsistente si ¥ # oI,

Dado que [Byrco es consistente, si proponemos un estimador alternativo para V(Byco) que sea
consistente podremos definir estadisticos de contraste validos al menos asintoticamente.

Estimador de Newey-West de V(BMCO):

El estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas del estimador MCO, robusto a
autocorrelacién es:

V(Buco)vw = (X'X)'QX'X) ™!
siendo ) = Zszl Q%XtXé + Zngl Zf:“_l wgatat_g[Xthfe + Xt_gXé] donde wy = 1 — ﬁ y
X, =11 Xo ... Xk

Para realizar inferencia vélida al menos asintéticamente, podemos utilizar los estadisticos basados
en el estimador de 8 por MCO y un estimador consistente de su matriz de varianzas y covarianzas,
por ejemplo el anterior V (Byco)nw:

Para g = 1, el estadistico de contraste y su distribucién asintética bajo Hy son:

(RBmco —7)
\/ RV (Buco)nw R

Para g > 1, el estadistico de contraste y su distribucién asintética bajo Hy son:

SN

(RBrrco — )[RV (Buco)nw R (RBuco — r) 28 Xo

El utilizar este estimador de V(B vmco) por Newey-West permite seguir utilizando el estimador de los
coeficientes MCO para hacer inferencia valida asintoticamente, sin tener que modelizar ni estimar
directamente E(uu’) = X. Esto permitird que la inferencia sea valida utilizando los estadisticos
anteriores, al menos para muestras grandes. La cuestién es que esto no implica una mejora en la
precision con la que estimamos g por MCO. Para eso tenemos que estimar por M CG y esto implica
conocer Y excepto por un factor de escala, o bien por MCGF' lo que requiere modelizar el proceso
de autocorrelacién y estimar los parametros de los que es funcién X.

Ejemplo 4.8 Contraste de significatividad individual de la variable tipo de interés. Utilizamos
para realizar el contraste los resultados de estimar los coeficientes por MCO junto a las estimaciones
de las desviaciones tipicas robustas a la posible existencia de autocorrelacién.

L = 6,22494 + 0,769911 GNP, — 0,184196 R,
(des(Brico)vw)  (2,04053)  (0,0722822) (0,114826)
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Contrastamos la significatividad del tipo de interés. Utilizando estos resultados podemos realizar el
contraste:

Hg : 63 =0
He: B3 7é 0
con el estadistico X

EG\S(BS,MCO)NW

Obtenemos el valor muestral del estadistico, que en valor absoluto no supera el valor critico, | ¢t |=
1,6041 < 1,96 = N(0, 1)|9 025, por lo que no rechazamos Hp para un nivel de significacion a = 5%
por lo que no habria evidencia para concluir que el tipo de interés es una variable significativa.

4.6. Inferencia con MCGF

Si consideramos modelizar el proceso de autocorrelacién en las perturbaciones, estimar Y con un
estimador consistente 3 y utilizar el estimador de 8 por MCGF, que seréd consistente y asintética-
mente eficiente, podemos hacer inferencia utilizando los siguientes estadisticos:

Para g > 1:
. . A d, H,
(RBmcar — )[RV (Bucar) R (RBucar — 1) == X,
Para ¢ = 1:
\/ RV (Bucoar)R

siendo XA/(BMCGF) un estimador consistente de V(BMCGF). Esto es,
V(Bucer) = (X'S71X) 7!

Si ¥ = 020 entonces un estimador consistente de 3 es 5 = 420 donde  es un estimador consistente
de Q utilizado para obtener Sycar v

5 a*l,&*
g =
T—-K

donde @** = (Y — X Byoar) QY — XBucer) = (Y = X*Bucar) (Y — X*Bucar)

Ejemplo 4.9 Contrastamos la significatividad del tipo de interés utilizando los resultados ante-
riores de la estimacién por Hildreth-Lu:

It = 7,31954 + 0,785198 GNP, — 0,295541 R,
(des(Brz))  (3,62292)  (0,142836) (0,0788497)
HO : ﬁg =0
Hy:B3#0
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con el estadistico A
B3.HL

- E‘;(BLS,HL)

Como | t |= 3,7482 > 1,96 = N(0,1)9025 es decir, el valor muestral del estadistico en valor
absoluto supera el valor critico, rechazamos Hy y concluimos que el tipo de interés es una variable
significativa, al 5% de significacién.

10 N (0,1)

., Cual es la diferencia entre el contraste de significatividad realizado utilizando el estimador de
Hildreth-Lu y el que utiliza el estimador MCO del coeficiente que acompana al tipo de interés
utilizando un estimador robusto a autocorrelacién de su desviacién tipica?

La diferencia entre ambos contrastes estd en el estimador utilizado para construir el estadistico.
El estimador de Hildreth-Lu es un estimador de MCGF y es asintéticamente maés eficiente que
el estimador MCO. El resultado del contraste es distinto, ya que en el primer caso no se rechaza
la hipotesis nula por lo que la variable tipo de interés es una variable significativa, mientras que
en el segundo se rechaza la hipétesis nula, pudiendo ser consecuencia de utilizar en el contraste
un estimador mas eficiente asintéticamente. Por esa razén, aunque ambos contrastes son vélidos
asintéticamente, puede ser mejor utilizar el contraste basado en MCGEF'. Pero para ello es necesario
estimar consistentemente 3, lo que no siempre es sencillo.
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4.7. Anexo 4.1: Instrucciones basicas de gretl para autocorrelacion

En este anexo vamos a indicar las instrucciones basicas para poder realizar la practica de ordenador
del tema. En el anexo del tema anterior ya se han explicado las generales, por lo que nos centraremos
solamente en las especificas de autocorrelacién.

e Contrastes de Autocorrelacién: El programa gretl tiene implementados varios contrastes de
autocorrelacion.

- El estadistico de Durbin-Watson se muestra en los resultados de las estimaciéon por MCO.
Para realizar el contraste de Durbin-Watson, hay que obtener los valores de las cotas inferior
y superior tabuladas al 5 % para un tamano muestral dado n, por ejemplo 72 observaciones.

En la ventana principal hay que elegir Herramientas— Tablas estadisticas — DW — se com-
pleta el tamano muestral n = 72 y el ntimero de regresores del modelo, excluyendo el término
constante, por ejemplo 2.

Se muestran las cotas inferior d; = dL y superior ds = dU, de la siguiente forma:

Valores criticos al 5% del estadistico de Durbin-Watson, n = 72, k = 2

dL
du

1,5611
1,6751

- El contraste de Breusch-Godfrey se puede obtener en la pantalla de resultados de la estimacion
MCO. Pulsar:

Contrastes — Autocorrelacion — Seleccionar el numero de retardos p de la hipdtesis alterna-
tiva

Al realizar la regresion auxiliar gretl usa todas las observaciones, incluidas las primeras p
igualando aquellos retardos de los residuos no disponibles o, ..., 41—, a cero. Por supuesto
puedes obtener el valor del estadistico de contraste siguiendo todos los pasos aprendidos en
clase. Veamos como realizar explicitamente y paso a paso el contraste de Breusch-Godfrey:

1. Se estima el modelo de interés por MCO Modelo — Minimos Cuadrados Ordinarios
2. Se guardan los residuos Guardar — residuos en la ventana de estimacién del modelo.

3. Se realiza la regresién auxiliar tal y como se ha explicado en la clase magistral. Si no
se consideran todas las observaciones, simplemente se realiza la estimacién por MCO
eligiendo como variable dependiente la que se ha definido para guardar los residuos y
como variables explicativas los regresores del modelo de interés. Ademds, para incluir
como regresores los p retardos de los residuos: en la ventana gretl:especificar modelo
elegir retardos y en la que surge elegir los retardos que se deseen, de 1 a p de la variable
dependiente.

4. Se guarda el valor del coeficiente de determinacién R? de esa regresiéon auxiliar y se
multiplica por el nimero de observaciones disponibles para el calculo del estadistico.
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e Estimar de forma consistente la matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes
estimados por MCO robusto a autocorrelacion.

La estimacion de los coeficientes del modelo es por MCO, pero su matriz de varianzas y covarianzas
se estima teniendo en cuenta que hay autocorrelacion para que la inferencia usando los estadisticos
t v F sea adecuada:

Modelo — Minimos Cuadrados — elegir la variable dependiente y las variables independientes

Elegir en esa misma ventana desviaciones tipicas robustas, y en configurar elegir HAC.

De esta forma podemos hacer los contrastes de significatividad individual con los valores de los es-
tadisticos t que nos muestra el output eligiendo el valor critico en la distribucién N(0,1). Cualquier
otro contraste de restricciones lineales los podemos realizar eligiendo en la ventana de estimacion
Contrastes — Restricciones lineales. El programa gretl considera para realizar el contraste el estima-
dor robusto a autocorrelacion de la matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes estimados
por MCO.

e Estimar la especificacién del modelo por el método de Cochrane-Orcutt.
Modelo — Series Temporales — Cochrane-Orcutt

En la ventana de resultados se muestra el valor de rho y la SCR del modelo transformado para cada
iteracién, hasta el valor final alcanzado el criterio de convergencia que por defecto usa gretl. A su
vez, se muestran los resultados de la estimacién del modelo original por este método. También se
muestran una serie de estadisticos basados en los datos rho-diferenciados. Hay que ser cautelosos
en la interpretacion de estos resultados, ya que se refieren al modelo transformado y no al original.
Este modelo tiene regresores estocasticos ya que para la transformacion se utiliza la estimacion del
parametro p. Por lo tanto, el valor del estadistico Durbin-Watson no es comparable con las cotas
tabuladas bajo el supuesto de regresores no estocésticos.

Cualquier contraste de restricciones lineales utilizando este estimador lo podemos realizar eligiendo
en la ventana de estimacién Contrastes — Restricciones lineales

e Estimar la especificacién del modelo por el método de Hildreth-Lu
Modelo — Series Temporales — Hildreth-Lu

En la ventana de resultados se muestra el valor de rho en la red para la cual la SCR es minima
junto con los resultados de la estimacién de los pardmetros del modelo original. Adiccionalmente,
se muestra en una nueva ventana la funcién a minimizar que es la Suma de Cuadrados de Residuos
(SCR) del modelo transformado para distintos valores de rho en la red.
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e Tratamiento de los retardos en gretl.

- Anadir retardos de una variable en concreto a la ventana principal.
Anadir — Retardos de las variables seleccionadas

En la ventana que surge poner el niimero de retardos que se quiere anadir. El problema esta en
que estos retardos no apareceran en las ventanas de estimacion del modelo por MCO o por
otro tipo de métodos.

Otra forma seria Anadir — Definir nueva variable
En la ventana que surge definir el retardo de la variable deseada, por ejemplo de la variable
RD el retardo 4 serfa RD4 = RD(—4)

Entre paréntesis el niimero de retardo deseado se acompana con el signo menos.

Vemos los datos de esas variables

Obs RD RD4
1960 57,94

1961 60,59

1962 64,44

1963 70,66

1964 76,83 57,94
1965 80,00 60,59
1966 84,82 64,44
1967 86,84 70,66
1968 88,81 76,83
1969 88,28 80,00

La primera columna seria RD; y la segunda RD;_4.
- Anadir retardos de la variable dependiente o de los regresores y usarlos en la estimacién. En
este caso se anadirdan en la misma ventana de estimacién:

En la ventana gretl: especificar modelo elegir retardos y en la que surge elegir los retardos
que se deseen, bien de forma continua o retardos especificos de forma discontinua, tanto de la
variable dependiente como de las variables explicativas que se han definido previamente.
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