Tema 3: Aplicaciones Lineales.

1. Definicion de aplicacion lineal y propiedades.

Definicién. Sean V' y W dos K-espacios vectoriales y f : V — W una aplicacién. Se
dice que f es una aplicacion lineal si se verifica la siguiente condicion:

flav+ pv') =af(v)+ Bf(V), Va,B €K, Yv,0' €V.

Las aplicaciones lineales también suelen recibir el nombre de homomorfismos entre
espacios vectoriales. Un monomorfismo entre los espacios vectoriales V' y W es una
aplicaciéon lineal f : V' — W inyectiva. Un epimorfismo entre los espacios vectoriales V'
y W es una aplicacién lineal f : V' — W sobreyectiva. Un isomorfismo entre los espacios
vectoriales V' y W es una aplicacién lineal f : V. — W biyectiva. SiV =Wy f:V =V
es una aplicacion lineal, se dice que f es un endomorfismo del espacio vectorial V' y si
ademads es biyectiva, se dice que es un automorfismo de V.

Ejemplos.
(1) La aplicacién f : R® — R? definida por f((z,y,2)) = (z +y,y + 22) es lineal.
(2) La aplicacién f : R* — R? definida por f((x,y,2)) = (z +y + 1,y 4+ 22) no es lineal.

Las aplicaciones lineales f tienen diversas propiedades. Entre ellas destacan las si-
guientes:

Proposiciéon 1.1. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y f : V. — W una apli-
cacion lineal. Entonces,

(i) f(Oy) = Ow.
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2 El espacio vectorial £x(V, W)
(ii) [(~v) = —f(v), Vo € V.
(ZZZ) f(z;il OéZ'UZ‘) = Z:il Ckif(vi), Vo, € K, Yv; € V.

(iv) Si{vi,...vn,} es un subconjunto ligado de V', entonces {f(v1),... f(vm)} es un sub-
conjunto ligado de W.

(v) Si U es un subespacio de V', entonces f(U) = {f(u)|lu € U} es un subespacio de W.
Ademas, si dim(U) = m, entonces dim(f(U)) < m.

(vi) Si T es un subespacio de W, entonces f~H(T) = {v € V|f(v) € T} es un subespacio
de V.

Observamos que en el enunciado del teorema anterior no indicamos que sucede cuando
se toman imagenes de subconjuntos libres. En general, esta caracteristica no se mantiene.
Esto es si S es un subconjunto librede V'y f : V' — W es una aplicacién lineal, entonces no
podemos garantizar que f(S) sea un subconjunto libre de W. Como veremos més adelante,
sera necesario pedir que f sea ademas inyectiva para poder asegurar que subconjuntos libres
de V tienen por imagen subconjuntos libres de W.

En el apartado (v) de la Proposicién 1.1, hemos visto que f(U) es un subespacio de
W para cualquier subespacio U de V. En particular si tomamos U = V', obtenemos que
f(V') es un subespacio de W llamado K-subespacio imagen de V. Adema&s, hemos visto
que dim(f(V)) < dim(V). A dim(f(V)) se le llama rango de f. f(V) también se suele
denotar por Imf.

De forma analoga, en el apartado (vi) de la Proposicién 1.1, hemos demostrado que
si T es un subespacio de W, entonces f~1(T') = {v € V|f(v) € T} es un subespacio de V.

Si elegimos T' = {Ow }, tenemos que

F7H0w) ={v e V|f(v) = 0w}

es un subespacio de V, llamado nicleo de la aplicacion lineal f y se suele denotar por
kerf.

Ejemplo.

(1) El niicleo de la aplicacién lineal f : R* — R? definida por f((z,v,2)) = (z +y,y + 22)
es kerf = {(z, -z, §)|r € R}.

2. El espacio vectorial £x(V, ).

Se considera el conjunto £x(V, W) dado por

Cx(V,W)={f:V — W | f es lineal},
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Aplicaciones Lineales 3

donde V y W son dos K-espacios vectoriales. En este conjunto definimos las siguientes
operaciones:
Vi,g € Lx(V,W),Yo eV (f+g)(v)=f(v)+g(v)

VieLx(V,W),Yve VVae K (af)(v)=af(v)

Es facil ver que f + g es otra aplicacion lineal de V' en W, luego + nos define una ley de
composicién interna sobre £ (V, W). Ademas, (£x(V,W),+) es un grupo abeliano, esto
es que la suma de aplicaciones lineales de V en W es conmutativa, asociativa, existe un
elemento neutro (que es la aplicacién nula f(v) = Oy, para todo v € V') y existe elemento
inverso (dada f € L£x(V,W), su elemento inverso es —f definida por Yv € V(—f)(v) =
—f(w)y —f € Lx(V,W)). Por otro lado, af es otra aplicacién lineal de v en W, si
feLxg(V,W)y a e K. Con la suma definida en £x(V, W) y la multiplicacién por un
escalar sefialada, se demuestra que (£x (V, W), +, .) tiene estructura de K-espacio vectorial.

3. El nicleo y la imagen de una aplicacidn lineal.

Si f:V — W es una aplicacion lineal, hemos probado que el nicleo y la imagen son
subespacios vectoriales en la Proposicion 1.1. Estos subespacios son muy ttiles a la hora
de estudiar las aplicaciones lineales. Por ejemplo, es facil probar la relacion existente entre
las dimensiones del nicleo, de la imagen y la del espacio vectorial V:

Proposicion 3.1. Sean V y W dos K -espacios vectoriales, V' de dimension finita, y
f:V — W una aplicacion lineal. Entonces,

dim(V) = dim(kerf) + dim(Imf).

Ademas, las aplicaciones lineales inyectivas y suprayectivas se pueden caracterizar
mediante utilizando el espacio vectorial imagen y el kerf. En concreto, de la definicién
de aplicacion lineal, se deduce que si f es una aplicacion lineal entre V 'y W y By =
{v1,...,v,} es una base de V, entonces {f(v1),...,f(v,)} es un sistema generador de
Imf. Es evidente que una aplicacion lineal f : V' — W es sobreyectiva si y sélo si el
subespacio imagen Imf tiene la misma dimensién que W.

Respecto de la inyectividad, tenemos:

Proposicion 3.2. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y f : V. — W una apli-
cacion lineal. Entonces f es inyectiva si y solo si su niucleo, ker f, es el subespacio vectorial

{Ov}.

Como consecuencia de proposiciones 3.1 y 3.2 es inmediato demostrar:
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4 Matriz asociada a una aplicacién lineal (filas)

Corolario 3.3. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita y f :
V — W. Entonces, [ es inyectiva si y solo si dimgV =dimg f(V).

Una ultima utilidad viene expresada en el siguiente resultado:

Proposicion 3.4. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita f :
V. — W wuna aplicacion lineal inyectiva. Si {vi,...,v.} C V es un subconjunto libre,

entonces {f(v1),..., f(v.)} C W es libre.
4. Isomorfismos entre espacios vectoriales.

En esta apartado estudiamos un tipo de aplicaciones lineales interesantes: los isomor-
fismos entre espacios vectoriales. Cuando existe un isomorfismo entre V' y W, diremos que
V y W son espacios isomorfos.

En el siguiente teorema caracterizamos los espacios vectoriales isomorfos:

Teorema 4.1. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita. Entonces,
V y W son isomorfos si y solo si tienen la misma dimension.

Ejemplo.
1. Los R-espacios vectoriales R* y P3(R) son isomorfos porque ambos tienen dimensién 4.

Por ejemplo, la aplicacién f : R* — P5(R) definida por f((a, b, ¢c,d)) = a+bz+cx?+dz®
es un isomorfismo entre ambos espacios vectoriales.

5. Matriz asociada a una aplicacion lineal (notacién por filas).

Si f:V — W es una aplicacién lineal, By = {vy,...,v,} una base de V' y By =
{wy,...,w,} una base de W, entonces dado un vector v € V, podemos expresar v =
2?21 QU5 y

fv) = f(z @;v;) = Zaif(vi) =Y Y ajw;,

i=1 =1

. m . .,
siendo f(v;) = > .., a;jw;. Por tanto, si empleamos la notacién por filas para expresar
las coordenadas de los vectores, podemos dar la siguiente expresién matricial de f(v):

ail e Q1m w1

an1  --. Qpm W
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Aplicaciones Lineales 5

y a la matriz A = (a;;) se le denomina matriz asociada a f respecto de las bases By
y By . Esto es,

coord. de f(vi) en By,
coord. de f(va) en By, ufl

f(v) = (coord. de v en By)

W

coord. de f(v,) en By,

Ejemplo.

(1) Si tomamos la aplicacién lineal f : Po(R) — R? definida por f(ag + ayz + agz?) =
(ap + a1, a1 + 2az2) la matriz asociada a f tomando como bases Bp, R) = {1,2,2%} y

1 0
Bz = {(1,0),(0,1)} viene dada por (1) ;

Es obvio que si conocemos la matriz asociada a una aplicacién lineal con respecto a
dos bases By y By, podemos obtener f(v) para cualquier vector v de V', esto es, dada la
matriz asociada A, la aplicacion lineal f se encuentra totalmente determinada. Ademds,
existe una relacion entre matrices asociadas a una misma aplicacion lineal cuando se toman
bases diferentes en V' 'y W. En efecto, si A es la matriz asociada a f con respecto a las bases
By v By y B es la matriz asociada a f con respecto de las bases B7, y By, entonces

B — M%/V’%VAMXBW’%Q/V.

Por otro lado, la matriz asociada a una aplicaciéon lineal nos permite dar una inter-
pretacion en términos de aplicaciones lineales de las matrices de cambio de base. Una
matriz de cambio de base se puede ver como la matriz asociada a la aplicacién lineal a la
identidad de un espacio vectorial cuando se toma en origen una base By y en llegada B, .

El siguiente lema prueba la relacién existente entre matrices asociadas cuando suma-

mos o multiplicamos por un escalar aplicaciones lineales:

Lema 5.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, f : 'V — W
yg:V — W dos aplicaciones lineales By, Bw bases de V. .y W y M%V %W(f) Y
MSBV %W(g) las matrices asociadas a f y g respecto de las bases By y By . Entonces,

(i) Mg, g, (f +9) = My 5, (f) + Meg, 55, (9)-

(it) Mg, g5, (Af) = AMsg_ o5 (f)-

El lema anterior nos sirve para demostrar el siguiente resultado
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6 Matriz asociada a una aplicacién lineal (columnas)

Teorema 5.2. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita n y m,
respectivamente. Entonces,

(i) Lx(V,W) y Mat, wm(K) son isomorfos.
(i) dimg(Lx(V,W)) = mn.

Hemos visto que existia una relacion entre las matrices asociadas a la misma aplicacion
lineal. Sin embargo, podemos interpretar de nuevo la relacién existente entre ellas, teniendo
en cuenta el siguiente resultado:

Proposicion 5.3. Sean V., W y Z tres espacios vectoriales de dimension finita, f :
V.o W, g: W — Z dos aplicaciones lineales By, By, By bases de V., W y Z y
M%v,%w(f) Y M%W’%Z(g) las respectivas matrices asociadas. Entonces, g o f es una
aplicacion lineal cuya matriz asociada M’Bv ;Bz(g o f) respecto de las bases By y By
satisface

My s5,(90f) =M s, ()M 5, (9)

En vista del resultado anterior, la relaci 'on entre matrices asociadas a la misma aplicacién
viene determinada como la matriz asociada a la composicién idyy o f oidy donde idyy (idy )
es la aplicacién identidad de W (V') tomando en origen la base By, (B},) y en llegada la
base By, (By).

6. Matriz asociada a una aplicacidn lineal (notacién por columnas).

Si f:V — W es una aplicacién lineal, By = {vy,...,v,} una base de V' y By =
{wy,...,wy,} una base de W, entonces dado un vector v € V, podemos expresar v =
Z?zl QU Y

n

n n m
FO)=FO aw) = aif(v) =Y o Y ajwj,
i=1 i=1 i=1  j=1
siendo f(v;) = Z;nzl aj;w;. Por tanto, si empleamos la notacién por columnas para dar
las coordenadas de un vector, podemos dar la siguiente expresién matricial de f(v):

all A1n (65}
f)=(wr - wn)

Aml1 -+ QAmn (07

y a la matriz A = (a;;) se le denomina matriz asociada a f respecto de las bases
By y By en notacion por columnas. Es obvio que si conocemos la matriz asociada a
una aplicacién lineal con respecto a dos bases By y By, podemos obtener f(v) para
cualquier vector v de V, esto es, dada la matriz asociada A, la aplicacion lineal f se
encuentra totalmente determinada. Ademds, existe una relacién entre matrices asociadas
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Aplicaciones Lineales 7

a una misma aplicacion lineal cuando se toman bases diferentes en V' 'y W. En efecto, si

A es la matriz asociada a f con respecto a las bases By y By y B es la matriz asociada
/ /

a f con respecto de las bases By, y By, entonces

B — M%Wy%%vAMsBlvy%V'

Por otro lado, la matriz asociada a una aplicacién lineal nos permite dar una interpretacién
en términos de aplicaciones lineales de las matrices de cambio de base. Una matriz de
cambio de base se puede ver como la matriz asociada a la aplicacion lineal a la identidad
de un espacio vectorial cuando se toma en origen una base By y en llegada B, .

El siguiente lema prueba la relacién existente entre matrices asociadas cuando suma-
mos o multiplicamos por un escalar aplicaciones lineales:

Lema 6.1. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita, f : V — W
yg:V — W dos aplicaciones lineales By, By bases de V .y W y MSBV %W(f) Y

M%V %W(g) las matrices asociadas a f y g respecto de las bases By y By en notacion
por columnas. Entonces,

(i) Mog, g (f+9) =M s, (f)+ Mg 5, (9)

(ir) Mg, o5, (Af) = AMsg_ o5 (f)-

El lema anterior nos sirve para demostrar el siguiente resultado

Teorema 6.2. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita n y m,
respectivamente. Entonces,

(i) Lx(V,W) y Mat,,,xn(K) son isomorfos.
(i) dimg (Lx(V,W)) = mn.

Hemos visto que existia una relacion entre las matrices asociadas a la misma aplicacion
lineal. Sin embargo, podemos interpretar de nuevo la relacién existente entre ellas, teniendo
en cuenta el siguiente resultado:

Proposicion 6.3. Sean V., W y Z tres espacios vectoriales de dimension finita, f :
V.- W, g: W — Z dos aplicaciones lineales By, By, By bases de V., W y Z y
JL\?J?W%W (f)y M%W,‘BZ(Q) las respectivas matrices asociadas en notacion por columnas.

ntonces,

Mg, 5,(90f) = My, o, (9) Mg, o5, (f),

siendo M‘Bv ;Bz(g o f) la matriz asociada a g o f en notacion por columnas tomando
como bases de V y Z a By y By. En vista del resultado anterior, la relaci ’on entre
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8 Matrices equivalentes

matrices asociadas a la misma aplicacion viene determinada como la matriz asociada a la
composicién idy o f oidy donde idy (idy) es la aplicacién identidad de W (V') tomando
en origen la base By, (BY,) v en llegada la base By, (By ).

7. Matrices equivalentes.

Si A,B € Mat,xm(K), se dice que son matrices equivalentes si existen matrices
inversibles P € Mat,, x,,(K) y @ € Mat,,xm(K) tales que A = PBQ.

Por otro lado, teniendo en cuenta que dada una matriz A € Mat, x.,(K) podemos
interpretarla como la matriz asociada a una aplicacién lineal y que las matrices inversibles
se interpretan como matrices de cambio de base, la relacién existente entre dos matrices
equivalentes fuerza a que éstas estén asociadas a la misma aplicacién lineal.

Es obvio que todas las matrices asociadas a una misma aplicacion lineal son matrices
equivalentes. En efecto, para probarlo basta con tener en cuenta la relacién existente entre
matrices asociadas a una misma aplicacién lineal, que permite escribir una en términos de
otra, empleando las matrices de cambio de base. Ademds, podemos construir una matriz
asociada a una aplicacién lineal f : V — W con entradas de 0 y 1:

Teorema 7.1. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectiva-
mente y f : V. — W una aplicacion lineal con rango r (esto es, r = dim(f(V'))). Entonces,

. . . I
existen bases de V. y W tales que la matriz asociada a f respecto a ellas es ( 6 8)

Para demostrar el teorema anterior, basta con calcular el nticleo de la aplicacién lineal
f, determinar una base de ker(f) y completarla por delante hasta obtener una base de V.
Tomando las imagenes de los vectores de esta base de V' que no estén en el ntcleo, se
obtiene una base de Im(f). Esta base puede ser completada por detras hasta obtener una
base de W. Las bases de V' y W construidas son las que se necesitan para que la matriz

asociada a f sea de la forma <I(; 8)
La utilidad de esta matriz es grande ya que a través de ella podemos contestar a dos
cuestiones:

1. Dada una matriz A de orden adecuado, ;es matriz asociada a la aplicacién f7 Si
tenemos en cuenta que todas las matrices asociadas a la misma aplicacion lineal son
equivalentes a la matriz que figura en el teorema anterior, para saber si A es asociada

,
0 0
que A es matriz asociada a f respecto de alguna base de V' y W y trabajnado con la
nueva expresion matricial de f, tomando A como matriz asociada a f. Si después de

ono a f, sera suficiente con probar si es equivalente a . Para ello, suponemos

Introduccion al Algebra Lineal. M.A. Garcia Sanchez y T. Ramirez Alzola.

Proyecto OCW de la UPV/EHU.



Aplicaciones Lineales 9

. . . .. I. 0
realizar los calculos con la nueva expresiéon matricial, obtenemos de nuevo 0 o)

entonces A es matriz asociada a f. En caso contrario, no lo es.

. Dadas dos matrices del mismo orden, json equivalentes? Basta con interpretarlas
como matrices asociadas a aplicaciones lineales y ver si ambas son equivalentes a la

. . I, 0 D , . . ,
misma matriz 0 0) Entonces, las matrices iniciales serdan equivalentes si y sélo

. . . (1
si ambas equivalen a la misma matriz ( . O).

0 0

Ejemplo.

. Las matrices A = ((1) _11 (1)) y B = (_11 (1) 1) son equivalentes porque ambas

. 1 o ., .
equivalen a ( 00 . En efecto, utilizando la notacion por filas, podemos inter-

0 1 0
pretar a A como la matriz asociada a f : V — W donde dimV = 2, dimW = 3 y se
han tomado como bases By = {vi,v2} y Bw = {w1, w2, ws}. Entonces, kerf = {0y }
y tomando como bases By = {vi,v2} y By = {f(v1), f(v2), w3} = {w — wa,ws +

10 0 1 -1 0
ws, w3}, la matriz asociada a f es C = (O 1 0). Ademas, A=LC |0 1 1
0 0 1

por la relacion existente entre matrices asociadas a la misma aplicacion lineal. Por
otro lado, utilizando de nuevo la notacion por filas, podemos interpretar a B como
la matriz asociada a f : V — W donde dimV = 2, dimW = 3 y se han tomado

como bases %V {v],vh} vy By = {w), wh, wh}. De nuevo, kerf = {Ow } y tomando
como bases B, = {v],v5} y %'" = {f(v}), f(v}),whs = {—w] +wj, w} +wh +wh, w}}
1 0 0 —L o
obtenemos de nuevo C' :( ) Pero, B=LC | 1 1 1|, asique
0 1 0
1 0 0
1 -1 0\)
A=LC[O0 1 1 -1
0 0 1 1 -1 0 -1 0 1
—B=LA[0 1 1 1 1 1],
-1 0 1 0 0 1 1 0 0
B=1C 1 1 1
1 0 0/ )
1 -1 0\ " /-1 0 1 1 1 2
Pero |0 1 1 1 1 1] = 0 1 1] y,tomando P =1,y Q =
0 0 1 0 0 1 0 O
-1 1 2
0 1 1] secumple B= PAQ, donde Py @ son inversibles. Consecuentemente,
1 0 0
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Matrices equivalentes

Ay B son equivalentes.
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