Tema 1: Fundamentos.

1. Nociones basicas de la Teoria de Conjuntos.

Definicién. Un conjunto es una colecciéon de objetos. A los objetos de un conjunto
se les llama elementos del conjunto.

Se denominard conjunto vacio al conjunto que no tiene elementos y se denotard
por 0.

Normalmente, emplearemos letras maytsculas (A, B, ...) para denotar los conjuntos
y usaremos letras minusculas (a, b, ¢, ...) para los elementos de un conjunto. Para indicar
que un elemento a estd en un conjunto A escribiremos a € A, que se lee “a pertenece a
A”. En caso contrario escribiremos a € A, que se lee “a no pertenece a A”.

Existen dos formas de definir un conjunto:

i) Por extensién: En este caso se indican todos elementos que forman el conjunto
W

escritos entre los simbolos { y } y separados por “”. Por ejemplo, A = {1,2,3}
significa que el conjunto A esta formado por los elementos 1, 2 y 3.

ii) Por comprension: Se sefialan la(s) propiedad(es) que caracteriza(n) los elementos
del conjunto. En este caso escribiremos el conjunto de la siguiente manera: {x | p(x)},
donde p(z) es la propiedad que debe verificar el elemento x para pertenecer al conjunto.
Por ejemplo, B = {x |  es un nimero natural y z < 3} (observar que el conjunto B
coincide con el conjunto A del apartado i)).

Si Ay B son dos conjuntos tales que cada elemento de B pertenece a A, se dice que
B esta contenido en A y se escribe B C A (6 B C A). Es decir,

BCA — Vb e B,be A.
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2 Nociones basicas de la Teoria de Conjuntos

En caso contrario, esto es, si existe al menos un elemento de B que no esta en A, se dice
que B no estd contenido en A y se expresa mediante B A (6 B ¢ A). Esto es,

BgA <  JbecBtalquebdA

Si B es un conjunto tal que B C A, se dice que B es un subconjunto de A.

Si BC Ay B # A, escribiremos B ; A, cuando queramos destacar que B # A y se

dird que B es un subconjunto propio de A. Es evidente que

B§A<:>Vb€B,b€AyEIaEAtalquea¢B.

Ejemplos.
1. (0, que representa el conjunto vacio, estd contenido en cualquier conjunto A.
2. Si A es un conjunto, entonces A C A.

3. Sean A ={1,-1,-3,5} y Z = {z | z es un ndmero entero}. Entonces, A ; Z.

4. Sean A ={1,2,3,—v2,v/5} y B=Q={a/b| a,b € Zy b# 0}. Entonces, A ¢ B.

5. Si N denota el conjunto de los nimeros naturales y Q el conjunto de los ntimeros
racionales, se tiene N ; Q.

6. Si A ={n € N|n es primo} denota el conjunto de los niimeros primos y Z el conjunto
de los ntmeros enteros, se tiene A ; 7.

Definicién. Sea A un conjunto. Se llama conjunto de las partes de A 6 booleano
de A, y se denota por P(A), al conjunto formado por todos los subconjuntos de A (in-
cluyendo el conjunto vacio y el propio A), esto es,

P(A) = {B|B C A}.

Definicién. Sea A un conjunto. Se llama cardinal de A al niimero de elementos de
A. Normalmente, se suele denotar el cardinal de A por |A| 6 por #A.

Definicién. Un conjunto A se dice que es finito si tiene un ntimero finito de elemen-
tos, esto si, si |A] < oco.

Para denotar una familia de conjuntos indicada por I escribiremos {A4; | i € I} o
{A;}icr donde I es un conjunto de indices no vacio.
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Fundamentos 3

Definicién. Sean A y B dos conjuntos. La interseccion de los conjuntos Ay B es el
conjunto denotado por AN B formado por los elementos que pertenecen simultaneamente
a Ay B, esto es,

ANB={z|xz€ A Nz € B}.

Cuando AN B = (), se suele decir que los conjuntos A y B son disjuntos.

Si {A;}ier es una familia de conjuntos, la interseccién de ellos es un conjunto denotado

por () A; y cuyos elementos son:
icl

ﬂA,-:{x]a:EANiEI}.

el

Diremos que la familia {4; };c; es disjunta cuando se verifique la siguiente condicién:

Vi,jel, i#j, A;nA;=0.

Definicién. Sean A y B dos conjuntos. La union de los conjuntos A y B, denotado
por AU B, es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A 6 a B, esto es,

AUB={zx|x€ A Vvx € B}.

Si A y B son disjuntos, se dird que la uniéon de A y B es disjunta y se denotard por A UB.

Si {A;}ies es una familia de conjuntos, la unién de ellos se denota por |J A; y tiene
il
por elementos:

UAiz{x]EliEItalquexEAi}.

il
Aligual que antes, si la familia { A;};c; es disjunta, diremos que la unién de ella es disjunta

y lo denotaremos por J A4;.
il

Ejemplos.

1. Consideremos la familia {A4,}, ., donde A, = [n,n+1) para cada n € N. Entonces,

U =11 +00).
nEN

Ademis, la familia anterior es disjunta ya que A, N A,, = 0 si n # m.
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4 Nociones basicas de la Teoria de Conjuntos

2. Consideremos la familia {A,}, ., donde A, = (n,n+1) para cada n € N. Entonces,

U = (1,400) — N.
neN

Ademis, la familia anterior es disjunta ya que A, N A,, = 0 si n # m.

3. Consideremos la familia {A,}, N, donde A, = [n,n + 1] para cada n € N. Entonces,
U =11 +00).
neN
Ademas, la familia anterior no es disjunta ya que para cadan € N, A,NA, 11 = {n+1}.
Definicién. Sean A y B dos conjuntos. Se llama diferencia de los conjuntos A y

B, y se denota por A — B, al conjunto formado por los elementos de A que no pertenecen
a B, esto es,

A-B={zecA|z¢B}.

Definicién. Sean A y B dos conjuntos. Se llama producto cartesiano de los
conjuntos A y B, y se denota A x B, al conjunto formado por todos los pares (a,b) con
a € Aybe B, es decir,

Ax B={(a,b)|a€e A N be B}.

En relacion al producto cartesiano destacamos:

1.- El par (a,b) es un par ordenado, esto es, siempre se debe verificarse que a € Ay
be B.

2.- Si (a1,b1),(az,b2) € A x B, entonces (a1,b1) = (az,b2) si y sblo si a3 = as y
bl - b2.

3.- Si |[A| =ny |B| = m, entonces |A x B| =n x m.
4.- Si A # B, entonces A x B # B x A.

Del mismo modo que hemos definido el producto cartesiano de dos conjuntos, podemos
definir el producto cartesiano de k conjuntos Ay, Ao, ... A de la manera siguiente:

Ay XAQX...XAk:{(al,GQ,...,ak)‘Vie{l,Q,...k}, CLZ‘GAi}.

Definicién. Sean A un conjunto y {4;},.; una familia disjunta de subconjuntos de

A. Diremos que {4;},.; es una particién de A si A= (J A4;.
icl
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Fundamentos )
Ejemplo.

1. Si A={1,2,3,4}, entonces {{1},{2,3},{4}} es una particién de A.

2. Aplicaciones.

Definicién. Sean A y B dos conjuntos. Una aplicacién 6 funcién de A en B es
una regla que a cada a € A le hace corresponder un tnico elemento de B.

Normalmente, se suele denotar una aplicacién de A en B por f: A — B. En tal caso,
a A se le llama dominio de la aplicacién y a B codominio 6 conjunto final.

Sia€ Ay f: A— B es una aplicacion, se denota por f(a) el elemento de B que le
hace corresponder la aplicacién f al elemento a. A f(a) se le llama imagen de a por la
aplicacion f.

Ejemplos.

1. Aplicacién identidad: Si A es un conjunto, se define la aplicacion identidad medi-

ante:
14: A — A
a — 1lu(a)=a.

A veces denotaremos la aplicacién identidad por id 4.

2. Aplicacion inclusion. Si A C B, se define la aplicacién inclusion de la manera que
sigue:
1A A — B
a — iala)=a.

Como se observa, si A = B, entonces la aplicacién inclusion coincide con la aplicacién
identidad.

3. Aplicacion constante. Si A y B son dos conjuntos y by € B un elemento fijo de B,

entonces:
A — B

a —  cpy(a)=bo.

Chy -

4. Sean S C Ay f: A — B una aplicacién. Se llama restriccién de f a S a la
siguiente aplicacion:
f‘s S — B
S —

fis(s) = f(s)-

5. Sean S C Ay f: S — B una aplicacién. Se llama extension de f a A a la cualquier
aplicacién g : A — B tal que g|g = f.
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6 Aplicaciones

6. Sean Ay, ..., A conjuntos no vacios. Consideremos su producto cartesiano Ay X...x Ay,
que sera también no vacio. Para cada i € {1,2,...,k}, la proyeccién i-ésima es la
aplicacion denotada por p; que esta definida de la manera siguiente:

pi - Al X ... X Ak — Ai,
(a1, ...,ax) - pil(ag,...,ar)) = a;.

Definicién. Sean f : A — B una aplicacién y S C A. Entonces, la imagen del
subconjunto S, que denotaremos por f(S), es el subconjunto de B cuyos elementos son
iméagenes de elementos de S, esto es,

f(8) ={f(a)| aecS}

Observar que si f : A — B una aplicacion, se puede tomar como subconjunto S de
A el propio A. En tal caso, f(A) = {f(a) | a € A} recibe el nombre de imagen de A
por la aplicacién f. A veces, también se suele denotar la imagen de A por la aplicacion f
mediante Imf.

Si f: A— B es una aplicacién de A en B y b € B, entonces se llama antiimagen
de b a un elemento a € A tal que f(a) = b. De la definicién de aplicacién, se deduce que
si f: A — B es una aplicacién, entonces cada elemento de A tiene una unica imagen,
pero no todo elemento de B tiene que tener antiimagen e incluso un mismo elemento de
B puede tener mas de una antiimagen. Por ello, en lo que sigue,

FHpY) ={ac Al fa) = b}.
A veces, para simplificar notacién, escribiremos f~1(b) en vez de f=1({b}).

Del mismo modo, si f : A — B es una aplicacion y T C B, el subconjunto de A
formado por las antiimagenes de los elementos de T' se denota por

f7UT) ={a € Alf(a) € T}

y se llama imagen inversa del subconjunto 7. Obviamente, puede suceder que
f=HT) =0.
Ejemplos.

1. Sea f: R — R la aplicacién definida por f(x) = z2. Si tomamos como subconjunto
de R, S =1{0,1,-1,2} C R, entonces f(S) = {0,1,4}. Facilmente se comprueba que
la imagen inversa de T'= {z € R | —2 <z < —1} es vacfa, esto es, f~1(T) = (). En
cambio, si se elige T = {0,1, 1,2} C R, entonces f~1(T) = {0,1, —1,v2, —/2}.

2. En el ejemplo anterior, Imf = {f(a) | a € A} = {a® | a € R} =R" = [0, +00).
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Fundamentos 7

Definicién. Sean f: A — By g: C — D dos aplicaciones. Se dice que f y g son
iguales cuando A=C, B= Dy f(a) = g(a) Va € A.

Definicién. Una aplicacion f : A — B se dice que es inyectiva si dados dos
elementos cualesquiera distintos de A sus imagenes son diferentes. Es decir,

Va,a' € A, a # d' = f(a) # f(d).
Equivalentemente, podemos expresar la condicion de ser inyectiva mediante

Va,a' € A, f(a) = f(d')=a=d.

Definicién. Una aplicacion f : A — B es suprayectiva si f(A) = B. Esto es,

VbeB Jac A | f(a)=0.

Definicién. Una aplicacién f : A — B se llama biyectiva si es suprayectiva e
inyectiva. Esto es,

Voe B 3lac A | f(a)=0.

Ejemplos.

1. Sea
f: R — [0,+00)
x

— x2.

Claramente, la aplicacién anterior es suprayectiva y no es inyectiva.

2. Sea
f: N — N

n — 2n.

La aplicacién anterior es inyectiva pero no suprayectiva.

3. Para cualquier conjunto A la aplicacion identidad 14 es biyectiva.

Definicién. Sean f: A — By g : C — D dos aplicaciones tales que B C C.
Llamamos composicion de f y g, a la aplicacién denotada por go f y definida mediante

gof: A — D
a —  g(f(a))

Esto es, (go f)(a) =g(f(a)), Vae€ A.
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8 Relaciones de equivalencia
Ejemplo.

1. Sean f: R — Ry g : R — R dos aplicaciones definidas por f(x) =22, Vo eR
y g(x) = x4+ 1, Vo € R. Entonces, (go f)(z) =22 +1, Vz € R x)
(x+1)%, VxeR.

~<

/\
\_/
A

Como se puede observar en el ejemplo anterior, en general, f o g no coincide con go f.

Definicién. Sea f : A — B una aplicacién biyectiva. Se llama funcién inversa
de f, y se denota por f~!, a la aplicacién f~!: B — A definida por

f7H®) =a s fla) =0b.

Ejemplo.
1. Sea

f: [0,400) — [0,400)
x — 2

La funcién f es biyectiva y su funcién inversa es:

f~t: [0,400) — [0,+00)
T — NE

A pesar de utilizar la misma notaciéon, no se debe confundir la antiimagen de un
elemento b (que es un subconjunto de A cuyos elementos tienen por imagen a b) con la
imagen del elemento b por la aplicacién f~!. La primera se puede calcular simepre y la
segunda sélo si f es biyectiva. Es facil demostrar que

Proposicion 2.1. Sea f: A — B una aplicacion biyectiva. Entonces,
i) fof =
i) f~lof=14
iti) £~ es biyectiva y (f~1) " = f.

Proposicion 2.2. Sea f : A — B una aplicacion biyectiva y sea g : B — A.
Entonces son equivalentes:

(i) g=f~".

(i) fog=1p ygo f=14.
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Fundamentos 9

3. Relaciones de equivalencia.

Definicién. Sea A un conjunto. Una relacién binaria ~ definida sobre A es una
regla que nos indica si dados dos elementos a y b pertenecientes a A estan o no relacionados.

Si ~ es una relacion definida sobre A y a,b € A estan relacionados, entonces escribire-
mos a ~ b. En caso contrario, aparecera a ¢ b.

Definicién. Sea A un conjunto. Una relacién de equivalencia definida en A es
una relacion binaria de A que verifica las tres propiedades siguientes:

i) Reflexiva: a ~ a Va € A.
ii) Simétrica: a~b<b~a a,be A.
iii) Transitiva: a~b y b~c=a~c a,bcec A.
Ejemplos.
1. En un conjunto A definimos la relacién:
a~b Sa=hb.
Facilmente se comprueba que es de equivalencia.
2. En A = 7Z se define la siguiente relacion:
a~b<< a—>b esun numero par.
Claramente, ~ es una relacién de equivalencia.
3. En A = 7Z se define la siguiente relacion:
a~bsa<b.

La relacion binaria anterior no es de equivalencia porque no se cumple la propiedad
simétrica ni la propiedad reflexiva.

4. En A = Z se define la siguiente relacién:
a~bs a>b.

La relacion binaria anterior no es de equivalencia porque no se cumple la propiedad
simétrica.

Introduccion al Algebm Lineal. M.A. Garcia Sénchez y T. Ramirez Alzola.

Proyecto OCW de la UPV/EHU.



10 Relaciones de equivalencia

Definicién. Sean A un conjunto y ~ una relacién de equivalencia sobre A. Para cada
a € A se llama clase de equivalencia de a, y se denotara por @ o por [a], al siguiente
conjunto:

la] ={b€ A|a~b}

a
Como se observa, @ es un subconjunto no vacio de A ya que a € a.

Es facil demostrar que:

Teorema 3.1. Sea A un conjunto, a,b € A y ~ una relacion de equivalencia sobre
A. Entonces, la interseccion de dos clases de equivalencia es no vacia si y sélo si ambas
clases coinciden, esto es,

[a] N'[b] # 0 <= [a] = [0].

Definicién. Sea A un conjunto y ~ una relaciéon de equivalencia en A. Un sistema
completo de representantes de la relacion ~ es un subconjunto X C A tal que
cualquier elemento de A estd relacionado con exactamente un elemento de X.

Dado un conjunto A y ~ una relacién de equivalencia sobre A, al conjunto A/ ~
formado por las clases de equivalencia se le llama conjunto cociente, esto es

Af ~=A={a]|ac A}

Claramente, al unir todas las clases de equivalencia se obtiene A. Por consiguiente, de esta
observacion y del teorema anterior deducimos:

Teorema 3.2. Sea A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia definida en A.
Entonces, el conjunto cociente A es una particion de A.
Ejemplos.

1. Si definimos en una conjunto A la relacién ~ mediante Va,b € A, a ~ b si y sélo si
a = b, se verifica que

a={beAla~bl={becA|a=0b}={a}

y que B
A/ ~=A={{a} | ac A} = A.

2. En A = Z definimos la relacion Va,b € Z, a ~ b si y sé6lo si a — b es un niimero par.
Entonces, si a es un nimero par,

|

Ga={r€Z|a—x espar} ={r €Z|x espar} =2=
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En cambio, si b € Z es impar,
b={r€Z|b—z espar} ={z€Z|x esimpar} =1=3 = ...
Por consiguiente, el conjunto cociente sélo tiene dos clases de equivalencia distintas y
viene dado por B
Z = {1,2}.
Un sistema completo de representantes de esta relacién estara formado por dos nu-
meros enteros tales que uno es par y el otro es impar. Por ejemplo, son sistemas

completos de representantes los conjuntos {1,2}, {0,—7}, 6 {—4,—57} pero no es
sistema completo de representantes los conjuntos {1, =5}, {—4,2}, {0,1,2} 6 {1}.

3. Sea A =R?—{(0,0)}. Definimos en A la siguiente relacién:
V(z1,51), (22,52) € A, (21,51) ~ (22,92) <= FIAER {0} | 21 = Az y 31 = Apo

Es inmediato comprobar que la relacién anterior es de equivalencia. Ademads, si
(x1,y1) € A, entonces

(z1,91) = {(22,92) | (21,91) ~ (22, 92)}
={(z2,y2) | IANE€R—-{0} tal que zo =Ax1 A y2 = A1}

={(Az1, \y1) | e R—{0}}.

Por ejemplo, (1,0) = {(A,0) | XA € R— {0}}. Esto es, la clase de equivalencia
del elemento (x1,y1) es el conjunto de puntos de A que se encuentran sobre la recta
que pasa por (x1,y1) y el origen (0,0). Obviamente, el (0,0) no esta en la clase de
equivalencia del elemento (1, y1) porque no pertenece al conjunto A. Por consiguiente,
el conjunto cociente estara definido por

= {(z,9)|(z,y) € A},

esto es el conjunto formado por las rectas que pasan por el origen (quitando el origen).
A este conjunto cociente se suele denotar por hborP!(R) y se le llama el espacio
proyectivo de dimension 1.

4. Leyes de composicion internas.

Definicién. Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicién interna sobre
A, o una operacién (interna) de A es una aplicacion:

fi AxA — A
(a,0)  —  f(a,b).

Nota: Generalemente, en lugar de escribir f(a,b), escribiremos el resultado de la
operacién del siguiente modo: a*xb,a o b,a-b, ... y a la operacion la denominaremos por el
simbolo utilizado: *,o,-, ...

Definicién. Un sistema algebraico es un conjunto A no vacio con una o varias
operaciones internas sobre él.
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Leyes de composicién internas

Ejemplos.

. Sea A =1{0,1}. En A podemos definir dos operaciones: * y o de la manera siguiente:

0x0=0 000=0
0x1=0 0ol=1
1x0=0 100=1
1*1=1 101=0

Como se observa, en un conjunto se pueden definir mas de una operacion.

Sea A = 7. Definimos
axb=+Va-bVa,becZ,

no es una operacion de Z porque v a - b no pertenece siempre a Z. En cambio,
axb=—-2,VYa,beZ,
si es una operacion de Z.

Sea A = N. Entonces, a * b = a®,Va,b € A, es una operacién en N pero si tomamos
A =17, no lo es.

SeaF={f:A— B | f aplicacién}.

a) f+g,donde (f+g)(z) = f(x)+g(z), Ve € R, Vf,g € F, suma usual de funciones,
es una operacién en .

b) f-g,donde (f-g)(x) = f(x)-g(z), Vx € R, Vf,g € F, producto usual de funciones,
es una operacion en [F.

c) Si A = B, entonces f o g, donde (f o g)(x) = f(9(x)), Vz € R, Vf,g € F,

composicion usual de funciones, es una operacién en F.

Sea A un conjunto y B(A) su booleano. Entonces, la unién, interseccién y diferencia
de dos elementos de PB(A) son operaciones de P(A).

Sea (A, x) un sistema algebraico. Entonces, * puede verificar las siguientes propieda-

Asociativa: Va,b,c € A, (a*b)*xc=ax (bxc).
Conmutativa: Va,b€ A, axb=0bxa.

Existencia de elemento neutro o identidad: de € A tal que Va € A, axe =a =
e * a.
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(iv) Existencia de elemento opuesto o inverso: Va € A, Ja' € A, tal que a*xd = e =
a * a, donde e es el elemento neutro de .

Normalmente, se suele denotar el inverso de a por a~!, si la operacién es denotada
por - y por —a, si la operacion es denotada por 4. También se suele denotar por 1 el
elemento neutro, si es que hay, cuando la operacion se denota por - y por 0, si la operacion
es denotada por +.

Definicién. Sean (A, *) un sistema algebraico y a € A. Se dice que a es inversible
si a tiene elemento inverso.

Ejemplos.

1) En (R,+), donde + denota la suma de nuimeros reales, se verifican las propiedades
asociativa y conmutativa, el nimero 0 es el elemento neutro y cada x € R tiene inverso:
—x.

2) En (R,.), donde . denota el producto de ntimeros reales, se verifican las propiedades
asociativa y conmutativa, el nimero 1 es el elemento neutro y cada x € R — {0} tiene

inverso: —. Pero - no verifica la propiedad de “existencia de elemento inverso” porque

x
el 0 no tiene inverso para esta operacion.

Observamos que si * una operacién asociativa en A, entonces para aj,...,a, € A
arbitrarios todas las expresiones que resultan de intercalar paréntesis en a; * ... x a,, dan el
mismo valor. Esto es, si % es asociativa podemos intercalar paréntesis donde queramos sin
que se altere el resultado. Por este motivo, denotaremos al resultado de estas expresiones
pOr @1 * ... * Qy,.

Es facil demostrar

Teorema 4.1. Sea (A, ) un sistema algebraico. Si existe un elemento neutro, en-
tonces éste es unico.

Teorema 4.2. Sea (A,x*) un sistema algebraico con elemento neutro e. Si * es aso-
ciativa y a € A es inversible, entonces el elemento inverso de a es unico.

Destacamos que el resultado anterior deja de ser cierto si * no es asociativa. Por
ejemplo, si consideremos la siguiente operacién en R:

rxy=x’y> +x+y Vo,y €R,

resulta que * es una operacién conmutativa con elemento neutro el 0. Si tomamos ahora
—1+v/1+4 _ —1+5
2 - 2

el elemento x = —1, se sigue que x’ = € R son elementos inversos de

r = —1.
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14 Estructuras algebraicas basicas

5. Estructuras algebraicas basicas.

Dependiendo de las propiedades que verifique una operacién interna, al sistema alge-
braico (A, x) le daremos distintos nombres:

Definicién. Sea (A,x*) un sistema algebraico. Se dice que (A, *) es un semigrupo
si * verifica la propiedad asociativa.

Un semigrupo (A, *) se dice que es conmutativo, si x es conmutativa.
Un semigrupo (A, *) se dice que es monoide si * tiene elemento neutro.

Un monoide (A, ) se dice que es un grupo, si todo elemento de A es inversible, esto
es si x verifica la existencia de elemento inverso.

Un grupo (A4, *) se dice que es abeliano, si * es conmutativa.
Ejemplos.
1. (Z,+) y (Q,+) son grupos abelianos.

2. (Z,-), (Q,-) y (R,-) son monoides pero no grupos ya que no todo elemento de Z, Q 6
R tiene inverso en Z, Q 6 R, respectivamente.

3. Sea Matay2(R) el conjunto formado por las matrices de orden 2 X 2 con entradas en
R, esto es,

Maty(R) = {(all a12) | a11,a12,a21, a2 GR}

az1 Aa22

En este conjunto definimos las dos operaciones siguientes: + y - .
a1z bin b2\ _ (a1 +bu aiz+bio
az  ag bo1 oo a1 +bo1  aze +baa )’

air a2 > [ bir bz ) _ ( 011b11 + a12b21 a11b12 + G12b2 )
az Az ba1 b2 a21b11 + agebor  az1biz + azebo )
Es facil probar que (Matay2(R),+) es un grupo abeliano y que (Mataox2(R), ) es un

monoide. De forma andloga se pueden definir operaciones + y - en Mat,, «,, conjunto
formado por las matrices de orden n por n.

Definicién. Sea (R, +,-) un sistema algebraico. Se dice que (R, +, ) es un anillo si
se verifican las siguientes condiciones:

i) (R,+) es un grupo abeliano.
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ii) (R,-) es un semigrupo.

iii) Propiedades distributivas:
z-(y+z2)=z-y+x-z Vr,y,z € R
(y+2)-x=y-v+z-x Vo,y,2 € R

Definicién. Sea (R,+,-) un anillo. Se dice que es conmutativo cuando - es conmu-
tativa.

Definicién. Sea (R,+,:) un anillo. Se dice que es un anillo con identidad 6
unitario, si - posee elemento neutro. Al elemento neutro para - se le llama elemento
identidad.

Ejemplos.
1. (Z,+,"), (Q,+,-) y (R,+, ) son anillos unitarios conmutativos.
2. (N, +,) no es un anillo porque, (N, +) no es un grupo.

3. Sea R = {2n | n € Z}, con las operaciones suma y producto usuales. Entonces,
(R,+,-) es un anillo conmutativo.

4. (Mat,xn(R),+, ) es un anillo unitario.

Definicién. Sea (R, +,-) un sistema algebraico. Se dice que (R, +,+) es un cuerpo
si se verifican las siguientes propiedades:

i) (R,+,-) es un anillo conmutativo y unitario.
ii) Todos los elementos de R — {0} son inversibles para -.
Ejemplos.
1. (Z,+,.) no es un cuerpo porque no todos los elementos de Z — {0} son inversibles.
2. (R,+,.) es un cuerpo.

3. (Mat,xn(R),+,.) no es un cuerpo ya que la operacién - no es conmutativa y ademés
no todos los elementos de Mat,, x,(R) — {0} tienen inverso.

6. El anillo de polinomios K|z].

Dado un cuerpo K, se llama polinomio en la indeterminada x con coeficientes
en el cuerpo K a p(z) =Y. a;a", siendo a; € K,i=0,...,m,m € NU{0}.
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16 El anillo de polinomios K |[z]

Por convenio, 2° = 1 y si a; = 0, entonces a;z° = 0. Esto nos permite denotar al
polinomio p(z) = Y.7*, a;x" = amx™+...+ag por p(z) = a;x’, entendiendo que a; = 0
si ¢ >m.

Dos polinomios p(z) = >" a;z° y q(z) = > b;z* son iguales si a; = b;, para todo i.

Definicién. Sea p(z) = Y a;z* # 0 un polinomio en x con coeficientes en el cuerpo
K. Se llama grado del polinomio p(z) y de denota por deg(p), al mayor exponente m
al que aparece elevado la varible z, siendo a,, # 0, esto es,

deg(p) = max{i € NU{0} | a; # 0}.

Si p(x) = 0, entonces el grado de p es —oo.

Obviamente, si p(z) = > a;z" # 0 es un polinomio de grado m, entonces a; = 0, si
J>m.

Definicién. Sea p(x) = _ a;x’ un polinomio de grado m. Se llama coeficiente
director de p(z) al coeficiente a,,. Si el coeficiente director de p(z) es 1, se dice que p(z)
es un polinomio monico.

El conjunto de todos los polinomios en x con coeficientes en K se denota por:

K|z] :{Zaﬂi |a; € K,i=0,...,m,mée NU{0}},
i=0

En K[z] se definen dos operaciones: la suma y el producto de polinomios.

Definicién. Sean p(x) = >_ a;2' y q(x) = > b;x" dos polinomios de K[x]. Se llama
suma de los polinomios p(z) y ¢(x), y se denota por p(x) + ¢(z) al polinomio

p(x) + q(z) =) (a; +b;)a’.

Es fécil ver que (K|z|,+) tiene estructura de grupo abeliano siendo 0 el elemento
neutro del mismo y dado p(x) = > a;x’, su elemento opuesto es —p(z) = > _(—a;)x".

Definicién. Sean p(x) = > a;2' y q(x) = > b;a’ dos polinomios de K[x]. Se llama
producto de los polinomios p(z) y ¢(x), y se denota por p(x) - ¢(z) al polinomio

p(2) - qlz) = 3 e,

donde ¢; = Z;:o a;b;—;, para todo i.
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Se puede demostrar que (K|[z], -) es un semigrupo conmutativo con elemento identidad,
siendo éste 1. Ademds, (K[z],+,) tiene estructura de anillo conmutativo con elemento
identidad, que recibe el nombre de anillo de los polinomios con coeficientes en K
en la indeterminada z.

Por otro lado, sabemos que dados p(x),q(x) € K|[z], siendo g(x) # 0, existen unos
tnicos polinomios c¢(x) y r(x) tales que p(x) = q(z)c(z) + r(z) y deg(r) < deg(q). A r(z)
se le llama resto de la divisién de p(z) entre ¢(x) y a c¢(x) cociente de la divisién
de p(x) entre q(z).

Definicién. Sean p(x),q(x) € K[x], siendo g(x) # 0. Se dice que ¢(x) divide a p(x)
si r(z) = 0, siendo r(x) el resto de la divisién de p(z) entre ¢(x).

Sir(z) # 0, entonces se dice que ¢(z) no divide a p(z).

Por Itimo, otro concepto que utilizaremos es el de raiz de un polinomio. Sip(x) € K|x]
y a € K, entonces se dice que « es una raiz de p(z) de multiplicidad m si (z — a)™ divide
ap(x)y (x—a)™! no divide a p(z).

Lo anterior equivale a decir que p(z) = (x — a)™¢g(x), siendo g(a) # Ok

Se puede demostrar que

Proposicién 6.1. Sea p(x) € K[z| un polinomio de grado n. Entonces, p(x) tiene a
lo mds n raices en K.

En los ejemplos utilizaremos frecuentemente el cuerpo K = Q, esto es, trabajaremos
con los polinomios en la indeterminada x con coeficientes racionales. Para stos, existe una
forma sencilla de localizar sus raices racionales, basandonos en el siguiente resultado que
busca las posibles raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros:

Proposicién 6.2. Sea p(x) = > a;2° € Z[z] un polinomio de grado m. Entonces, las
raices racionales de p(x) son de la forma a/b, con a,b primos entre si, a divisor de ay y b
divisor de a,.

Obviamente, la condicion expresada en la Proposicién anterior es una condicion nece-
saria pero no suficiente. Es decir, las raices racionales satisfacen la tesis de la proposicion,
pero no todos los nimeros racionales a/b que la satisfagan han de ser raices del polinomio.
Entre los valores a/b que cumplen la tesis, localizaremos las raices seleccionando aquellos

ay __
tales que p(%) = 0.

A partir del estudio de las raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros,
se puede calcular las raices racionales de un polinomio con coeficientes racionales. En
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18 El anillo de polinomios K |[z]

efecto, si p(x) = > a;x" € Q[z], entonces los coeficientes de este polinomio son de la forma
a; = %, siendo b;,c; € Z. Entonces, el polinomio ¢(x) = ) e;x*, donde e; = %<, siendo

7

¢ el minimo comun multiplo de los ¢;. Entonces, ¢(x) € Z[z] tiene las mismas raices que
p(z) y las raices de ¢(z) se pueden calcular por el método descrito en el resultado anterior.
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