5. Endomorfismos y matrices diagonalizables.

Después de lo visto en los apartados precedentes, disponemos de las herramientas
necesarias para caracterizar los endomorfismos y matrices diagonalizables.

Teorema 5.1. (Caracterizacién de endomorfismos diagonalizables). Sea
f V. — V un endomorfismo. FEntonces, f es diagonalizable si y sélo si se wverifican
las dos condiciones siguientes:

(i) Su polinomio caracteristico se escinde sobre K, esto es, existen A\i,...\, € K, (no
necesariamente distintos) tales que x¢(z) = (x — A1) ... (x — Ap).

(ii) Para cada valor propio A, se verifica dim(V (X)) = m(\).

De la demostracién del teorema anterior, se deduce que si f es un endomorfismo
diagonalizable, una base respecto de la cual la matriz asociada sea diagonal sera aquella
que esté formada por vectores propios, tomandose para cada valor propio tantos vectores
propios linealmente independientes como nos indique su multiplicidad. Eligiendo esta
base, se ve que la matriz asociada a f es diagonal, presentando en su diagonal los valores
propios de f repetidos tantas veces como nos indique su multiplicidad. A esta matriz se
le denominard forma diagonal de f y es tnica, salvo el orden de los elementos de la
diagonal.

Ejemplo.

1. Si tomamos la aplicacién lineal f : R® — R? definida por f((z,y, 2)) = (z+y, y,y+2),
es facil ver que la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R? escrita en

1 0 0
notacién por filases: A= |1 1 1 | y su polinomio caracteristico viene dado por
0 1 1
x—1 0 0
xf(A) = xalx) =det(zl, —A)=| -1 z-1 -1 [=(z-1)%
0 0 r—1

Por tanto, sélo hay un valor propio A = 1 con multiplicidad algebraica 3. PeroEn-
tonces,

V() = {(z,y,2)[f((2,9,2)) = (2,9, 2)} = {(,0,2)|z, 2 € R}.

Consecuentemente, la multiplicidad geométrica del valor propio 1 es 2. Esto implica
que f no es diagonalizable.

Por otro lado, si f : V' — V es un endomorfismo tal que tiene n = dim(V') vectores
propios linealmente independientes, entonces f es diagonalizable. Asi que tenemos otra
caracterizacion equivalente de endomorfismo diagonalizable:
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2 Endomorfismos y matrices diagonalizables

Corolario 5.2. Sea V' un espacio vectorial de dimensionn y f:V — V un endomor-
fismo. Entonces, [ es diagonalizable si y solo si existe By base de V' formada por vectores
propios de f.

Un caso particular del resultado anterior es el siguiente:

Corolario 5.3. Sea V' un espacio vectorial de dimensionn y f:V — V un endomor-
fismo que tiene n valores propios distintos dos a dos. Entonces, f es diagonalizable.

Del mismo modo podemos dar una caracterizaciéon para las matrices diagonalizables:

Teorema 5.4. (Caracterizacién de matrices diagonalizables). Sea
A € Mat,«xn(K). Entonces, A es diagonalizable si y solo si se verifican las dos condi-
ciones siguientes:

(i) Su polinomio caracteristico se escinde sobre K, esto es, existen A\i,...\, € K, (no
necesariamente distintos) tales que xa(x) = (x — A1) ... (x — Ap).

(ii) Para cada valor propio A, se verifica dim(Va(\)) = m(A).

Cuando A € Mat,,x,(K) es diagonalizable, empleando los vectores propios asociados
a cada valor propio, se puede construir una matriz de paso P y se puede calcular la llamada
forma diagonal de A, que es una matriz diagonal semejante a la matriz diagonalizable
A. Esta matriz diagonal tendra en su diagonal los valores propios de A repetidos tantas
veces como nos indique su multiplicidad y es tnica salvo el orden de los elementos de la
diagonal.

También podemos enunciar dos corolarios:

Corolario 5.5. Sea A € Mat, «,(K). Entonces, A es diagonalizable si y sélo A tiene
n vectores propios linealmente independientes.

Un caso particular del resultado anterior es el siguiente:

Corolario 5.6. Sea A € Mat,«x,(K) que tiene n valores propios distintos dos a dos.
Entonces, A es diagonalizable.

Por ultimo, damos respuesta al problema de saber si una matriz es matrz asociada a
un endomorfismo diagonalizable en alguna base. Para que esto suceda, se demuestra que
una condicién necesaria es que el polinomio caracteristico de la matriz y del endomorfismo
deben coincidir. Una condicién necesaria y suficiente es que ambos tengan la misma forma
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Diagonalizacién 3

diagonal. Trasladandolo a matrices, dada una matriz diagonalizable cuaquier otra matriz
serd semejante a ella si posee su misma forma diagonal.
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