4, Valores y vectores propios de una matriz. Polinomio carac-
teristico.

Del mismo modo que en el apartado anterior se han definido los conceptos de valor
y vector propio de un endomorfismo, en este apartado se dan los conceptos analogos para
una matriz cuadrada. Tanto para definir el concepto de valor propio de una matriz como
el de vector propio, se emplea el uso de la notacion por filas en las coordenadas de un
vector.

Definicién. Dada una matriz A € Mat, «,(K) y un escalar A € K se dice que \ es
un valor propio de A si existe (a; ...a,) € Mat1x,(K)—{(0...0)} tal que (ay ...a,)A =
Aay...an). A (ay...a,) se le denominard vector propio asociado al valor propio A.

Si tenemos en cuenta que dada una matriz cuadrada A € Mat, «,(K) la podemos
interpretar como la matriz asociada a un endomorfismo f de un espacio vectorial V' de
dimensién n fijada una base By, entonces los vectores propios de A nos dan precisamente
las coordenadas de los vectores propios de f en la base || By, empleando la notacién por filas.
En caso de usar la notacién por columnas, sera necesario definir los vectores propios como

a ai ai
vectores columna : tales que A | : =AMl : para que se siga manteniendo la

an a”l’L a”l’L
interpretacién anterior.

Realizando un estudio paralelo al llevado a cabo en el apartado anterior, podemos
construir un subespacio V4 () que estard formado por todos los vectores propios asociados
al valor propio A y el vector (0...0), esto es

VaA) ={(a1...an) € Mat1xn(K)|(a1...an)A=Xa1...a,)}.

Este subespacio desempenara el mismo papel que V(A) a la hora de analizar si una
matriz es diagonalizable o no.

Para poder obtener de forma sencilla los valores propios de una matriz tenemos el
concepto de polinomio caracteristico de una matriz A € Mat, x,(K), que es xa(z) =

det(xzl,, — A), y el de ecuacién caracteristica: y4(z) = 0.

Se observa que el polinomio caracteristico de una matriz de orden n x n es de grado

Proposicién 4.1. Sea A € Mat, «,(K). Entonces, las raices de x a(x) que estin en
K son los valores propios de A.

Ejemplo.
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1 0 0
1. El polinomio caracteristico de la matriz A= | 1 1 1 | viene dado por
0 1 1
x—1 0 0
xa(x)=det(zl, —A)=| -1 z—-1 -1 |=(z—-1)>3%
0 0 z—1

Por tatno, el tnico valor propio de A es 1.

Para poder calcular de forma sencilla los valores propios de un endomorfismo f : V —
V' necesitamos conocer si existe alguna relacién entre los polinomios caracteristicos de dos
matrices semejantes. Ahora, se verifica:

Proposiciéon 4.2. Sean A, B € Mat,«,(K) dos matrices semejantes. Entonces,
xa(z) = xp(z).

De las dos ultimas proposiciones se deduce:

Corolario 4.3. Dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios.

Por otro lado, como las matrices asociadas a un mismo endomorfismo son semejantes
y las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, se puede definir el
concepto de polinomio carateristico de un endomorfismo: sera el polinomio carac-
teristico de cualquier matriz asociada a €l y se denotara por xs(x). Ademds, los valores
propios del endomorfismo f son precisamente las raices de su polinomio carateriristico.

Por dltimo, para finalizar este apartado introducimos el concepto de multiplicidad
algebraica de un valor propio: es la multiplicidad que presenta como raiz del polinomio
caracteristico. Se denotard por m(\).

Existe una relacién entre la multiplicidad algebraica y la multiplicidad geométrica:

Lema 4.4. Sea \ un valor propio de un endomorfismo f :V — V. Entonces,

dim(V (X)) < m(XA).

Del mismo modo se tiene:

Lema 4.5. Sea A un valor propio de A € Mat, «n(K). Entonces,
dim(Va(N\)) < m(N).
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