1. Planteamiento del problema.

En lo que sigue, trabajamos en un K-espacio vectorial de dimension finita, que deno-
taremos por V. Dada 28 una base de V' y f : V — V una aplicacién lineal denotaremos
por My, (f) a la matriz asociada a f cuando se toma en V' la base 8.

El primer problema que nos planteamos en este tema es el siguiente:

Dado una aplicacién lineal f : V' — V, esto es un endomorfismo de V', deseamos
saber bajo que condiciones podemos garantizar la existencia de una base By respecto de la
cual la matriz asociada a f es diagonal. Cuando esto suceda, diremos que el endomorfismo
f es diagonalizable. Ademas, en tal caso, nos interesarda dar un método constructivo que
nos permita obtener una base respecto de la cual la matriz asociada a f sea diagonal.

Lo primero que debemos observar es que este problema presenta una dificultad: la
base que se toma en V' la utilizamos en origen y llegada para calcular la matriz asociada a
f. Por ello, es de esperar que no todos los endomorfismos sean diagonalizables. De hecho,
se vera que para que sean diagonalizables deberan cumplir dos condiciones.

El mismo problema se puede enunciar en términos de matrices. Dada una matriz
A € Mat,x,(K) queremos saber bajo que condiciones existe una matriz inversible P y
una matriz diagonal D tales que A = PDP~!. Cuando esto sucede se dird que A es una
matriz diagonalizable.

Aunque al enunciar los dos problemas parezca que no hay ninguna relacion entre ellos,
lo cierto es que ambos estan intimamente relacionados. En efecto, si nos dan una matriz
A € Mat,x,(K) la podemos interpretar como la matriz asociada a cierto endomorfismo
f de un espacio vectorial V' de dimensién n. Teniendo esto en cuenta, el ver si una matriz
es diagonalizable es equivalente a estudiar si el endomorfismo asociado es diagonalizable.

Introducimos dos conceptos que nos apareceran frecuentemente: el de matrices se-
mejantes y el de matriz de paso.

Definicién. Dos matrices A, B € Mat, x,(K) se dice que son semejantes si existe
una matriz inversible, P, llamada matriz de paso, tal que A = PBP~!.

Obviamente, las matrices asociadas a un mismo endomorfismo de un espacio vectorial

V' son semejantes ya que si A = My, (f) y B = M%Q/(f), entonces A = Mg“/’BMg,",
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donde MV es la matriz de cambio de base de By, a By.
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Estas dos ultimas definiciones permiten dar otra definicion equivalente de matrices dia-
gonalizables: una matriz es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. Ademas,
si f es un endomorfismo diagonalizable, observamos que todas las matrices asociadas a él
son diagonalizables ya que son semejantes a una matriz diagonal.
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2 Planteamiento del problema

Por 1ltimo, para los endomorfismos diagonalizables nos plantearemos el siguiente pro-
blema: saber si una matriz es asociada a él o no en alguna base y en caso de serlo, localizar
la base.

Asimismo, la versién matricial del problema anterior es saber si dos matrices diagona-
lizables son o no semejantes y, en caso de serlo, localizar una matriz de paso.

Introduccion al Algebm Lineal. M.A. Garcia Sénchez y T. Ramirez Alzola.

Proyecto OCW de la UPV/EHU.



