2. Determinante de una matriz.

Definicién. Sea A = (a;j) € Mat,,«,(K). Se llama determinante de A, y se denota
por det(A), al escalar

det(A) = |A| = Z €alu(1)1 - - - Aa(n)n-
acX,

Ejemplos

aijlz ai2

1. Si A € Matoy2(K), entonces det(A) = o a
21 (22

= 11022 — 12021

a1 a2 ais
2. Si A S MatQXQ(K), entonces det(A) = Q21 Q22 A23| = A11QA22033 — Q12021033 —

asz1 G32 G33
13031022 — 32023011 + A12023031 + —113032021 -
3. Si A € Mat,, x,(K) es una matriz triangular, entonces det(A) = aj1a22 ... Gpy.
Los determinantes tienen las siguientes propiedades:
1. Si A € Maty,xn(K) y A? es su matriz traspuesta, entonces det(A4) = det(A?).

2. Si A € Mat,, x,(K) tiene dos columnas (filas) iguales, entonces det(A) = 0.

3. Sien la matriz A € Mat,, x,, (K ) se multiplica una columna (una fila) por el escalar A,
entonces el determinante de la matriz resultante es Adet(A).

4. El determinante de la matriz A no cambia si se sustituye la columnna (fila) ¢ por ella
misma mas una combinacién lineal de las restantes columnas (filas).

5. 51 A € Mat,x,(K) y a la columna A® ( fila A;)) le afiadimos B € Mat,x1(K) (
B € Mat «,(K)), entonces el determinante de la matriz C resultante verifica det(C') =
det(A) + det(D), donde D € Mat,,«,(K) es la matriz que tiene por columnas (filas)
las mismas que la matriz A salvo la i-ésima que es B.

6. Sien la matriz A € Mat,,«,, (K) se intercambian de posicién dos columnas (6 filas), el
determinante de la matriz resultante B verifica det(B) = —det(A).

7. Si A, B € Mat,, x,(K), entonces |AB| = |A||B].

Las propiedades anteriores nos sirven para calcular determinantes de matrices. Por
ello, realizaremos operaciones en las matrices para conseguir determinantes de matrices
que estén relacionados con el determinante de la matriz original y sean més sencillos de
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calcular. Una estrategia buena puede ser ir haciendo '0’ en la matriz para conseguir
una matriz triangular, cuyo determinante es el producto de los elementos de la diagonal

principal.

Por otro lado, los determinantes nos sirven para caracterizar las matrices inversibles:

Proposicién 2.1. Una matriz A € Mat, x,(K) es inversible si y solo si |A| # 0.
Ademds, si A es inversible, |A™| = |A|71.
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