6. Matriz asociada a una aplicacidn lineal (notacién por columnas).

Si f:V — W es una aplicaciéon lineal, By = {v1,...,v,} una base de V 'y By =
{w1,...,wy} una base de W, entonces dado un vector v € V, podemos expresar v =
D iy Qivi Y

F)=FO aim) =Y aif (i) =D iy ajwy,
i=1 i=1 i=1 =1

. m . s
siendo f(v;) = >_;_; ajyw;. Por tanto, si empleamos la notacién por columnas para dar
las coordenadas de un vector, podemos dar la siguiente expresién matricial de f(v):

all QA1n (651}
f)=(wr - wn)

Aml1 -+ QAmn (079

y a la matriz A = (a;;) se le denomina matriz asociada a f respecto de las bases
By y By en notacion por columnas. Es obvio que si conocemos la matriz asociada a
una aplicacién lineal con respecto a dos bases By y By, podemos obtener f(v) para
cualquier vector v de V, esto es, dada la matriz asociada A, la aplicacién lineal f se
encuentra totalmente determinada. Ademds, existe una relacién entre matrices asociadas
a una misma aplicacién lineal cuando se toman bases diferentes en V' 'y W. En efecto, si
A es la matriz asociada a f con respecto a las bases By y By y B es la matriz asociada
a f con respecto de las bases B}, y By, entonces

B - M%W’%/‘/VAM%/\/7‘BV.

Por otro lado, la matriz asociada a una aplicacion lineal nos permite dar una interpretacién
en términos de aplicaciones lineales de las matrices de cambio de base. Una matriz de
cambio de base se puede ver como la matriz asociada a la aplicaciéon lineal a la identidad
de un espacio vectorial cuando se toma en origen una base By y en llegada B, .

El siguiente lema prueba la relaciéon existente entre matrices asociadas cuando suma-

mos o multiplicamos por un escalar aplicaciones lineales:

Lema 6.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, f : V. — W
yg:V — W dos aplicaciones lineales By, Bw bases de V .y W y M%V %W(f) Y

M%V %W(g) las matrices asociadas a f y g respecto de las bases By y Bw en notacion
por columnas. Entonces,

(i) Mg, g, (f +9) = My 5, (f) + Meg, 55, (9)-

(it) Mg, g5, (Af) = AMsg_ o5 (f)-

El lema anterior nos sirve para demostrar el siguiente resultado
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2 Matriz asociada a una aplicacién lineal (columnas)

Teorema 6.2. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita n y m,
respectivamente. Entonces,

(i) Lx(V,W) y Mat,,,«xn(K) son isomorfos.
(i) dimg(Lx(V,W)) = mn.

Hemos visto que existia una relacion entre las matrices asociadas a la misma aplicacion
lineal. Sin embargo, podemos interpretar de nuevo la relacién existente entre ellas, teniendo
en cuenta el siguiente resultado:

Proposicion 6.3. Sean V', W y Z tres espacios vectoriales de dimension finita, f :
V.- W, g: W — Z dos aplicaciones lineales By, By, By bases de V., W y Z y
Mg 5., (f)y M’BW,‘BZ(Q) las respectivas matrices asociadas en notacion por columnas.
Entonces,

Mg, s5,(90f) =My w5, @) My, 3, ()

siendo M%%;Bz(g o f) la matriz asociada a g o f en notacion por columnas tomando
como bases de V y Z a By y By. En vista del resultado anterior, la relaci ’on entre
matrices asociadas a la misma aplicaciéon viene determinada como la matriz asociada a la
composicién idy o f oidy donde idw (idy) es la aplicacién identidad de W (V') tomando
en origen la base By, (BY,) v en llegada la base By, (By).
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