1. Definicién de aplicacion lineal y propiedades.

Definicién. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y f : V — W una aplicacién. Se
dice que f es una aplicacién lineal si se verifica la siguiente condicién:

flav+ Bv") = af(v) + Bf(V), Va,B € K, Yv,u' € V.

Las aplicaciones lineales también suelen recibir el nombre de homomorfismos entre
espacios vectoriales. Un monomorfismo entre los espacios vectoriales V' y W es una
aplicaciéon lineal f : V' — W inyectiva. Un epimorfismo entre los espacios vectoriales V'
y W es una aplicacion lineal f : V' — W sobreyectiva. Un isomorfismo entre los espacios
vectoriales V' y W es una aplicacién lineal f : V. — W biyectiva. SiV =Wy f:V =V
es una aplicacion lineal, se dice que f es un endomorfismo del espacio vectorial V' y si
ademas es biyectiva, se dice que es un automorfismo de V.

Ejemplos.

(1) La aplicacién f : R® — R? definida por f((x,y,2)) = (x + y,y + 22) es lineal.

(2) La aplicacién f : R* — R? definida por f((z,v,2)) = (x +y + 1,y + 22) no es lineal.
Las aplicaciones lineales f tienen diversas propiedades. Entre ellas destacan las si-

guientes:

Proposicion 1.1. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y f : V. — W una apli-
cacion lineal. Entonces,

(i) f(Ov) = Ow.
(ii) f(—v) =—f(v), VoeV.
(i) f(ZZL a;v;) = Z?ll a;f(v;), Vo € K, Yv; € V.

(i) Si{vi,...vm} es un subconjunto ligado de V', entonces {f(v1),... f(vm)} es un sub-
conjunto ligado de W .

(v) Si U es un subespacio de V', entonces f(U) = {f(u)|lu € U} es un subespacio de W.
Ademds, si dim(U) = m, entonces dim(f(U)) < m.

(vi) Si T es un subespacio de W, entonces f~H(T) = {v € V|f(v) € T} es un subespacio
de V.

Observamos que en el enunciado del teorema anterior no indicamos que sucede cuando
se toman imagenes de subconjuntos libres. En general, esta caracteristica no se mantiene.
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2 Definicion de aplicacion lineal y propiedades

Esto es si S es un subconjunto librede V' y f : V' — W es una aplicacién lineal, entonces no
podemos garantizar que f(S) sea un subconjunto libre de W. Como veremos més adelante,
serd necesario pedir que f sea ademads inyectiva para poder asegurar que subconjuntos libres
de V tienen por imagen subconjuntos libres de W.

En el apartado (v) de la Proposicién 1.1, hemos visto que f(U) es un subespacio de
W para cualquier subespacio U de V. En particular si tomamos U = V', obtenemos que
f(V) es un subespacio de W llamado K-subespacio imagen de V. Ademas, hemos visto
que dim(f(V)) < dim(V). A dim(f(V)) se le llama rango de f. f(V) también se suele
denotar por Imf.
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